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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Aufgabenstellung und Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit adaptiven Filtern, die wichtige System-
bausteine in digitalen Empfiangern fiir die Dateniibertragung sind. Bekannte Beispiele
fiir derartige Filter sind adaptive Entzerrer oder bei der Vollduplex-Ubertragung ad-
aptive Echoldscher.

Wichtige Kriterien fiir die Dimensionierung digitaler Empfianger sind der Realisie-
rungsaufwand und die Ubertragungsgiite, die iiblicherweise mit der Fehlerwahrschein-
lichkeit erfafit wird. Fiir die adaptiven Filter bedeutet das, dafl der Zusammenhang
zwischen dem Realisierungsaufwand und den Auswirkungen auf die Fehlerwahrschein-
lichkeit méglichst genau bekannt sein sollte.

Der Realisierungsaufwand bei adaptiven Filtern wird im wesentlichen durch den Ad-
aptionsalgorithmus, durch die notwendige Filterlinge und durch die notwendige Ge-
nauigkeit bei der Darstellung der adaptiv einstellbaren Filterkoeffizienten bestimmt.
Dieser letzte Punkt bedeutet, dafl das variable Filter als numerisches wertdiskre-
tes Filter mit einem ebenfalls wertdiskreten Adaptionsalgorithmus betrachtet werden
mufl.

Mit dem Realisierungsaufwand fiir das Filter wird direkt die Genauigkeit der Filter-
einstellung bestimmt. Durch eine ungenaue Einstellung der Filterkoeffizienten ver-
schlechtert sich die Fehlerwahrscheinlichkeit des digitalen Empfiangers. Fiir ihre ge-
naue Berechnung sind aber noch viele andere Einfliisse zu beriicksichtigen wie bei-
spielsweise weitere Eigengerdusche des Empfiangers sowie die Leitungsstérungen.

Daraus ergibt sich das Vorgehen fiir diese Arbeit : Im ersten theoretischen Teil wird ei-
ne allgemeine geschlossene Theorie wertdiskreter adaptiver Filter entwickelt. Schwer-
punkte sind dabei die Auswahl eines moglichst aufwandsgiinstigen Adaptionsverfah-
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rens, die Erfassung der Adaptionsgeschwindigkeit, die Analyse des Restfehlers im
eingeschwungenen Zustand sowie die Beriicksichtigung von typischen Implementie-
rungseffekten.

Im zweiten anwendungsorientierten Teil wird konkret an speziellen Empfingern de-
monstriert, wie die Auswirkungen der adaptiven Filter auf die Ubertragungsgiite
berechnet werden kénnen. Besondere Beriicksichtigung finden dabei auch die A/D-
Wandler als weitere Quellen von Quantisierungsgeréuschen.

1.2 Stand der Technik

Von einigen Anséitzen abgesehen, gibt es bisher keine umfassende analytische Theorie
wertdiskreter Adaptionsverfahren. Der Entwurf und die Dimensionierung adaptiver
Filter haben sich bisher stiitzen miissen auf “behelfsmiflige” Methoden wie :

e Hardware-Experimente. Diese sind jedoch offensichtlich noch aufwendiger und
unflexibler als die

e Simulation auf dem Rechner. Zwar mufl man hier in aller Regel auf die Simulati-
on in Echtzeit verzichten, was jedoch fiir manche Fragestellungen nicht wesent-
lich ist. Entscheidend sind aber die Genauigkeits- und Rechenzeit-Probleme:
Um beispielsweise eine Fehlerwahrscheinlichkeit von 107% durch die einfache
Auszidhlmethode zu ermitteln, ist eine untragbar lange Simulationszeit erfor-
derlich. Dariiberhinaus kann eine Simulation die Ergebnisse nur summarisch
auflisten ohne tiefere Einblicke in die Zusammenhénge zu erlauben. Optimierun-
gen von Quantisierungskennlinien beispielsweise sind wegen der Schwerfélligkeit
der Simulation beinah unmdoglich. Auflerdem ist es schwierig, einzelne Effekte
isoliert zu analysieren.

Diese Methoden sind also kein vollwertiger Ersatz fiir eine Theorie — jedoch kénnen
Simulationsrechnungen und Hardware-Experimente dazu dienen, theoretische Uber-
legungen zu kontrollieren und zu verifizieren.

Der Entwurf einer Theorie wertdiskreter Adaptionsverfahren kann ausgehen von den
beiden folgenden, bereits ausfiihrlich untersuchten Situationen :

e Filter mit festen quantisierten Koeffizienten : Die wohlbekannte Theorie fiir
diesen Fall ist auf Filter mit adaptiven quantisierten Koeffizienten nicht an-
wendbar und somit fiir diese Arbeit vollig irrelevant; beispielsweise erfordert
die Darstellung der Koeffizienten in adaptiven Filtern wesentlich mehr Bits als
bei Filtern mit festen Koeffizienten.

e Filter mit variablen unquantisierten Koeffizienten : Fiir diesen Fall gibt es in-
zwischen schon eine umfangreiche und ausgedehnte Theorie [1.1] - [1.7], die sich
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aber fast ausschliefilich auf Filter mit wertkontinuierlichen Koeffizienten (d.h.
mit unendlicher Wortldnge) beschrénkt, weil dann alle Rechnungen und Ana-
lysen in den gewohnten reellen Zahlen ablaufen kénnen — wogegen die durch
Festkomma-Arithmetik implizierte algebraische Grundstruktur doch wesentlich
komplizierter ist.

Eine sinnvolle Ausgangsbasis fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit stellt die Theo-
rie wertkontinuierlicher Adaptionsverfahren dennoch dar, obwohl einige prinzipielle
Unterschiede nochmals zeigen, dafl sie der wertdiskreten Situation nicht gerecht wer-
den kann :

e In Sonderfillen reagieren wertdiskrete adaptive Filter wesentlich anders als im
unquantisierten Fall — die Erkldrung dieser {iberraschenden Effekte gelingt dann
nur mit einem theoretischen Verstdndnis wertdiskreter Adaptionsverfahren.

e Die bekannte Theorie adaptiver Filter beschrinkt sich auf die Analyse der Mo-
mente 2.0rdnung, obwohl fiir die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit auch
eine exakte Kenntnis der Verteilungen erforderlich ist.

1.3 Besondere Merkmale

Diese Arbeit beschrankt sich auf :

e Adaptive FIR-Filter (FIR = finite impulse response), die als Kom-
pensationsfilter eingesetzt werden. Damit werden beispielsweise entschei-
dungsriickgekoppelte Entzerrer (DFE = decision feedback equalizer) und
Echoloscher (EC = echo canceler) erfafit. In der Literatur werden anstelle des
Ausdrucks Kompensationsfilter auch die Begriffe Systemidentifikation [1.4] und
Signalschétzung [6.2] verwendet.

e Gradientenverfahren in der einfachsten Form (stochastic gradient algorithms
als spezielle least-mean-squares algorithms). Nicht betrachtet werden Kalman-
Adaptionsverfahren oder orthogonale Einstellverfahren.

Um eine moglichst einfache Formulierung zu erreichen, erfolgen alle Darstellungen
im Reellen. Die Ubertragung auf komplexe Filter bereitet aber keine besonderen
Schwierigkeiten.

Bei den hier betrachteten Empfingern und Filtern bringt eine Realisierung in Gleit-
komma-Arithmetik eher Nachteile als Vorteile gegeniiber der zudem noch wesentlich
aufwandsgiinstigeren Festkomma-Arithmetik. Durch die hier verwendeten Methoden
ist es moglich, die Untersuchungen ohne Belastungen durch Details der Zahlendarstel-
lung auszufiihren, da nur die Parameter Wortldnge und Quantisierungsschrittweite
sowie der Typ der Quantisierungskennlinie eingehen.
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1.4 Beispiele fiir Kompensationsfilter

In diesem Abschnitt wird die Situation beim Einsatz eines Kompensationsfilters an-
hand der beiden Beispiele Echoloschung (EC, Bild 1.1) und Entzerrung mit Entschei-
dungsriickkopplung (DFE, Bild 1.2) erldutert.

1.4.1 Kompensationsfilter beim Einsatz als EC

Bild 1.1 zeigt das Echokompensationsprinzip bei einer Fernsprechverbindung. Ein
Fernsprechteilnehmer (naher Teilnehmer) ist iiber eine 2-Draht-Leitung an die Orts-
vermittlung (ferner Teilnehmer) angeschlossen. Im Vollduplexbetrieb wird auf der
Leitung gleichzeitig in beide Richtungen iibertragen. Zur niherungsweisen Richtungs-
trennung dienen Gabeln auf beiden Seiten. Die Datenfolge a, also das Sendesignal
des nahen Teilnehmers, wird zu dem fernen Teilnehmer iibertragen. Dieser sendet
gleichzeitig eine ferne Datenfolge, die beim nahen Teilnehmer nach der Gabel als
Nutzsignal wuj, erscheint.

Infolge nichtidealer Kabelnachbildung in der Gabel sowie Reflexionen auf der Leitung
verursacht die nahe Datenfolge a; das Auftreten von Echos nach der Gabel, die den
Empfang des Nutzsignals {iberlagernd stéren. Das Echosignal y, entsteht aus den ay,
im Echopfad (auch unbekanntes System genannt).

Fiir eine zuverlidssige Erkennung der fernen Datenfolge mufi das Empfangssignal
ug+y, vom Echosignal 3, weitgehend befreit werden. Dazu wird fiir y; im Echolscher
eine moglichst genaue Schiatzung g, nachgebildet, die als Echokompensationssignal
bezeichnet wird. Um ein moglichst kleines Restsignal 4, — 9x zu erreichen, mufl der
Echoléscher durch ein Adaptionsverfahren den unbekannten und eventuell zeitvari-
anten Echopfad sehr genau identifizieren.

Fiir das Adaptionsverfahren wird das Signal u;+y; — 7, nach der Kompensationsstelle
als Verstellinformation verwendet. Die Einstellung des variablen Filters ist um so
einfacher, je weniger y, — 9, durch uy iiberlagert wird. Fiir das Adaptionsverfahren
wirkt das Nutzsignal also storend. Fiir die nachfolgende Analyse der Adaption wird
festgestellt, dafl u, und ay als statistisch unabhéngig angenommen werden kénnen.

Typischerweise sind die Groflenverhiltnisse der Signale wie folgt : Das Echosignal
liegt ca. 30 dB iiber dem Nutzsignal uy, d.h. im Empfangssignal dominiert das Echo.
Das Restsignal y; — yx soll jedoch 20 bis 40 dB unter dem Nutzsignal liegen. Die
Echoddmpfung muf} also den erheblichen Wert von ca. 60 dB erreichen. Dies ist um
so schwieriger, weil in der Verstellinformation uy + yx — gy die eigentliche Information
iiber die Genauigkeit der aktuellen Filtereinstellung durch wy fast véllig iiberdeckt
wird.
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Bild 1.1: Echokompensations-Prinzip bei einer Fernsprechverbindung

Uber dieses Beispiel hinaus besteht auch im allgemeinen Fall das Signal nach der
Kompensationsstelle bzw. die Verstellinformation aus den beiden Komponenten wy
und ¥, — yx. Dabei ist y; das kompensierbare Signal und 7, das Kompensationssignal
und uy das nicht-kompensierbare Signal.

1.4.2 Kompensationsfilter beim Einsatz als DFE

In Bild 1.2 wird der Einsatz eines Kompensationsfilters zur Entzerrung der Nach-
schwinger eines verzerrten Signals dargestellt.

In einem Kanal mit Interferenz-Verzerrungen entsteht aus der Datenfolge b, das ver-
zerrte Signal x. In der Impulsantwort des verzerrenden Kanals wird ein Hauptschwin-
ger festgelegt (mit der Verzogerung v; das ist aber nicht immer eindeutig, was hier
jedoch nicht weiter interessiert) und somit wird eine Zerlegung in Vor-, Haupt- und
Nachschwinger-Anteil der Impulsantwort gegeben. Dies impliziert eine entsprechende
Zerlegung des verzerrten Signals : Ty = Tvork + THaupt,k + TNach,k- Bei entsprechender
Normierung der Impulsantwort ist dann Zaupe x die um v Takte verzogerte Datenfol-

g€ I THaupt,k = bkfv-

Wenn nun im Eingangssignal des Entscheiders der Hauptschwinger-Anteil paupt,k
dominiert, so kann mit vernachlissigbarer Fehlerwahrscheinlichkeit die Datenfolge
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b Kanal mit X Bk-v
—»{ Interferenz — ><-P » Entscheider
Verzerrungen W

Bild 1.2: Entzerrung durch Kompensation der Nachschwinger

durch einen einfachen gedichtnislosen Entscheider verzogert wiedergewonnen wer-
den : by, = THaupt,k = bi—o-

Damit steht nun ein Signal zur Verfiigung, mit dem im DFE eine Schéitzung g, fiir
Yr = TNach,k gebildet werden kann. Das zu identifizierende und nachzubildende un-
bekannte System ist hier also der Nachschwinger-Anteil der Impulsantwort und der
zugehorige Anteil von z; ist das kompensierbare Signal.

Fiir das Adaptionsverfahren wird der Entscheiderfehler e, (= Differenz zwischen
Entscheider-Eingang und -Ausgang) als Verstellinformation verwendet. Mit der Dar-
stellung

€r = Tk — Yk — br—y = Tvork + THaupt,k — Ok—v + TNach k — Uk = Uk + Ui — Uk
N s N J N J

-~

= Uk =0 = Yk — Uk

erweist sich der Vorschwinger-Anteil zv,, ; des verzerrten Signals als das nicht-kom-
pensierbare Signal uy.

Die Groflenverhiltnisse der Signale sind hier wesentlich durch die Form der Impuls-
antwort, des verzerrenden Kanals bestimmt. In aller Regel sind die Verhé&ltnisse aber
unkritischer als bei der EC-Anwendung. Die fiir die Analyse der Adaption voraus-
zusetzende Unabhingigkeit der Signale u; und b_, ist bei unkorrelierter Datenfolge
exakt und bei korrelierter Datenfolge zumindest ndherungsweise erfiillt.
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Kapitel 2

Die Berechnung von Restfehler
und Konvergenzgeschwindigkeit

Die prinzipielle Funktionsweise eines adaptiven Kompensationsfilters ist im wert-
kontinuierlichen Fall relativ einfach — zumindest dann, wenn die Adaption mit dem
normalen Gradientenverfahren erfolgt und alle sonstigen Randbedingungen als ideal
angenommen werden koénnen. Mit der grundlegenden Arbeit von Mazo [3.8] kdnnen
die Untersuchungen fiir diese Situation inzwischen als abgeschlossen angesehen wer-
den. Momentan aber noch voll in Bewegung ist die Entwicklung von komplizierteren
Adaptionsverfahren, die im wesentlichen eine Erh6hung der Konvergenzgeschwindig-
keit fiir instationéire Kanéle (z.B. Mobilfunk oder Richtfunk) und/oder instationire
Datensignale (z.B. Sprache) zum Ziel haben.

Wesentlich schwieriger als im wertkontinuierlichen Fall ist die theoretische Analy-
se der wertdiskreten Adaptionsverfahren und hierzu sind bisher auch vergleichs-
weise wenige Verdffentlichungen erschienen. Selbst fiir die einfachen Gradienten-
Adaptionsverfahren sind Ergebnisse bisher nur fiir einige Spezialfille bekannt ge-
worden. Das Hauptziel dieser Arbeit ist nun eine geschlossene Analyse wertdiskreter
adaptiver Filter.

Die wichtigsten Parameter fiir die Dimensionierung sind dabei die Gréfle des Rest-
fehlers und die Adaptionsgeschwindigkeit. Sowohl fiir die Berechnung dieser beiden
Parameter wie fiir die Auswirkungen adaptiver Filter auf die Fehlerwahrscheinlichkeit
in digitalen Empféngern ist neben der Streuung des Restsignals auch die Kenntnis sei-
ner Verteilung erforderlich. Diese Restsignal-Verteilung wird anschlieflend in Kapitel
3 berechnet.

Das Prinzip des Kompensationsfilters wird zunéichst in Abschnitt 2.1 fiir den allge-
meinen Fall formuliert und anschliefend wird in Abschnitt 2.2 die einfache und wohl-
bekannte Herleitung der Ergebnisse fiir den wertkontinuierlichen Fall (vollstindiges
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Bild 2.1: Prinzip des Kompensationsfilters

Gradientenverfahren, Abk. K-Adaption) kurz zusammengefaft.

Die aufwendigere Analyse des wertdiskreten Falls erfolgt in Abschnitt 2.3 zunéchst
fiir eine allgemeine Quantisierungskennlinie der Verstellinformation (Abk. Q-Adapti-
on) und anschlielend erfolgt in Abschnitt 2.4 die Spezialisierung auf die Vorzeichen-
Auswertung der Verstellinformation (Sign-Gradientenverfahren, Abk. S-Adaption).

In Abschnitt 2.5 wird schliefilich auf die Voraussetzung unkorrelierter Leitungscodes
verzichtet, die bei manchen wichtigen Anwendungen nicht gegeben ist. Dabei wird
neben dem wertdiskreten auch der wertkontinuierliche Fall ausfiihrlich behandelt.

2.1 Prinzip des Kompensationsfilters

Nach den Beispielen aus Abschnitt 1.4 erfolgt nun eine formale Beschreibung des
Kompensationsfilters. In Bild 2.1 ist die allgemeine Situation dargestellt.

Es wird ein Signal uj + vy, beobachtet, das sich aus den beiden unbekannten Anteilen
ug und y, zusammensetzt. Das Ziel ist die Eliminierung von y;. Dazu wird in einem
Kompensationsfilter eine Schiatzung g, (Kompensationssignal) fiir y, berechnet. Das
Signal uy + yr — yx nach der Kompensationsstelle besteht dann im Idealfall aus dem
dominierenden Signal u; und einem sehr kleinen Restsignal ¢ = yr — k.
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Naheliegenderweise werden fiir die beiden Anteile des beobachtbaren Signals wuy + s
folgende Bezeichnungen vereinbart : uy wird nicht-kompensierbares Signal und y;, wird
kompensierbares Signal genannt.

Vorausgesetzt wird, daf y, das Ausgangssignal eines unbekannten linearen Systems
ist, dessen Eingangssignal eine bekannte Datenfolge a; ist, die somit auch fiir das
Kompensationsfilter zur Verfiigung steht.

Diese Datenfolge a; wird zu festen dquidistanten Zeitpunkten k7" gesendet. Sdmtliche
in dieser Arbeit behandelten Signale und Systeme werden zeitdiskret in dem durch ay,
gegebenen Takt betrachtet. Dazu wird durchgehend die Indizierung mit £ verwendet.

Generelle Voraussetzungen :

e a; und uy sind jeweils stationére mittelwertfreie stocha- (2.1-1)
stische Prozesse (mit den Varianzen o2 = E{a2} und
o, = E{ui})

e a; und u; sind voneinander statistisch unabhéngige sto- (2.1-2)
chastische Prozesse

Die erste Voraussetzung kann teilweise abgeschwicht werden, was im Einzelnen aber
nicht immer vermerkt wird. Die zweite Voraussetzung wird noch kommentiert.

Das unbekannte lineare System wird approximativ durch die Impulsantwort endlicher
Léange

9="(90.91-,9.1)" (= Copts  s.) (2.1-3)

gekennzeichnet. Fiir das Ausgangssignal (kompensierbares Signal) gilt damit :

L1
Y = Z GiQg—; = a,?g (2.1-4)
i=0

Dabei wurde

ap = (Clk, Af—1y -« - ak,LH)T (21—5)

gesetzt, um eine Darstellung als Skalarprodukt zu ermoglichen. Vektoren werden ge-
nerell als Spaltenvektoren aufgefafit.

Das durch g beschriebene unbekannte System soll mit einem adaptiven Transversal-
filter nachgebildet werden. Dieses Filter ist durch den Koeffizienten-Vektor

Cp = (Ckﬁ, ey Ck7L_1)T (21—6)
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gekennzeichnet und fiir das Ausgangssignal g, (Kompensationssignal) des Kompen-
sationsfilters gilt dann :

:&k = achk (21—7)

Der Index £ bei ¢ bedeutet, daf} sich die Koeffizienten des adaptiven Filters in jedem
Takt dndern konnen. Offensichtlich ist es fiir y, = y; hinreichend wie notwendig, dafl
¢, = g gilt. Also ist g der optimale Koeffizientensatz und deshalb wird fiir g auch
Copt geschrieben.

Eine {ibersichtliche Entwicklung der Theorie verlangt (wie vorangehend schon vor-
ausgesetzt wurde), dafl das adaptive Filter die gleiche Linge wie der Vektor g hat.
In der Praxis ist man natiirlich aus Aufwandsgriinden bestrebt, das adaptive Filter
moglichst kurz zu machen. Diese Verkiirzung darf allerdings nur so weit gehen, dafl
die dann nicht mehr kompensierbaren Komponenten aus g vernachlissigbar klein
gegeniiber u; sind.

Spezielle Voraussetzung fiir §2.2 bis §2.4 :

- . . . 2.1-
Die Sendewerte a; sind untereinander unkorreliert (2.1-8)

Die (L, L)-dim. Autokorrelationsmatrix @,, der Sendefolge ist stets symmetrisch, hat
Toeplitz-Struktur und ist positiv definit. Es gilt :

&,, = F{a.al} ist unabhéngig von k wegen (2.1-1) (2.1-9)
Mit (2.1-8) gilt speziell (E ist die (L, L)-dim. Einheitsmatrix) :

&, =0-E (2.1-10)

Vermerkt wird die Beziehung :
E{||a]|*} = E{a} a;} = E{Spur(aya;)} = Spur(®,,) = Lo (2.1-11)

Beim Biniircode gilt (2.1-11) auch ohne die Erwartungswert-Bildung : ||a||* = Lo?.
Es werden weitere wichtige Bezeichnungen notiert :

o B L — dim. Vektor der aktuellen (2.1-12)
k = Copt — Ck Koeffizienten-Fehleinstellung o
Ok = Yk — Yk = achopt - akTCk = akTEk : Restsignal (2.1-13)

Bei gegebener Koeffizienten-Fehleinstellung bzw. festgehaltenem Koeffizienten-Vek-
tor gilt E{yx | ex} = 0 wegen E{ax} = 0. Somit berechnet sich die Varianz des
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Restsignals direkt aus dem Vektor g :

DHpilery = E{(afer)? | e} = E{elarale; | e}
= &} PouEr (2.1-14a)
= o2 |leg? mit (2.1-10) (2.1-14b)

(Die Schreibweise mit den bedingten Erwartungswerten bedeutet, da§ sich der Er-
wartungswert nur auf a, bezieht und deshalb eine Funktion von gy ist.)

2.2 Wertkontinuierliche Adaption (K-Adaption)

2.2.1 Prinzip des stochastischen Gradientenverfahrens

Das angestrebte Ziel yx = ; kann mit dem Signal uy + (yr, — ) = ur + @) nach
der Kompensationsstelle formuliert werden : Die mit der Fehlerfunktion F' beschrie-
bene Varianz dieses Signals soll durch geeignete Wahl des Koeffizienten-Vektors ¢
minimiert werden :

Fler) = E{(ur+¢r)?| e}
= E{ui} + E{s} | e} da  E{ugpr | e} =0
= 02 +e; Pouky wegen (2.1-14a)

= o2+02-|ex]|* — Min (2.2-1)

Auch ohne die Voraussetzung (2.1-8) ist die optimale Koeffizienten-Einstellung stets
durch €, = ¢opt — €, = 0 beschrieben, weil die Autokorrelationsmatrix @,, stets
positiv definit ist. Es gilt also :

Fin :=min F(¢) = F(copt) = E{ui} = o> (2.2-2)

Zur Minimierung der Fehlerfunktion F' und damit zur Bestimmung von ¢,y wird
ein Vektor-Iterationsverfahren verwendet, dessen einfachste Form das wohlbekannte
Gradientenverfahren ist [1.1] — [1.7] :

1 8F(ck)
C =Cr,— Q- <
k—+1 k 9 ack

(2.2-3)
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Dabei ist « die positive Verstellgréfle. Die Subtraktion des mit o bewerteten Gradi-
enten vom alten Koeffizienten-Vektor ergibt den neuen Koeffizienten-Vektor. Unter
Beachtung von dgy,/de, = —9(a} ¢;)/0c;, = —ay, (Spaltenvektor) ergeben sich durch
Differentiation von (2.2-1) fiir den Gradienten folgende Darstellungen :

58—%(%) = E{ack (ur + ) | i}
= —E{a- (ur+ ) | e} (2.2-4)
= —D,e = _Uzsk (2.2—5)

Die Berechnung des Gradienten mit (2.2-4) erfordert also eine Erwartungswert-
Bildung. Praktisch gelingt aber nur eine Schitzung des Erwartungswertes durch eine
Mittelwert-Bildung. Dieses Verfahren ist jedoch aufwendig und ermoglicht auch kei-
ne taktweise Anderung des Koeffizienten-Vektors, wie es die Indizierung in (2.2-3)
angibt. Deshalb wird —ay(ux + @) direkt als Schiitzung des Gradienten verwendet.
Allerdings ist diese Schétzung immer (also auch bei e, = 0) mit einer grofien Leistung
behaftet :

E{llax||* (uk + 2urer + ¢%) | €x)

E{|lar(ur + 0)lI” | ex}
= B{llal’ug | ex} + E{llaxl*¢} | ex}
> Bfllal’ui} = Logo, (2.2-6)
Das stochastische Gradientenverfahren zu (2.2-3) lautet — wieder als L-dimensionales
Iterationsverfahren geschrieben — nun so (o > 0) :

Cr1 = ¢ + - ap(ug + pr) (2.2-7)

Dieses Verfahren wird zuweilen auch als LMS (least mean squares)-Algorithmus be-
zeichnet, wihrend der Name stochastisches Gradientenverfahren dann den Verfahren
mit variabler Verstellgrofle vorbehalten bleibt. Ein derartiges Verfahren mit sinken-
dem « kann zur Konvergenzbeschleunigung eingesetzt werden — allerdings wird das
mit stark erh6htem Realisierungsaufwand erkauft. Hier wird o weiterhin als konstant
vorausgesetzt.
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Das Verfahren (2.2-7) ist in Bild 2.2 dargestellt : Das Signal uy + ¢, wird mit den
Werten aj, im Schieberegister multipliziert. Wiirde man die Multiplikationsergebnisse
zeitlich mitteln, so wire nach (2.2-5) das Ergebnis die Abweichung der aktuellen Ko-
effizienten von den optimalen Koeffizienten (wenn man Ergodizitéit voraussetzt). Die
Addition dieser mit einem Faktor kleiner als 1/02 gewichteten aktuellen Abweichung
zu den aktuellen Koeffizienten fiihrt dann in Richtung der optimalen Koeffizienten.
Anstelle der Mittelung werden beim stochastischen Gradientenverfahren die Multi-
plikationsergebnisse mit einem sehr kleinen Faktor o bewertet und sofort in jedem
Schritt auf die jeweils aktuellen Koeffizienten aufaddiert. Damit wird die Mittelung
de facto in die Koeffizienten selbst hineinverlagert.

Wenn die Koeffizienten ideal eingestellt sind, so ist die Verstellinformation im Mittel
Null. Dennoch werden in jedem Schritt die Koeffizienten wieder verdndert — dies
folgt sowohl aus der stochastischen Betrachtung in (2.2-6) wie auch direkt aus (2.2-
7), da u, # 0 ist. Somit ist eine feste Stabilisierung auf die idealen Werte nicht
moglich. Die Koeffizienten zittern (schwanken) auch im eingeschwungenen (“fertig”
adaptierten) Zustand stéindig um die Optimalwerte herum (auch als “Dithering”-
Effekt in der englischsprachigen Literatur bekannt). Die Grofle der Schwankung wird
mit der Varianz bzw. Leistung des Restsignals oder auch mit dem Leistungsverhiltnis
vom Restsignal zum nicht-kompensierbaren Signal erfafit :

o2 = D*{¢r} = F{p?} : Restsignal-Varianz

o (2.2-8)

R; = Leistungsverhéltnis ¢y zu uy

o,
Hierbei wurde E{py} = 0 ausgenutzt, was in (2.2-15) noch gezeigt wird. Der nach-
folgende Grenzwert ist natiirlich nur definiert, wenn das Adaptionsverfahren konver-
giert :

;= lim 07 :  Restfehler (2.2-9)

k—o00

2
O

Der Restfehler wird auch als mean squared excess error bezeichnet. Nach (2.2-1) und
(2.2-2) gilt :

E{lim F(et)} = F(cop) + lim E{o;} =02 + 0% (2.2-10)
—00

Bei den meisten Anwendungen wird

k—o00

2
R:=lm R == «1 (2.2-11)

a
angestrebt. Offensichtlich ist der Restfehler stark von a abhingig — je kleiner «
gewihlt wird, desto kleiner wird o2 . Allerdings bedeuten kleine Werte von « ho-

he Genauigkeitsanforderungen bei der Darstellung der Koeffizienten und zudem eine
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sehr langsame Konvergenzgeschwindigkeit. Im n#ichsten Abschnitt 2.2.2 wird das fiir
die K-Adaption genauer untersucht. Der gesamte restliche Teil von Kapitel 2 behan-
delt dann fiir die Q-Adaption die Berechnung des Restfehlers und der Konvergenzge-
schwindigkeit in Abhéingigkeit von o und der Quantisierung der Verstellinformation.

2.2.2 Restfehler und Konvergenzgeschwindigkeit

Aus (2.2-7) ergibt sich mit (2.1-12) fiir den Vektor der Koeffizienten-Fehleinstellung
eine stochastische Rekursion :

Er+1 = €k — - ag(uy + px) (2.2-12)

= (E — aaral)ey — aauy (2.2-13)

Fiir die Analyse dieser stochastischen Rekursion wird iiblicherweise die Giiltigkeit des
von Mazo [3.8] eingefiihrten Independence-Theorems (besser —Hypothese)

er und @y sind statistisch unabhéngig (2.2-14)

vorausgesetzt. In vielen Situationen ist das zwar nicht exakt richtig, so daffi dann
die (allerdings uniibliche) Bezeichnung Independence-Hypothese eigentlich treffender
wire. Ndherungsweise ist (2.2-14) jedoch sehr gut erfiillt, da bei kleinem « die in
a;, zusammengefaffiten Werte kaum noch einen Einfluf} auf die aktuelle Koeffizienten-
Einstellung haben. (2.2-14) kann exakt erfiillt werden, wenn nur nach jeweils L Tak-
ten Koeffizienten-Verstellungen ausgefiihrt werden. Dazu ist ferner die Voraussetzung
(2.1-8) notwendig. (2.2-14) wird jedoch in allen Verdffentlichungen zu adaptiven Fil-
tern weithin akzeptiert und die damit gewonnenen Ergebnisse werden zudem durch
Simulationsrechnungen immer wieder bestétigt.

Aus (2.2-14) folgt zunéchst
E{gr} = E{al} E{e;} = 07 - E{e,} =0 (2.2-15)
was in (2.2-8) schon benutzt wurde. Von (2.2-13) wird der Erwartungswert gebildet :

E{eri1} = (B —a®,)- E{e;) (2.2-16)
= (E —a®,,)"" - E{e}

= (1 —ac?)*'. E{e}
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Offensichtlich gilt :

2 .
a< p — kll)rrolo E{e} =0 (2.2-17)

e konvergiert also im Mittel gegen den Nullvektor, d.h. die Folge der ¢; beim sto-
chastischen Gradientenverfahren bildet eine asymtotisch erwartungstreue Schétzung.
Diese Aussage ist allerdings von geringem Wert, denn gleichzeitig konnte die Folge
der Varianzen von g divergieren.

Das Independence-Theorem wird nun zur Berechnung von o7 = D?{¢;} benutzt. Mit
der Formel (A.2-3) fiir bedingte Erwartungswerte folgt :

o = E{gi} = Blejaraer}
= E{E{EgakGZEk | Sk}} = E{e;‘f-E{akag}-ek}

= E{ej Poer} = oo - E{|lei]*} (2.2-18)
Von (2.2-12) wird die Norm gebildet :
lexll* = llerll” — 200k (ur + 1) + o[l axl|* (ur + ox)? (2.2-19)

Unter Verwendung von (2.2-18), (2.1-2) und (2.1-13) folgt hieraus durch Erwartungs-
wert-Bildung :

2

2
Ok41 _ O
or = g3~ 200k +o’Lojoy + 0" B{lla*}) (2.2-20)

Etwas schwieriger ist die exakte Bestimmung des verbleibenden Erwartungswer-
tes. Mit der nachfolgend definierten Korrelationskonstanten o (die eventuelle
Abhéngigkeit von k wird weiter unten erdrtert)

Ellal” - o2} _ E{llal® - oi}

o= - 2.2-21

E{la?) - E(A]  Lot-o} 2220
kann geschrieben werden :

E{lla|*¢i} = Lozoio (2.2-22)

Beim Binércode gilt ||a;||? = Lo? auch ohne eine Erwartungswert-Bildung und so-
mit o = 1. Ansonsten liegt ¢ in der Groéflenordnung von 1, wie man per Simulation
feststellen kann. Auch anschaulich besteht zwischen ||@||? und ? nur eine schwache
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Abhéngigkeit. Genauer muf} das nicht gekliart werden, da g insgesamt nur eine un-
tergeordnete Bedeutung hat und fiir realistisch kleine a-Werte sowieso ganz entféllt,
wie sich noch zeigen wird.

Ungeachtet der geringen Bedeutung wird jetzt noch gezeigt, dafl ¢ praktisch unabhingig von £ ist
und somit als Konstante angesehen werden kann. Dazu wird (siehe auch (A.1-10)) die auf Varianz
1 normalisierte Zufallsvariable ¢ 1 betrachtet :

1

PNk = Pk S Pk =0k PNk s Dienikt=1 (2.2-23)
Digr) tome)

Weiter wird wie in Kapitel 3 vorausgesetzt, dafl die Verteilung von ¢y, fiir & — oo gegen eine
Grenzverteilung konvergiert, d.h. fiir ein hinreichend grofles ko gilt :

N,k hat fiir £ > ko eine von k nahezu unabhingige Verteilung (2.2-24)

(Nebenbei bemerkt gilt diese Aussage bei Konvergenz der oy natiirlich auch fiir ¢ — allerdings mit
wesentlich grofierem kg). Die Voraussetzung (2.2-24) wird bei der Q-Adaption noch intensiv genutzt.
Fiir die K-Adaption wird lediglich ausgenutzt, dal aus der Darstellung

. E{llarl® - ox i} E{llacl® - 0%}
E{llax]*} - E{oR 4} E{llax[]?}
sofort folgt, dafl ¢ nahezu unabhingig von k fiir k > ko ist (denn der Erwartungswert in (2.2-25) ist

nicht vom aktuellen Wert von ¢n x, sondern nur von der Verteilung von ¢n ; abhingig, und diese
Verteilung ist eben konstant fiir k& > ko).

(2.2-25)

Aus (2.2-20) ergibt sich mit (2.2-22) nun eine Beschreibung des Iterationsverfahrens
der Restsignal-Varianzen durch eine Gerade, d.h. durch zwei Konstanten A und B :

op1 = (1 —2a0? + o*Lo,p) 04 + o*Lo,o (2.2-26)

Die Konvergenz der Restsignal-Varianz erfordert geméfi Satz A.3 aus Anhang A.4
|A| < 1 (das ist allerdings auch sofort direkt einsehbar) und fiir den Restfehler gilt
o2 = Ao’ + B bzw. 0% = B/(1 — A) :

2

L
2 A0 52 (2.2-27)

000:2—0&L0’29. “

Aus |A| < 1 folgt fiir die maximal mégliche VerstellgroBe :

2

2.2-28
Lo?p ( )

o < Opax =
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Die Minimierung von |A| ergibt die beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit opti-
male Verstellgrofe :

1 19}
aopt = FQQ > 0'2 (a/ = Ofopt) =  — =) 0’2 (2.2—29)
a

Oimax 18t kleiner als die entsprechende Grenze (2.2-17) fiir die Konvergenz der Er-
wartungswerte. Der noch kleinere Wert fiir oy fiihrt jedoch zu einem Restfehler,
der geméf (2.2-11) immer noch viel zu grof} ist. In der Praxis mufl & noch wesentlich
kleiner gewihlt werden (aLo2p < 1) und damit entfillt der Einflufl von g in (2.2-27) :

rbﬁw

L 2 2 L 2
2 =2 20“ 0?2 == RL= %; =2 20“ (2.2-30)
(2.2-30) ist die wichtigste Formel der K-Adaption (bei unkorrelierten Leitungscodes).
Bemerkenswert ist, dafl der Restfehler nur vom Produkt oL abhingt. Bei einer Re-
duktion von a um den Faktor 2 nimmt die Leistung des Restsignals um 3 dB ab —
allerdings vergrolert sich gleichzeitig |A| und damit verringert sich auch die Konver-
genzgeschwindigkeit.

g

Der Restfehler o, ist sowohl von A wie von B aus (2.2-26) abhéngig. Die Konver-
genzgeschwindigkeit wird jedoch allein mit A erfafit (siehe auch (A.4-6) mit vy = o7,
die Betriige konnen hier entfallen) :

(O'z — azo) = Ak (Ug — a?)o) (2.2-31)

Die aktuelle Abweichung zur Zeit k der Restsignal-Varianz zum Restfehler ergibt sich
aus der k-ten Potenz von A gewichtet mit der Anfangsabweichung. Pro Takt nimmt
die Abweichung um 10 - log A & 10 - log(1 — 2ac?) dB ab.

Zur Ilustration wird folgendes Beispiel betrachtet (siehe auch Bild 5.4, K-Adaption) :
a=2""02=02=1,L =32 02 =1 (0dB). Dann gilt % = 0.00098 (—30 dB)
und A = 0.99988 (10log A = —0.00053 dB). Nach k = 62000 Takten gilt o2 = 0.0015
(—28 dB) sowie 07 — 02 = 0.00052 (k- 10log A = —33 dB).

Es ist also zu unterscheiden zwischen :

e 04 /dB — 04 /dB konvergiert gegen Null und die Konvergenz wird um so lang-
samer, je ndher o, bei o4, liegt.

e (0 —04)/dB “konvergiert” gegen —oo und die Konvergenzgeschwindigkeit ist
konstant. In diesem Sinn kann man auch von einer Konvergenzgeschwindigkeit
in der oder im Bereich der “Endeinstellung” sprechen.

Die Beschreibung des Iterationsverfahrens der Restsignal-Varianzen durch eine Ge-
rade und damit die Konstanz der Konvergenzgeschwindigkeit gilt bei korrelierten
Leitungscodes nicht mehr und bei der Q-Adaption ist das abhingig von den Eigen-
schaften der Amplituden-Verteilung des nicht-kompensierbaren Signals.
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2.3 Allgemeine wertdiskrete Adaption
(Q-Adaption)

2.3.1 Implementierung

Das allgemeine wertdiskrete stochastische Gradientenverfahren kann sehr dhnlich zu
(2.2-7) formuliert werden (siehe auch Bild 2.2) :

Chi1 = €k + - ag - Q(ug + @) (2.3-1)

Nachfolgend wird begriindet, warum mit diesem Verfahren die Koeffizienten des ad-
aptiven Filters sich automatisch als wertdiskret ergeben.

Mit der Funktion Q(.) wird die Quantisierung der Verstellinformation uy+ ¢y, bezeich-
net. Wie in Anhang A.3 beschrieben kann @) entweder vom Typ 1 (0 ist méglicher Aus-
gangswert, keine Sprungstelle bei 0) oder vom Typ 2 (0 ist kein mdglicher Ausgangs-
wert, Sprungstelle bei 0) sein. Die Quantisierungsschrittweite (= Abstand der Aus-
gangswerte von () wird mit ¢ bezeichnet. Die Sprungstellen s, miissen symmetrisch
bzgl. 0 verteilt sein — ansonsten darf ihr Abstand beliebig sein. Falls die Sprungstel-
len speziell einen dquidistanten Abstand haben, so wird dieser Sprungstellen-Abstand
mit ¢’ bezeichnet. Anmerkung : QQ=sign ist vom Typ 2 mit 0 als einziger Sprungstelle
sowie ¢ = 2 und ¢’ = oo.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen die Sendewerte a; als ganzzahlig an-
genommen werden. Fiir den mit ¢, bezeichneten Abstand im Wertebereich von ay
gilt also :

¢G=1 bei a.€{...,—-1,0,+1,...}

=2 bei a,e€{..,—3,-1,+1,+43,...} (2.3-2)

Entsprechende Beispiele sind ternére bzw. bindre Leitungscodes.

Die Grofle Koeffizienten-Korrektur capQ(ug + ¢x) nimmt Werte im Abstand ag oder
aq/2 an (der letzte Wert gilt beispielsweise dann, wenn ) = sign (also ¢ = 2) und
ay ternér ist). In jeder verniinftigen numerischen Implementierung wird natiirlich das
Produkt aq als Zweierpotenz gewéhlt.

Wenn die Koeffizienten-Korrektur wertdiskret ist, ergeben sich damit natiirlich auch
die Koeffizienten als wertdiskret. Fiir den mit ¢. bezeichneten Werteabstand der Ko-
effizienten gilt :

) aq Q@ ist vom Typ 1
de = { agq/2  Qist vom Typ 2 (2.3-3)

Die Vorteile von (2.3-1) sind evident : Ein wertdiskretes und damit vollstdndig digital
realisierbares Verfahren wird mit einer einzigen QQuantisierungsfunktion formuliert
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und damit sind alle auftretenden Signale automatisch wertdiskret, ohne dafl weitere
nichtlineare Operationen in den Rechnungen erforderlich werden.

Bei der K-Adaption ist €opy = g = (9o, - - -, g1-1)7 die optimale Koeffizienten-Einstel-
lung. Bei der Q-Adaption sind die Koeffizienten jedoch mit ¢, quantisiert und deshalb
kann eine von ¢, verschiedene optimale quantisierte Koeffizienten-Einstellung ¢g opt
definiert werden, die durch

|CQopti — 9il < ¢e/2 (2.3-4)

eindeutig charakterisiert ist. Fiir eine Schar von unbekannten Systemen (bzw. Impul-
santworten) g kann die Abweichung (2.3-4) als im Intervall [—q./2, +q¢./2] gleichm&Big
verteilt angenommen werden. Somit gilt dann :

q:Lol

5 (2.3-5)

D*{a (g — cquop)} =
Keine Restsignal-Varianz o7 = D?*{a;(g — ¢;)} und kein Restfehler o2 kann diese
Grenze unterschreiten. Tatséichlich wird bei gegebenem o der Restfehler wesentlich
grofer als die Schranke (2.3-5) ausfallen, so daB nachfolgend immer (Erinnerung :

qc € {aq,aq/2})

q:Lo?
12

< o2 (2.3-6)

vorausgesetzt werden kann. Dies bedeutet — wie schon in Abschnitt 2.2 ausgefiihrt
wurde —, dafy auch im stabilisierten Dauerzustand die Schwankungen der Koeffizienten
um ihre Optimalwerte cqp; oder cg opti Wesentlich grofler als g, sind. Es ist deshalb
auch unerheblich, ob man sich ¢, oder auf ¢g opy bezieht — formal wird €;, weiter-
hin auf ¢,y bezogen. Diese Uberlegungen verdeutlichen den Unterschied zwischen
wertdiskreten adaptiven Filtern und wertdiskreten Filtern mit festen Koeffizienten.

2.3.2 Formulierung des Iterationsverfahrens der Restsignal-
Varianzen mit den Funktionen W, S, T

Fiir den Vektor e = ¢opt — ¢ der Koeffizienten-Fehleinstellung folgt aus (2.3-1) :

Ekt1 = € — aakQ(uk + ng) (2.3—7)

Wie bei (2.2-19) folgt hieraus durch Norm-Bildung (mit Q?%(.) ist die Quadrierung
gemeint)

lerill” = llexl® — 2005Q(ui + 1) + || a||?Q (ur + i)
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und durch Erwartungswert-Bildung mit (2.2-18)

2 2

g o
2;1 = U—'E — 20 B{peQ(ui + ¢i)} +0* - E{||ax|*Q*(ux + 1)} (2.3-8)

:Z‘E/Vk :vsk

Das wesentliche Problem ist nun die Berechnung der beiden Erwartungswerte W}, und
Sk. Dazu wird erneut (2.2-24) vorausgesetzt, was hier nochmals formuliert wird : Fiir
hinreichend grofles es k¢ gilt :

1 hat fiir £ > kg eine von k nahezu
Yk = a_kgpk { unabhiingige Verteilung mit Varianz 1 (2.3-9)
(Nebenbei bemerkt ist (2.3-9) eine schwiichere Voraussetzung als Stationaritét, da
tiber die Verteilungen hoherer Ordnungen keine Aussagen getroffen werden). Natiir-
lich ist der Wert ¢y, von k£ abhéngig — die Unabhéngigkeit von k bezieht sich nur auf
die Verteilung. Da es aber bei der Berechnung von W, und S; nur auf die Verteilungen
von ¢y, sowie von uy, (stationdr) und ay (stationdr) ankommt, kann der Index k bei
diesen 3 Zufallsgroflen unterdriickt werden :

Wi = E{open-Qu+orpn)}

(2.3-10)
Se = E{llall’- Q*(u+oven)}
Als sinnvoller erweist sich jedoch eine Schreibweise in folgender Form :
W(o) = F{opy-Qu+opn)} Wy = W(ox)
(2.3-11)
S(o) = Efllal®- Q*(u+opn)} Sk = Slow)

W und S sind 2 Funktionen, die nicht nur fiir ein spezielles Argument oy erklirt
sind, sondern fiir alle nicht-negativen Zahlen. Die Funktionen W, S : [0,00) — R
sind also vollig unabhingig von &k bzw. von der aktuellen Koeffizienten-Einstellung.
Wy und Sy ergeben sich als Funktionswerte an der speziellen Stelle 0. Speziell fiir
die K-Adaption vereinfachen sich die Funktionen W und S zu Parabeln

W(o) = o?

S(o) = Lo2(o2 + 0o?) (2.3-12)
und fiir die S-Adaption gilt :

Wi(o) = FE{opy - sign(u+opn)} (2.3-13)

S(o) = Lo?

a

30



Mit den Funktionen W und S kann nun nach (2.3-8) auch die Q-Adaption mit einem
deterministischen Iterationsverfahren der Restsignal-Varianzen beschrieben werden :

Opy1 = 0p — 200.W (0y) + *0.S(0y,) (2.3-14)

Dieser sehr wichtige Ansatz stammt im Prinzip von Claasen, Mecklenbriuker [4.1].
Eine noch kompaktere Formulierung, mit der die Verbindung zu den Konvergenzsit-
zen aus Anhang A.4 hergestellt wird, erlaubt die nachfolgend definierte Funktion T,
die ebenfalls von k£ bzw. der aktuellen Koeffizienten-Einstellung unabhéngig ist :

Vg1 = T(vk) : v, = oF
(2.3-15)
T(v) == v — 2a02W(\/v) + a?02S(\/v)

Die durch (2.2-26) gegebene Beschreibung des Iterationsverfahrens der Restsignal-
Varianzen fiir die K-Adaption kann hier mit T'(v) = Av+ B eingeordnet werden. All-
gemein ergibt sich vy durch k-fache iterierte Anwendung der Funktion T auf vy = o :
vy = T*(vg). Falls das durch (2.3-15) beschriebene Iterationsverfahren konvergiert, so
ergibt sich der Restfehler v,, = 0% als Fixpunkt von T :

T(02) = o2 (2.3-16)
Nach Anhang A .4 ist die Konvergenz des durch (2.3-15) beschriebenen Iterationsver-
fahrens und auch die Konvergenzgeschwindigkeit abhéingig von der in Definition A.1
erklarten Norm der Funktion 7" iiber dem Intervall I. Zur Berechnung dieser Norm
wird die Ableitung von T benotigt :

T'(v) =1 - ao? - W'%E) + 0‘2203 . S'E/\?) (2.3-17)

Es sollte deshalb nicht iiberraschen, wenn nachfolgend die Ableitungen von W und
S genau untersucht werden.

Die Berechnung der Funktionen W und S steht in keinem Zusammenhang mit dem
Iterationsverfahren und erfordert nur die Kenntnis

e der Quantisierungsfunktion ) der Verstellinformation (bzw. der Sprungstellen
sp und der Quantisierungsschrittweite ¢),

e der Verteilung des nicht-kompensierbaren Signals u; und

e des Verteilungstyps des Restsignals ¢ (bzw. der Verteilung von ¢y z).
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Der Verteilungstyp des Restsignals wird in Kapitel 3 genauer untersucht. Die Amp-
lituden-Verteilungsdichtefunktion f,, des auf Varianz 1 normierten Restsignals ist
symmetrisch bzgl. Null und es gilt entweder

e f,, ist kontinuierlich und eine leicht verformte Normalverteilung oder

o f,, ist diskret (also eine Folge von Dirac-St6flen) und eine Abtastung einer
leicht verformten Normalverteilung. Dabei liegen die Abstidnde der Dirac-Stofe
in der GroBenordnung von ¢. und sind nach (2.3-6) somit wesentlich kleiner als
die betrachteten Restfehler.

e Nur bei ganz extrem ausgearteten (und praktisch nicht relevanten) Verteilungen
des nicht-kompensierbaren Signals, wo die Verteilungsdichtefunktion beispiels-
weise nur aus einem Dirac-Stof8 (bei ux = 0) oder zwei Dirac-Stoflen (bei uy ~
Binir) besteht, weicht f,, stdrker von der Normalverteilung ab.

Das weitere Vorgehen erfolgt nun in 2 Schritten :

1. Schritt Fiir einige theoretische Einsichten sowie fiir den allgemeinen Beweis
der Konvergenz der Q-Adaption (Satz 2.2) geniigt der Nachweis einiger allgemeiner
Eigenschaften der Funktion 7', wie z.B. das Verhalten der Ableitungen. Hierzu geniigt
die Voraussetzung vollkommen, daf} f,, ungefdhr der Verteilungsdichtefunktion der
Normalverteilung entspricht — unwesentlich ist, ob f,, diskret oder kontinuierlich ist.

2. Schritt Fiir die praktische Berechnung von Restfehler und Konvergenzgeschwin-
digkeit mufl 7' natiirlich explizit bekannt sein. Wenn iiber die Restsignal-Verteilung
nichts anderes bekannt ist, wird fiir f,, explizit die Normalverteilung eingesetzt. In
vielen Féllen ist jedoch die Amplituden-Verteilungsdichtefunktion f, des nicht-kom-
pensierbaren Signals an den Sprungstellen s, von () in Taylor-Reihen entwickelbar
und dann gehen von ¢y, nur noch die Momente ein. Dies ist vorteilhaft, da die
Momentenformel der Normalverteilung

E{e¥}=02r—1)-(2r—3)---5-3-1 (2.3-18)

sehr robust ist, d.h. wenn ¢y nicht exakt normalverteilt ist (verformt und eventuell
abgetastet), so ist die Formel (2.3-18) doch weiterhin in guter Niherung giiltig. Zudem
wird sich herausstellen, dafl meistens nur die Momente von sehr niedriger Ordnung
relevant sind.

In Abschnitt 2.3.3 wird zunichst die Funktion W analysiert (beziiglich der beiden
vorangehend aufgefiihrten Schritte), dann in Abschnitt 2.3.4 die weniger wichtige
Funktion S und schliellich erfolgen in Abschnitt 2.3.5 die Aussagen zum Restfehler
und zur Konvergenzgeschwindigkeit (ebenfalls beziiglich der beiden Schritte).
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2.3.3 Analyse der Funktion W

In Abschnitt 2.3.3.1 werden zunéichst einige andere Darstellungen der Funktion W
abgeleitet und dann erfolgen einige allgemeine Aussagen zum Verhalten von W, wobei
nur vorausgesetzt wird, dafl die Verteilungsdichtefunktion f,,, von ¢y ; ungefihr der
Normalverteilung entspricht (verformt und eventuell abgetastet). In Abschnitt 2.3.3.2
wird dann die Verteilungsdichte des nicht-kompensierbaren Signals u; als Taylor-
entwickelbar vorausgesetzt, womit vom Restsignal schliellich nur noch die Momente
eingehen.

2.3.3.1 Berechnung von W bei beliebiger Verteilung des Signals wuy

Zur Motivation der im néichsten Satz einzufithrenden Hilfsfunktion b, dient folgende
Vorschau : Fiir die Berechnung von W (o) mufl geméf (2.3-11) im wesentlichen das
Integral

E{Qu+opn)en |u} = /Q(u+as) Sfoy(s) ds

ausgewertet werden. Bei partieller Integration muf} die Treppenfunktion () differen-
ziert und sf,, (s) muf integriert werden :

Satz 2.1 Die Hilfsfunktion

'3
h(©) = [ sfin ) ds (2.319)

—00

besitzt folgende Eigenschaften :
1
hy(0) = =5 E{len]} <0 (2.3-20a)

hy(o0) = E{pn} =0 2.3-20b

—~

)
hy(§) = hy(=€) <0 (2.3-20c)
() =&+ fon (€) (2.3-20d)

max |hy(€)] = —hy(0) (2.3-20e)
gginoo Ehy(§) =0 fir r >0 (2.3-20f)

33



r+2
/ € h,(€) dE = —Ef"f:l fiir > 0 (2.3-20g)

Speziell fiir r = 0 wird (2.3-20g) zu

/ ho(€) dE = —1 (2.3-201)

—Oo0

Speziell fiir exakt normalverteiltes ¢ gilt :

ho(€) = = fon (&) = _\/127 exp(—&%/2) (2.3-21)

Beweis a) bis c) folgen aus der vorausgesetzten Symmetrie der Verteilung von ¢y .
Nach d) liegt bei Null der einzige Extremwert, woraus e) folgt. Zum Beweis von f)
sei r ungerade. Dann gilt :

0= Jim Eho(©) = fim | &ofon(s)ds < im | [ 5" fon(s) ds =0,

da die 7-ten Momente von ¢y existieren sollen. Ferner gilt :

lim €7h,(6) = (<1 lim_€7h,(€) =0

=00

Fiir gerades r verlduft der Beweis entsprechend. Zum Beweis von g) wird die Reihen-
folge der Integration vertauscht (das ist leicht nachvollziehbar, weil vor und nach der
Vertauschung jeweils s < £ gilt) :

76”@(5) dg = 7/§wa(8) ds & d§ = 7/006 dg 5 fpy (s) ds

—00 —OC —o0 s

x d?"-l—l _ Sr-i—l
- hm //{’" d€ sfpy(s) ds = hrgo 715]”@]\,(5) ds

T+
d?"-l—l 1 % E{ r+2
:1 _ 742 — 80
i helo9) = g [ ety s = -2

Damit ist g) bewiesen. Fiir » = 0 folgt daraus direkt h). (2.3-21) ergibt sich durch
direkte Berechnung des Integrals (2.3-19), womit alle Aussagen des Satzes bewiesen
sind.
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Wie schon vorangehend erldutert, wird (2.3-21) aber an dieser Stelle nicht weiter
verwendet. Zunéchst wird der folgende bedingte Erwartungswert betrachtet :

Bloov@u+opx) [u} = o [ Quto9)sfuy(s) ds =

Mit partieller Integration und mit der in (A.3-4) angegebenen Ableitung der Quan-
tisierungsfunktion sowie mit (2.3-20f) folgt weiter :

oo

N —UQ/Q'(u+as)h4,(s) ds

—Oo0

— —q02/26(u+05—5n)hw(5) ds

- —qazn:hcp (“ _05”> (2.3-22)

Daraus folgt fiir W (o) mit (A.2-3) :

= 0-Qu+0s)hy(s)

W(o) = E{opnQ(u+opn)}

= E{E{oonQ(u+opy) |u}}

U — Sp

=~ Y B ()

= w0 [ ) dn (2.3-23)

- o
> / ho(0) fu (10 + 52) dn (2.3-23b)
= 02X [ D )y (2:323¢)

Dabei ist f,, die auf Varianz 1 normalisierte Amplituden-Verteilungsdichtefunktion
des nicht-kompensierbaren Signals wie in (A.1-12) fiir den allgemeinen Fall angege-
ben :

fu(n) = Oiufw(%) (2.3-24)
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Aus dem Ergebnis (2.3-23) ist ersichtlich, dafl W (o) primér von den Werten der Ver-
teilungsdichtefunktion f, an den Sprungstellen der Quantisierungskennlinie abhéngt
— denn h,(n) wird in (2.3-23b) genau fiir n = 0 betraglich maximal, so daf§ die Werte
von f, in den Umgebungen von s, bestimmend sind.

Mit Satz A.1 aus Abschnitt A.3 kann iiberpriift werden, ob das Ergebnis (2.3-23) mit den Resultaten
zur K-Adaption vertréglich ist. Dazu habe @ dquidistante Sprungstellen mit ¢ = ¢'. Mit ¢' — 0
folgt aus (2.3-23b) mit (2.3-20h) :

o

lim W(o) = —0’2/h¢ . hmquu no +s,) dnp = o

q—0

v

~~

Z/fu(n0+£)d§=1

Dies entspricht genau (2.3-12).

Im Rest dieses Abschnittes werden nun Aussagen abgeleitet, die spéter fiir den Beweis des Satzes
2.2 iiber die allgemeine Konvergenz der Q-Adaption benétigt werden, d.h. fiir die Existenz des
Grenzwertes 02, = limy_, o 0}

Vorausgesetzt wird jetzt die Stetigkeit der Verteilungsdichtefunktion f,. Aus (2.3-23b) ergibt sich
sofort die Stetigkeit der Funktion W. Aus (2.3-23a) folgt :

W(o)

Jim = = —ghy( Zl >0 ; dh (2.3-25a)
W() = o0 (2.3-25b)

Die letzte Aussage gilt unabhingig von der Anzahl der Quantisierungsstufen (endlich oder unend-
lich). Aus (2.3-23Db) folgt mit (2.3-20h) :

a;o Z / 1) fu(sn) dn = qZ fu(sa) ; dh (2.3-26a)
w0 =0 (2.3-26b)
W'(0) = lim W(go) =0 (2.3-26¢)

36



Aus (2.3-23a) folgt :

W) = 0% [ o] g

= 0% [ [T - I i dn etz 6=

g g

= 0 [ b+ ELon(©)] - fulot +5,) de

—00 >0 >0 >0
> 0 fiir o >0

mit (2.3-20d)

71— Sn
g

(2.3-27a)

Damit erweist sich auch die Ableitung W' als stetig. Nur wenn ¢ beschrinkt ist und gleichzeitig f,
im Bereich um die Sprungstellen s,, konstant Null ist, kénnte W'(o) = 0 auch fiir ¢ > 0 eintreten.
Ansonsten ist W’(o) deutlich positiv, wenn f, im Bereich der Sprungstellen s,, deutlich positiv ist.

Aus der mittleren Darstellung in (2.3-27a) folgt noch (mit £ =n —sy,) :

SHPN

) f‘PN(

qlm
xl‘r'\r

v - o ] [

g

- —qZ/hv(O)fu(f‘FSn) dg

= —qhy(0))_1>0
Aus der letzten Darstellung in (2.3-27a) folgt :
) =t —W““i - ZV =y 10
0> / )+ € (E)] Fulsn) de
= 2q2 fulsn) > mit (2.3-20h) und E{¢%} =1
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2.3.3.2 Berechnung von W bei Taylor-Entwickelbarkeit der
Verteilungsdichtefunktion des Signals uy

Mit (2.3-23) ist bereits eine sehr effektive und praktisch anwendbare Methode zur
Berechnung von W (o) angegeben, sofern die Verteilungsdichtefunktion f, in analyti-
scher Form (d.h. in einem geschlossenen Ausdruck) gegeben ist. Wesentliche Verein-
fachungen in der Auswertung von f, und Einsichten in das Verhalten der Funktion
W ergeben sich, wenn f, an den Sprungstellen s, der Quantisierungskennlinie () in
Taylor-Reihen entwickelt werden kann :

%) <)y o \
Fuln+50) =S 28 T(! )y L > M(i) (2.3-28)

7! Ou

Fiir die Anwendung der Taylor-Entwicklung ist es aber nicht notwendig, daf (2.3-28)
exakt gilt, wie folgende Uberlegungen zeigen :

Gemif (2.3-23a) ergibt sich der Funktionswert W (o) als inneres Produkt der beiden
Funktionen f,(n) und — > h,((n—s,)/c), wenn man von dem Vorfaktor go einmal
absieht. Diese beiden Funktionen sind — allerdings nicht zueinander mafistabsgerecht
— fiir typische Groflenverhéltnisse bei der Endeinstellung in Bild 2.3 dargestellt. Die
“Breiten” von f,(n) bzw. hy(n/o) liegen in der Gréfilenordnung von o, bzw. 0. Die
Absténde zwischen den Sprungstellen s, sind normalerweise etwa so wie im Bild
2.3 dargestellt — aber das ist fiir die jetzigen Uberlegungen unwichtig. Im Bereich
der Endeinstellung des adaptiven Filters gilt 0o, < 0, gemifl (2.2-11) und somit
sind die h,-Bogen schmal gegeniiber f,. Fiir einen h,-Bogen (bei der Sprungstelle
s1) ist symbolisch die Auswirkung eines diskreten Restsignals angegeben : Wenn die
Verteilungsdichtefunktion f, des Restsignals aus Dirac-St6fen im Abstand g, besteht,
so ist h,(n/o) eine Treppenfunktion mit ¢, als Treppenbreite in der GréBenordnung
¢e K 0o gemif (2.3-6).

Zur Tllustration der Groflenordnungen in den Relationen ¢, < 0, < o, wird fol-
gendes Beispiel zur S-Adaption betrachtet (siehe auch Bild 5.4, S-Adaption ab Takt-
mummer 100000) : Es sei 0, = 1, L = 32 und o = 27!, Fiir 0, = 1 (0 dB) gilt
dann o2 = 0.0012 (—29 dB) und ¢, = « (entspricht —84 dB). Zusammenfassung :
(g = 0. 000061) < (00 = 0.035) < (0, = 1). Fiir den Bereich der Anfangsadaption
mit oy ~ o0, oder sogar o, > o, sind die h,-Bbgen nicht schmal gegeniiber f, und
Bild 5.4 zeigt denn entsprechend auch eine um so bessere Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Simulation, je ndher oy an o, riickt.

Offensichtlich gehen bei der Berechnung von W (o) nur die dick markierten Funkti-
onswerte von f, ein. In den meisten Fillen ist der Abbruch der Taylor-Entwicklung
(2.3-28) ohne nennenswerten Verlust in der Genauigkeit schon nach r = 0 oder r =1
moglich. Nur wenn f,(s,) sehr klein ist, sollte noch f(s,) beriicksichtigt werden.
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Bild 2.3: Darstellung des Funktionswertes W (o) als inneres Produkt der
beiden angegebenen Funktionen bei typischen Gréflenverhéltnissen

Wenn f, nicht in analytischer Form bekannt ist, sondern nur aufgrund von Messun-
gen als Histogramm zur Verfiigung steht, so konnen schon aus einem Histogramm mit
nur grober Auflésung problemlos Schitzungen fiir die Werte f,(sy), fi(sn), fi(sn)
gewonnen werden. Diese Approximation des Histogramms mit Geraden oder Poly-
nomen 2.Grades braucht natiirlich nur auf die etwa o bis 30 breiten Bereiche um
sp angepafit zu werden (eine derartige Anpassung erfolgt fiir ein Beispiel explizit in
Abschnitt 5.3).

Es wird nochmals betont, daf$ die Uberlegungen hier nur fiir den Bereich der End-
einstellung gelten, beispielsweise fiir den durch o4 /0, < 15 dB definierten Bereich.
Damit konnen der Restfehler und die Konvergenzgeschwindigkeit im Bereich der End-
einstellung sehr genau berechnet werden. Die Konvergenzgeschwindigkeit der An-
fangsadaption mit oy > 0, wird dagegen nur ungenau erfaflt. In der Praxis ist diese
Anfangsadaption allerdings vollig unproblematisch, so dafl es sinnvoll ist, wenn die
hier entwickelten Methoden auf den Bereich der Endeinstellung zugeschnitten werden.

Weitergerechnet wird jetzt mit der vollstindigen Entwicklung (2.3-28), die durch
Einsetzen in (2.3-23a) zu

W)= -7 S [ (2) () an
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fithrt. Mit (2.3-20g) folgt daraus

wio) =2 33 o) (27 g

r+1

Wegen der Symmetrie des Restsignals verschwinden die ungeraden Momente. Mit den
normierten Momenten Ms, kann das Hauptergebnis so geschrieben werden :

> Sn o
7= a0ty B S A () L R=T
r=0 n u u

(2.3-29)
E{ 22
mit My, = AN )
(2r +1)! )
Generell gilt My =1 und My = 1/2. Bei Verwendung von (2.3-18) ergibt sich
1 M21"72
Ms, = = 2.3-30
oyl 2r ( )

und somit My = 1/8, Mg = 1/48, Mgy = 1/384. Die Zahlen M,, konvergieren also
sehr schnell gegen Null und weil zudem R < 1 fiir den interessierenden Bereich der
Endeinstellung gilt, ist oftmals schon der Abbruch nach r» = 0 oder r =1 in (2.3-29)
ausreichend genau. r = 0 bedeutet, daf§ f, in den Umgebungen der Sprungstellen
s, durch waagerechte Geraden approximiert wird und in diesem Fall ergibt sich das
besonders einfache Ergebnis

2
W(U) = qZ_quUN<Z'_Z) = qO-2qu(Sn)
= oW mit Wi=q) fu(sa) (2.3-31)

W (o) wird also um so grofier (und damit der Restfehler um so kleiner, wie spéter
noch deutlich wird), je besser die Sprungstellen von @) im Bereich der grolen Werte
der Verteilungsdichtefunktion f, verteilt sind.

2.3.4 Analyse der Funktion S

Die Analyse der Funktion S erfolgt nun mit &hnlichen Methoden wie bei der Funktion
W. Die Situation bei S ist jetzt einerseits etwas komplizierter aber andererseits ist

bei S nur der Fall o = 0 von gleicher Bedeutung wie der gesamte Funktionsverlauf
bei W. Nach der Definition (2.3-11) gilt fiir S(0) :

S(0) = E{llall*- @*(u)} = Log - E{Q*(u)} (2.3-32)
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Fiir die Varianz des quantisierten Signals uy gilt :

E{Q*(w)} = Y (ng+a)*P{sy <u < su}

n

= Y (ng+ @) [Fulsasn) = Fulsa) (2:3-33)

n

Dabei ist go = 0 bzw. gy = 1/2 fiir den Quantisierer vom Typ 1 bzw. 2 (siehe auch
Bild A.1) definiert und F, sei die Verteilungsfunktion des Signals wuy.

Die direkte Berechnung von S(o) in einem geschlossenen Ausdruck ist relativ um-
stdndlich. Deshalb wird zunéchst die Ableitung S’ bestimmt. Aus der Definition (2.3-
11) fiir S sowie der in (A.3-4) angegebenen Ableitung von @ folgt :

S0) = Bllal? 1 [@u+ o))
= 2-E{lla|Pon - Q(u+opn) - Q' (u+opn)}
= 203 B{llalPenE{Q(u+0gn) - 6(u+ oy — ) | a.on})

Fiir die letzte Umformung wurde (A.2-3) benutzt. Der innere Erwartungswert er-
streckt sich dabei nur iiber u; und wird nun ausgeschrieben :

S5'(0)

203" B{lalfex | @t opniotn oy — su)suta) an

= 20y Q(sa) - E{llal’on - fulsu —opn)} (2.3-34a)

Fiir den Nullpunkt folgt das wichtige Ergebnis :

S'(0) = 2q - E{||al*on} - ) Q(sn) fulsn) =0 (2.3-34b)

(. S/
-~

=0
denn Q(0) = 0 und Q(—&) fu(—&) = —Q(&) fu(§). Fiir 0 — 0 ist S(o) also in erster
Ordnung konstant und deshalb kann S(o) fiir kleines o schon mit einer gewissen
Genauigkeit durch S(0) approximiert werden. Wegen f,(+o0) = 0 folgt aus (2.3-34a)
noch das Ergebnis

S'(0) =0 (2.3-34c)
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das sich vom wertkontinuierlichen Fall (mit S’(c0) = co gemifl (2.3-12)) vollkommen
unterscheidet.

Eine exakte Berechnung von S(o) geméfl
S(0) = S(0) + / S'(€) de (2.3-35)

fiihrt auf unhandliche Ausdriicke. Einfacher werden die Verhiltnisse, wenn f, als
stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. Aus (2.3-34a) ergibt sich die 2.Ableitung

§"(0) = =24 ) Qsn) - E{llal’¢} - fulsn —oon)} (2.3-36a)

als stetig und fiir den Nullpunkt gilt hiernach mit p geméf (2.2-21) bzw. (2.2-25) :

5"(0) = lim S'(o) _ —2q- Lo+ Y Q(sn) fulsn) (2.3-36h)

o—0 o

Mit diesen Ergebnissen kann die Funktion .S durch Abbruch ihrer Taylor-Reihenent-
wicklung approximiert werden :

S(o) =~ S(O)+S’(O)+J;S”(O)
= 5(0) = 0”Loloq Y Q(sn)fi(sn)
= 5(0) — 0?Lo?pS* mit S :=¢ Y Q(sn)f1(sn) (2.3-37)

Weitere Verbesserungen dieser Nidherung sind nicht erforderlich. Wenn f, Taylor-
entwickelbar ist, kann allerdings mit der gleichen Methode wie bei W auch fiir .S eine
exakte Darstellung erreicht werden, in die dann die ungeraden Ableitungen von f,
eingehen.

2.3.5 Restfehler und Konvergenzgeschwindigkeit

Mit der “Konvergenz” eines Adaptionsverfahrens ist die Konvergenz der Restsignal-
Varianzen o7 gegen den Restfehler 02 gemeint und somit die Konvergenz des durch
(2.3-14) beschriebenen deterministischen Iterationsverfahrens. Mit den vorangehend
abgeleiteten Ergebnissen zu den Funktionen W und S kann die Konvergenz der Q-
Adaption unter sehr allgemeinen Voraussetzungen generell nachgewiesen werden :
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Satz 2.2 Die Quantisierungskennlinie () habe endlich viele Sprungstellen s,. Die
Amplituden-Verteilungsdichtefunktion f, des nicht-kompensierbaren Signals wuy sei
stetig differenzierbar und in der Umgebung von mindestens einer Sprungstelle s,
nicht konstant Null. Ferner soll

!
[Ty = sup [T"(v)] < 1
vel

gelten, wobei diese Bedingung durch eine hinreichend klein gewéhlte Verstellgrofie a
erfiillt werden kann.

Dann konvergiert die Q-Adaption und die Konvergenzgeschwindigkeit kann so ab-
geschétzt werden :

(0 = 0%) < (ITID* - (05 — 02)

Der ziemlich aufwendige Beweis dieses Satzes erfolgt in Abschnitt A.5. Abgesehen
von diskreten Signalen (siche Abschnitt 3.3.3) sind die Voraussetzungen des Satzes
in der Praxis fast immer erfiillt. Fiir die Abschétzung der Konvergenz sollte ||T'||; fiir
ein moglichst schmales Intervall I mit dem Restfehler als unterer Grenze berechnet
werden, um den wichtigen Bereich der Endeinstellung besonders genau zu erfassen.

Generell ist es allerdings unmoglich, sowohl den Restfehler wie die Konvergenzge-
schwindigkeit explizit in geschlossener Form anzugeben. Beispiele zur Berechnung von
Restfehler und Konvergenzgeschwindigkeit direkt aus W (o) fiir verschiedene Vertei-
lungen des Signals u; werden noch in Abschnitt 2.4 fiir die S-Adaption angegeben.

Von jetzt an wird vorausgesetzt, dafl die Verteilungsdichtefunktion f, sinnvoll durch
Geraden approximierbar sein soll. Genauer bedeutet das eine Nédherung durch ei-
ne Treppenfunktion, wobei die Approximation aber nur innerhalb eines schmalen
Bereiches der Treppenstufenbreite stimmen mufi. Der Abbruch nach r = 0 in den
Darstellungen fiir W (o) und S(o) ermdglicht nun erstmals geschlossene Ausdriicke
fiir den Restfehler und die Konvergenzgeschwindigkeit. Die Ergebnisse aus (2.3-31)
und (2.3-37) erlauben die Darstellungen

W) = o> W+

(2.3-38)
S(e) = S(0) - o?- Lo 0S*
mit den von o unabhéngigen Konstanten
W= LY () = 4 fuls) ‘
v %;Q(S")f@v@f) = a2 QEnilsn) (2.3-39)
S(0) = Lo2- E{Q%(u)}
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Zum Vergleich mit der K-Adaption und zur Verifizierung werden die Grenzwerte fiir
q = ¢ — 0 berechnet. Mit Satz A.1 folgt W* — 1, S* — —1, S(0) — LoZo? fiir
¢ — 0. Aus (2.3-38) und (2.3-15) ergibt sich nun die Funktion 7" als eine Gerade :

T(w) = (1 - 2a02W* —a’LoioS*) v + a*025(0) (2.3-40)

i

~”

Abgesehen von den Konstanten entspricht das genau der Formel (2.2-26) fiir die K-
Adaption. Fiir den Restfehler und die Konvergenzgeschwindigkeit folgt in gleicher
Weise wie bei der K-Adaption (oder auch direkt aus Satz A.3) :

2 _ala;

9 aLo; 9 )
® = 3 T aLotgsr D1 WA S L@ (W)} (2.3-41a)

g

IT|I; = A = 1 - 2a0?W* (2.3-41b)

Bei der Néherung fiir kleines o wirkt sich S* iiberhaupt nicht mehr aus. Offensichtlich
wird der Restfehler um so kleiner und die Konvergenzgeschwindigkeit um so héher,
je groBer die Werte der Verteilungsdichtefunktion f, an den Sprungstellen der Quan-
tisierungskennlinie sind. Zu beachten ist, daf§ von der Verteilungsdichtefunktion f,
des Restsignals jetzt explizit nur noch das 0. und 2. Moment eingehen.

Offensichtlich bedeutet eine Halbierung von « (d.h. Erhéhung der Koeffizienten-
Wortlénge um 1 Bit) eine Reduktion des Restsignals um 3 dB.

2.3.6 Optimierung der Quantisierungskennlinie

Bei der Optimierung der Quantisierungskennlinie () ist diejenige Verteilung der
Sprungstellen s, gesucht, die bei gleichem Restfehler oder gleicher Konvergenzge-
schwindigkeit zum grébsten Werteabstand ¢, der Koeffizienten fiihrt. Die Quanti-
sierungsschrittweite ¢ von () ist dabei vollig nebenséichlich, da ¢ genau wie « die
Wirkung einer Verstarkung hat. Auflerdem gilt nach (2.3-3) auch ¢. € {aq, ag/2}, so
daf} die multiplikative Aufteilung von ¢. in a und ¢ unwesentlich ist.

Dieser Abschnitt beschrinkt sich auf Quantisierer vom Typ 2 (siehe Bild A.1), weil
diese als Sonderfall auch die Sign-Quantisierung enthalten. Ferner werden hier nur
dquidistante Sprungstellen betrachtet und zur Vereinfachung wird @) als unbegrenzt
angenommen, d.h. s, = nq', Q(s,) = ng, ¢. = aq/2.

Die Optimierung von ) bedeutet nun eine geeignete Wahl von ¢'. Kleine Werte von
¢’ bedeuteten viele Sprungstellen im relevanten Amplitudenbereich und damit hohen
Aufwand in der Signalverarbeitung. Umgekehrt fiihrt der Grenzfall ¢ — oo auf den
Sonderfall der S-Adaption, bei der die Signalverarbeitung am einfachsten wird.
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Beispiel Das nicht-kompensierbare Signal wu; sei normalverteilt und die Vertei-
lungsdichtefunktion wird durch Geraden (Treppenfunktion) approximiert. Es wird
der Binércode unterstellt und es sei 0, = 0, = 1, L = 32. Nach (2.3-39) und (2.3-33)
gilt :

2 12)

rzexp

g — _ qq Zn exp 2/2)
B{Q*(u —qzn+ 2[Ful(n+1)d) = Fu(nd)]

dabeiist  F,(n) = 3 (1+eri(n/v2)

2
Fiir den Restfehler 0., und die Norm gilt nach (2.3-41) :

chZn+ ![Fuln+ 1)) = Fulng)|

1
ZGXP 2 12 chLZn exp 2 2q/2)

o2 =/2m

1
1— T, = N (Zexp n?q") chLZn exp(—3 2q’2)>

Die Ergebnisse fiir o, und ||T||; sind in Bild 2.4 angegeben. Fiir ¢’ > 2 entspricht die
Q-Adaption fast genau der S-Adaption, d.h. aufler bei 0 brauchen keine Sprungstellen
realisiert zu werden. Offensichtlich ergibt die S-Adaption den kleinsten Restfehler. Die
optimale Quantisierungskennlinie ist also die Sign-Funktion. Das ist ein sehr erfreu-
liches Ergebnis, da das am einfachsten zu realisierende Verfahren zugleich die besten
Ergebnisse bringt ! Allerdings nimmt mit ¢ — oc die Konvergenzgeschwindigkeit
deutlich ab.

Diese Feststellungen gelten generell fiir alle nicht-kompensierbaren Signale mit Ver-
teilungsdichtefunktionen ohne mehrere deutlich ausgeprigte Maxima. Bei deutlich bi-
modalen Verteilungen ist die S-Adaption allerdings deutlich schlechter, wie Abschnitt
2.4.2 noch zeigen wird. Beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit ist die S-Adaption
jedoch generell die schlechteste Wahl.
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Bild 2.4: 0 und ||T||; als Funktion von ¢’ fiir normalverteiltes Signal
u mit o, =0, =1, L = 32

2.4 Sign-Adaption (S-Adaption)

Wenn von der Verstellinformation fiir das adaptive Filter nur das Vorzeichen ausge-
wertet wird, ergibt sich das Verfahren mit der einfachsten denkbaren Realisierung.
Wegen seiner grofien Bedeutung wird dieser Sonderfall der allgemeinen Q-Adaption
hier nochmals ausfiihrlich behandelt. Generell gilt hier ¢. = o geméfi (2.3-3).

2.4.1 Restfehler und Konvergenzgeschwindigkeit
Da S(o0) = Lo? von o unabhiingig ist, ergeben sich enorme Vereinfachungen ge-

geniiber der Q-Adaption. W (o) gemif (2.3-23) vereinfacht sich ebenfalls. Der Term
W(o)/o, kann als Funktion von R = o/0, dargestellt werden, was bei der Q-
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Adaption nicht méglich ist. Aus (2.3-23c) folgt :

oo

2 [ ) fosm) g o R=C (2.4-1)

— 00

Wio) _

Oy

Dem Adaptionsverfahren ist das gegeniiber (2.3-15) vereinfachte Iterationsverfahren
der Restsignal-Varianzen zugeordnet :

Ukt1 = T(vp) ;v =04
(2.4-2)
T(v) :=v—2a02W(y/v) + a?Lol
Fiir die Ableitung gilt :
!
T(w)=1- a2 (Vo) (2.4-3)

C WV
Der Fixpunkt von 7" bzw. der Restfehler und die Norm von T bzw. die Konvergenz-
geschwindigkeit werden durch einfache geschlossene analytische Ausdriicke erfafit :

Lo? Lo?
W(ow) = 2 20“ = =W (O‘TU> (2.4-4a)
!
1Tl =1- ao?- inf{W (0) | 0? € I} (2.4-4b)
g

Mit (2.4-1) wird nun folgende Beschreibung des Restfehlers gewonnen (o, = a/0,) :

oo

_ op2 / ho(n) - fun (MRoc) dn =

— 0o

W(UOO)

Oy

a, Lo?
2

(2.4-5)

R ist also eine Funktion von «,,. Bei der K-Adaption ist R, dagegen eine Funktion
von a gemif (2.2-30). Die Ursache dieses prinzipiellen Unterschiedes ist : Bei R < 1
ist die Groflenordnung der Verstellinformation bei der K-Adaption proportional zu
oy, wihrend sie bei der S-Adaption unabhéngig von o, ist.

Wenn die Verteilungsdichtefunktion f, bei Null in eine Taylor-Reihe entwickelbar ist,
so folgt aus (2.3-29) :

0.21"+2
W(o) =2 7 Mo £2(0) (2.4-6)
r=0 U
W' (o 2 N o .
U( ) _ =3 T2+ 2) My 2(0) (2.4-7)
U op=g "u
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Fiir die Endeinstellung gilt mit (2.4-4a) und (2.4-6) :

wLo? =
% = 23 RZPM, fO0(0) . Re="2 (2.4-8)
r=0

1
= 2R fuy (0) + R £ (0) + RS F(0) + -
Fiir die Endeinstellung gilt R, < 1 nach (2.2-11). Wenn f,, (0) nicht wesentlich
kleiner als f; (0) ist kann somit die Taylor-Entwicklung nach r = 0 abgebrochen
werden und es ergeben sich die wichtigsten Formeln dieser Arbeit. Es gilt wieder wie
bei der K-Adaption die 3 dB — Regel (d.h. 1 Bit mehr fiir die Koeffizienten reduziert
den Restfehler um 3 dB) :

Bei fi,, (0) > 0 gilt :

Lo?
R = q, e 2.4-9a
12, (0) (24-9)
1Tl =1 — o4 fuy (0) (2.4-9D)

Dies sind die einfachsten Formeln fiir die S-Adaption iiberhaupt und dennoch in den
allermeisten praktischen Fallen anwendbar !

Bei fuy(0) = 0 und f; (0) > 0 kann (2.4-8) nach r = 1 abgebrochen werden und
daraus ergibt sich direkt (2.4-10a), wie nachfolgend angegeben. Fiir die Norm gilt
nach (2.4-7) und (2.4-4b) :

4
Tl = 1-ao>- inf{U—RQf;'N(O) | 0% € I}

, v
=1 —auagélf;'N(O)-lnf{; | v e I}

u

Sinnvollerweise wird das Intervall I = |02, 03] gewiihlt (o ist dabei belanglos, weil

die niedrigste Konvergenzgeschwindigkeit bei o, erreicht wird) und damit folgt :
ITr =1 = o34 [l (0) - R,
Zusammenfassung (o, = a/oy,) :

Bei f,,(0) =0 und f; (0) > 0 gilt :

2
Lo?

9 fu (0)

UnN

2 _
R, = |y

(2.4-10a)
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Lo2 " 0
%N() (2.4-10Db)
In diesem Fall ist a, proportional zu R. und somit bewirkt 1 Bit eine Verringerung

des Restfehlers um 1.5 dB.

Tl =1~ a}%074

Falls f,,(0) nicht exakt bekannt ist, wird dadurch die Anwendung von (2.4-8) bzw.
(2.4-9) kaum erschwert — zumindest dann nicht, wenn die Verteilung von wuy als un-
imodal bekannt ist und damit der erste Term in (2.4-8) dominiert. Dies wird belegt
durch die in Bild 2.5 angegebenen (kiinstlichen) Verteilungen fiir f,,. Es bedeuten :

(a) Normalverteilung :

L=y 1 (0) = —— — 0.309
exp(——=) ; fu = =0.
V2r P 2 N

Vor
(b) Gleichmifige Verteilung :

fuy () =

_ by _ 1 _
fux () = \/ﬁrect(\/ﬁ) o fun(0) = = 0.289
(c) Dreiecksverteilung :
_ 1l . _
Juy (1) = max{\/é G 0} ;  fuy(0) = 7 0.408

Ungeachtet der in Bild 2.5 verdeutlichten enormen Unterschiede in der Form der Ver-
teilungsdichtefunktionen sind die Unterschiede an der Stelle 0 gering. Der Unterschied
zwischen der gleichméfiigen Verteilung und der Dreiecksverteilung in der Auswirkung
auf R, betrdgt nur 10 - 1og(0.408/0.289) = 1.5 dB. Offensichtlich liefert unter allen
unimodalen Verteilungen die gleichméfige Verteilung den kleinsten Wert f, . (0). In
Bild 2.5 ist zum Vergleich auch noch eine bimodale Dreiecksverteilung angegeben
(siehe auch Bild 5.2 fiir reale Verteilungen) :

(d) Bimodale Dreiecksverteilung (wie bei (c) existiert bei 0 keine Taylor-Ent-
wicklung) :

1 — 6
AT S T ) S
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(d)

(b)

(c)

2 3 N—

Bild 2.5: Spezielle auf Varianz 1 normierte Verteilungen

2.4.2 Beispiele mit kiinstlichen Verteilungen

In Bild 2.6 erfolgt ein Vergleich verschiedener kiinstlicher Verteilungen fiir das nicht-
kompensierbare Signal beziiglich des normierten Restfehlers R, und der durch ||T||,
charakterisierten Konvergenzgeschwindigkeit. Dabei wird ., Lo? = q.Lo? /o, als Pa-
rameter gewéhlt. Fiir R, > —10 dB sind keine Ergebnisse angegeben, da Naherungen
wie bereits erlautert nur fiir kleines R, gelten.

Soweit nichts gegenteiliges vermerkt ist, wird fiir alle Rechnungen zu den Kurven (a)
bis (g) das Restsignal als exakt normalverteilt unterstellt, so dafl (2.3-21) verwendet
werden kann. Es folgen Erlduterungen zu den einzelnen Kurven :
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Vorausgesetzte Verteilung
des Signals uy :

a) Normalverteilung

b) GleichmaBige Verteilung

c) Dreiecks-Verteilung

d) Bimodale Dreiecks-Verteilung

el) Binarverteilung bei Annahme
Restsignal normalverteilt

e2) Binarverteilung bei L = 1
gunstigstenfalls

f) Einpunkt-Verteilung

g) feste Optimaleinstellung

Bild 2.6: Spezielle auf Varianz 1 normierte Verteilungen
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(a) Normalverteilung Aus (2.4-5) folgt

aLo? = 4R% / exp(— )

_ \f 1+R2 2\/21%30 (2.4-11)

Die Niherung entspricht genau (2.4-8) mit Abbruch nach » = 0. Nach (2.4-9b) gilt
IT||r ~1— a,o022\/2/7.

(b) Gleichmifige Verteilung #hnliche Methoden wie bei (a)

(c) Dreiecksverteilung #hnliche Methoden wie bei (a)

(d) Bimodale Dreiecksverteilung #hnliche Methoden wie bei (a)

(e) Bindrverteilung (Zweipunkt-Verteilung) : Fiir die Verteilungsdichtefunktion
gilt hier f,, (n) = [6(n—1)+d(n+1)]/2. Bei dieser diskreten Verteilung wie auch bei
der nachfolgend behandelten Einpunkt-Verteilung ist Satz 2.2 iiber die Konvergenz
nicht anwendbar. Aus (2.4-5) folgt die Gleichung

1 1 2 1
2 _ _ _ — - —
a,Lo? = 2Ry, <hw(Roo)+h¢,( R@)) 2\/;Rooexp( 2R§o) :

die (numerisch) nach R, auflosbar ist und in Bild 2.6 als el-Kurve bezeichnet ist.
Offensichtlich gilt R, — 0 fiir oo, — 0. In Abschnitt 3.3.3 wird jedoch fiir L = 1
gezeigt, daf} stets R2 > 1/3 fiir beliebiges a, gilt (e2-Kurve) und das Restsignal eine
diskrete gleichméfiige Verteilung hat. Also fiihrt die Annahme eines normalverteilten
Restsignals bei der diskreten Verteilung von u; in diesem Beispiel zu véllig falschen
Ergebnissen.

(f) Kein Signal (u; = 0, Einpunkt-Verteilung) : Hier gilt f,(u) = d(u) und wegen
o, = 0 ist f,, nicht definiert. Mit einem fiktiven o, folgt aus (2.4-5) die in Bild 2.6
dargestellte Kurve :

2
auLag = 2\/jRoo
7

In Abschnitt 3.3.3 wird fiir L = 1 und o2 = 1 exakt o, = a/v/2 gezeigt, womit sich
das obige Ergebnis als ziemlich genau erweist.

(g) Feste Optimaleinstellung Aus (2.3-5) und q. = o gemif (2.3-3) folgt R% =
a’Lo?/12

Kommentar zu den Kurven aus Bild 2.6 : Die “Normalfille” (a),(b),(c) unterschei-
den sich kaum — bei “verniinftigen” unimodalen Verteilungen ist f,, (0) also ohne
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Bild 2.7: Eine fiir die S-Adaption besonders ungiinstige Verteilungs-
dichtefunktion f,

wesentlichen Einflufl. Der Sonderfall (d) ist sowohl beziiglich des Restfehlers wie der
Konvergenzgeschwindigkeit deutlich schlechter.

Die Ein- und Zweipunkt-Verteilung markieren die Extremfille. Der giinstigste Fall
ist natiirlich o, = 0 und der Abstand zur festen Optimaleinstellung betrigt dann
nur 3.6 Bit bzw. 21.6 dB. Die ungiinstigste Verteilung iiberhaupt ist offensichtlich die
Binér-Verteilung, die gegeniiber (d) sehr stark abfillt. Zumindest fiir L = 1 liegt die
tatsdchliche Kurve unterhalb der e2-Kurve. Die unter der falschen Annahme eines
normalverteilten Restsignals gerechnete el-Kurve liegt mindestens 5 bis 10 dB zu
giinstig.

Es sind natiirlich auch weitere Beispiele méglich, die einen stetigen Ubergang zwischen
den Kurven aus Bild 2.6 vermitteln. Wenn z.B. f,,(0) ~ 0 gilt, miissen sowohl
fuy (0) wie auch f} (0) beriicksichtigt werden, wobei die entstehende Kurve dann
keine Gerade mehr ist und der Wert von f,, (0) sehr empfindlich eingeht.

An dieser Stelle wird jetzt nochmals anschaulich erkliart, warum die S-Adaption in
besonderer Weise von der Amplituden-Verteilungsdichtefunktion des nicht-kompen-
sierbaren Signals abhéngig ist. Um es ganz deutlich zu machen, wird f,,(n) = 0
fiir |n| < s vorausgesetzt, wie das in Bild 2.7 symbolisch dargestellt ist. Dabei gilt
ndherungsweise o ~ 3s. Es wird sich noch zeigen, dafl derartige Verteilungen keines-
falls irreal sind, sondern tatséichlich in der Praxis auftreten konnen.

Es kann nun einfach gezeigt werden, dafl die Restsignal-Streuung o nicht wesentlich
kleiner als s werden kann, d.h. o, wird auch nicht wesentlich kleiner als ¢,, und somit
wird das iibliche Ziel gem&$ (2.2-11) nicht erreicht.

Der Nachweis wird dadurch gefiihrt, dafy die gegenteilige Annahme als falsch nachge-
wiesen wird. Es wird also 0, < s angenommen. Dann ist u; in uy + ¢ dominierend
und somit werden sign(uy + @) und sign(ug) meistens den gleichen Wert annehmen.
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Fiir die Komponenten des Gradientenvektors Vy = ay, sign(uy + ¢y) gilt :

E{Vi.} = E{ap_;sign(ux+ ¢r)} ~ E{ax_;sign(ug)}
= FE{ay_;} - E{sign(ux)} = 0-0 =0

E{sz} = E{a%ﬂ'} = 02

Die Aufdatierung eines Adaptionsverfahrens mit einem Gradientenvektor, der zwar
mittelwertfrei ist, aber eine Varianz ungleich Null hat und von der aktuellen Koeffizi-
enten-Einstellung unbeeinflufit ist, fithrt mit Sicherheit zur Divergenz des Adaptions-
verfahrens. Somit wird die Varianz des Restsignals immer gréfier und die Annahme
or < s wird falsch. Also wird oy allenfalls bis in die Groflenordnung von s reduziert.

2.4.3 Vergleich mit dem Stand der Technik

Die Ergebnisse zur K-Adaption sind wohlbekannt [3.] - [4.].

Alle unter [4.] aufgefiihrten Arbeiten beschrinken sich auf die S-Adaption bzw. auf 3-
stufige Quantisierungskennlinien. Ferner werden die a; als unkorreliert oder statistisch
unabhéngig vorausgesetzt — korrelierte ay werden nur im Zusammenhang mit der K-
Adaption behandelt.

Die Bedeutung der Amplituden-Verteilungsdichtefunktion des nicht-kompensierba-
ren Signals an der (den) Sprungstelle(n) der Quantisierungskennlinie wird nur in
[4.1], [4.4], [4.7] und [4.10] erkannt. Ansonsten werden einfach Normalverteilungen
fiir das nicht-kompensierbare Signal unterstellt, wobei sich je nach den tatséchlichen
Verhiltnissen extreme Fehler ergeben kénnen. Auch die Modellierung von ) durch
Addition eines von der Verstellinformation unabhéngigen Storsignals ist schon des-
halb véllig falsch, weil dann die verschiedenen Kurven aus Bild 2.6 alle zusammen-
fallen.

Ein Ansatz zur analytischen Erfassung der Q-Adaption findet sich in [4.9] fiir eine
(gegeniiber den Treppenfunktionen) verallgemeinerte Klasse von Funktionen Q.

Die weitestgehenden Ergebnisse sind in [4.1] und [4.4] enthalten, wobei die Untersu-
chungen sowohl dort wie in dieser Arbeit durch die Notwendigkeit ausgelost wurden,
volldigitale Voll-Duplex-Basisbandempfinger fiir die Integration moglichst exakt zu
dimensionieren. [4.1] und [4.4] beschrénken sich auf die S-Adaption. Es wird die Funk-
tion W eingefiihrt und R, und ||T||; werden fiir die Kurven (a), (b), (e) aus Bild 2.6
berechnet. Das Konzept der Taylor-Entwicklung an der (den) Sprungstelle(n) wird
jedoch nicht verwendet und damit fehlen die elementaren Formeln fiir Ry, und |||,
in Abhéngigkeit von f,, (0), £ (0),.... Es wird festgestellt, daf} die die el-Kurve aus

unN

Bild 2.6 den Beobachtungen der Praxis widerspricht.
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Neu in den Abschnitten 2.3 und 2.4 sind insbesondere folgende Ergebnisse : Die
Analyse der Funktion W fiir die allgemeine Q-Adaption; die Analyse der Funktion
S; der allgemeine Konvergenzbeweis von Satz 2.2; die Darstellung des Restfehlers
und der Konvergenzgeschwindigkeit mit dem Konzept der Taylor-Entwicklung; die
Optimierung der Quantisierungskennlinie und die Ergebnisse von Abschnitt 2.3.6.

2.5 Der Einflufl von stark korrelierten
Leitungscodes

Alle bisher in Kapitel 2 abgeleiteten Ergebnisse wurden unter der Voraussetzung
(2.1-8) unkorrelierter Sendewerte gewonnen. Bei vielen Anwendungen werden jedoch
Leitungscodes verwendet, die diese Voraussetzung nicht erfiillen : Weit verbreitet
sind beispielsweise der AMI-Code als Partial-Response-Code mit starken Korrelatio-
nen oder der bei der ISDN-Ubertragungstechnik verwendete MMS43-Blockcode vom
4B3T-Typ mit relativ schwachen Korrelationen.

In diesem Abschnitt wird nun der Einfluf} dieser Korrelationen auf das Adaptions-
verfahren, den Restfehler und die Konvergenzgeschwindigkeit untersucht. Dabei wird
neben der K-Adaption nur die S-Adaption behandelt.

Das Hauptergebnis in beiden Fillen wird sein, dafl der Restfehler kaum, die Kon-
vergenzgeschwindigkeit jedoch sehr stark durch die Korrelationen des Leitungscodes
beeinflufit wird.

2.5.1 Allgemeine Autokorrelationsmatrizen

Die Grundidee zur Untersuchung der Adaption bei korrelierten Leitungscodes besteht
darin, in der Gleichung (2.2-12) der stochastischen Rekursion eine lineare Transfor-
mation derart durchzufiihren, daf§ die transformierten Sendewerte unkorreliert sind.

Die Transformation basiert auf den Eigenvektoren der in (2.1-9) definierten (L, L)-
dimensionalen Autokorrelationsmatrix @,, = FE{aal}. Die Eigenwert-Zerlegung
von @, wird geschrieben als :

$,=V-A-VT (2.5-1)
mit A= Diag()\o, Ceey )\L—l) 3 )‘Z >0
V = (L, L) — dim. Orthogonalmatrix (VV" = V"'V = E)

In der Diagonalen von @,, stehen die Werte 02 = F{a}}. Im unkorrelierten Fall ist
&, eine reine Diagonalmatrix, d.h. #,, = A =02E, V = E, \; = 02, wobei E die
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Einheitsmatrix sein soll. Allgemein gilt :
L1
Z)‘i = Spur(A4) = Spur(®,,) = Lo (2.5-2)
i=0

Es werden die Transformationen
&k = VTak ; ék = VTSk (25—3)

verwendet, die zu folgenden Eigenschaften fiihren :

El{a.al}=A = ;. hat unkorrelierte Komponenten (2.5-4a)
E{llax|*} = E{l|ax[|*} = Spur(®a,) = Lo, (2.5-4b)
or = @] €, = G} & (2.5-4c)

Mit der symmetrischen (L, L)-dim. Matrix
Z, = E{&\&] (2.5-5)
gilt fiir die Restsignal-Varianz :

op = D*{pr} = E{ej Poaer} = E{&} A&} = Spur(Z,A) (2.5-6)

2.5.2 K-Adaption

Aus (2.2-16) folgt fiir den Vektor der mittleren Koeffizienten-Fehleinstellung :
Elery 1} =(E—aVAVE{e)) = V(E — aAd)"™ VTE{e,} (2.5-7)

Die Konvergenz der Erwartungswerte erfordert |1 —a)\;| < 1 fiir 0 <i < L —1, d.h.
@ < Qmax = 2/ Amax anstelle von (2.2-17). Fiir die Konvergenz der 2.Momente und fiir
(2.2-11) muB « jedoch wesentlich kleiner gewihlt werden.

2.5.2.1 Restfehler

Mit relativ einfachen Mitteln kénnen grobe Abschétzungen fiir den Restfehler und die
Konvergenzgeschwindigkeit angegeben werden [3.12]. Diese Ergebnisse sind jedoch fiir
die Zwecke dieser Arbeit viel zu ungenau. Der Restfehler und im n#chsten Abschnitt
dann die Konvergenzgeschwindigkeit werden nun mit etwas mehr Aufwand sehr genau
berechnet. Dieser Abschnitt folgt teilweise der Darstellung aus [1.2,§7.1].
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Durch Verwendung der transformierten Zufallsvektoren geméf (2.5-3) wird (2.2-12)
und (2.2-13) iiberfiihrt in :

Epr1 = E— a&k(uk + ng) (2.5—8)

= (E - a&kdkT)ék - a&kuk (25—9)
Eine eindimensionale Rekursion der Restsignal-Varianzen o7 wie bei unkorrelierten
Leitungscodes ist jetzt nicht mehr moglich, d.h. o7, kann nicht allein aus o} berech-
net werden. Nach (2.5-6) kann jedoch o} aus der Matrix Z; berechnet werden und fiir
diese (L, L)-dim. Matrizen ist eine Matrix-Rekursion mdglich, die direkt aus (2.5-9)
folgt :

Zi.w = E{(E —adaa))éE] (E — aad )+ o’apa; ul}
= Zp—a(ZyA+ AZ) + o> W, +a’02 A (2.5-10)
mit Wy = B{a,a; Z.a,a; } (2.5-11)

Der néchste Satz gibt an, wie Wj, in relativ einfacher Weise aus Z;, und A berechnet
werden kann :

~4
Satz 2.3 Mit § — L0}

gilt fiir die Matrix Wy, :

E{a;}
A - Spur(Z;A) + (¥ —1)AZ A auf der Diagonalen
W, = (2.5-12)
2-AZ A neben der Diagonalen
= A-Spur(Z;A)+2-AZA fir v =3 (2.5-13)

Der Beweis dieses Satzes wird in Abschnitt A.6 gegeben.

Natiirlich ist Wy von den 4.Momenten des Leitungscodes abhingig, die aber nur iiber die Grofle ¥
in das Ergebnis eingehen. 9 ist zwar unabhiingig von o, (d.h. dimensionslos), aber der exakte Wert
ist vom speziellen Leitungscode abhéngig. Fiir den Bin&drcode gilt zwar exakt ¢ = 1, aber ansonsten
erscheint die Annahme ¥ = 3 verniinftiger (siche Abschnitt A.6). Die beiden Alternativen ¥ = 1 oder
¥ = 3 sind wohlbekannt [4.4]. Das Ergebnis dieses Satzes findet sich in [1.2,Problem 7.6]. (2.5-13)
ist in [3.18] angegeben. In [3.8] und [3.13] wird 9 = 1 gesetzt. Es wird sich jedoch noch zeigen, daf§
9 eine dhnlich untergeordnete Bedeutung wie die Grofle ¢ aus (2.2-21) hat.
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Aus Satz 2.3 ergibt sich mit Z; = E die Folgerung :

E{aral aral} = A-Spur(A)+ (0 —1)A%  (ist diagonal) (2.5-14a)
= (L+9—-1)os-E mit (2.1-8) (2.5-14b)
Speziell fiir den Bindrcode kann die linke Seite von (2.5-14a) wegen @ G, = Lo2 auch direkt

berechnet werden :
E{apal aral} = Lo? - E{aya; } = Lo> - A= Lo} - E (2.5-14c)

Somit liefert die Annahme ¢ = 3 auch bei bindren a; nur einen geringen Fehler — zumindest bei
L > 1. Die Ergebnisse (2.5-14b) und (2.5-14c) bedeuten also nur einen scheinbaren Widerspruch.
Dieser Effekt ist wohlbekannt [4.4].

Es soll noch der Zusammenhang von ¢ mit g aus (2.2-21) geklidrt werden. Nach Satz 2.3 folgt (fiir
einen beliebigen Leitungscode) :

E{llax|*¢i} E{a} aya] eref ap} = Spur(E{dxa; Zyard} })

= Spur(A)Spur(Z;A) + (9 — 1)Spur(A® Zy,)
Fiir unkorrelierte Leitungscodes gilt A = 02 E und mit (2.5-6) folgt :
E{llaxl*¢k} = Logoi + (9 —1)ago}
Insgesamt ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen 1 und g fiir unkorrelierte Leitungscodes :

E{llaglPei} _ L+9 -1
— - ~1 2.5-15
e Lagoz L ( )

Nach diesen einfachen Folgerungen aus Satz 2.3 wird (2.5-12) nun in (2.5-10) einge-
setzt und ergibt eine wichtige Rekursion fiir Zj :

Zk+1 == Zk - Oé(ZkA+AZk)
(2.5-16)

+ o (A - (Spur(Z,A) +02) + {0 ; ! } AZkA>

In der geschweiften Klammer gilt der obere Wert fiir die Diagonalelemente von Zj
und der untere Wert gilt sonst. Wenn nun Z; eine Diagonalmatrix wire, so wére
auch Zj, eine Diagonalmatrix, d.h. (2.5-16) ist eine Diagonalstruktur-erhaltende
Rekursion (und ebenso positiv definit erhaltend). Es ist also zu vermuten, daf§ Z;
gegen eine Diagonalmatrix konvergiert. Dies wird nun im néchsten Satz gezeigt, der
zugleich das Hauptergebnis zum Restfehler enthilt :
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Satz 2.4 Fiir ein hinreichend klein gewihltes o existiert klim Zj, und ist eine Dia-
—00

gonalmatrix mit den Diagonalelementen :

ao? 1
Loojij = - 2.5-17
Dabei wurde abkiirzend gesetzt :
)= 3N (2.5-18)
o) = - H-
1=0 1 - a%)\z

Ferner gilt fiir den Restfehler folgendes Ergebnis :

2 _ al(a)

=7 2.5-1

Beweis Fiir i # j gilt nach (2.5-16)

Ly = Zhij— Oé(Zk,z‘,j)\j + )\z'Zk,z',j) + 2052)\1'Zk,1',j)\j

= (1 —a(A + ) + 2&2)\i)\j)k+1 AR

Fiir hinreichend kleines « ist die Klammer betraglich kleiner als 1 und es gilt Z;; ; — 0
fiir & — oo bei i # j. Fiir die Hauptdiagonale gilt nach (2.5-16) mit (2.5-6) :

Zk+1,z',z' = (1 — 20()\1 + 042(19 — 1))\22)21“’1 + Oé2)\1'(0',% + 0'3)
Fiir £ — oo folgt :

a0l +00)

Looii = 2.5-20
o 2 — Oé(19 — 1))\z ( )
Hieraus folgt mit (2.5-18)
-1 o
02 =Y NiZoii= 5(0{; +02)J(a) (2.5-21)
i=0

und daraus folgen sofort (2.5-19) und damit dann (2.5-17). Damit ist der Beweis
abgeschlossen.

Offensichtlich gilt die Ndherung

J(a) =~ J(0) = Spur(A) = Lo? fiir a <K (2.5-22)

)\max
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Amin Amax Amax || J(a=27%)
o2 o2 Amin J(a=0)
Code : bei 02 =1
Binér L beliebig 1 1 1 1.016
MMS43 L =14 0.567 1.277 2.3 1.017
L=28 0.362 1.294 3.6 1.017
L=16 0.207 1.302 6.3 1.017
L =32 0.136 1.306 9.6 1.018
AMI L=4 0.191 1.809 9.5 1.022
L=28 0.060 1.940 32.1 1.023
L=16 0.017 1.983 116.5 1.024
L =32 0.005 1.995 440.7 1.024

Tabelle 2.1: Der Einflul des Leitungscodes auf die Eigenwerte der
Autokorrelationsmatrix fiir L = 4, 8,16, 32

mit Gleichheit bei @ = 0 und daraus ergibt sich die

Folgerung Fiir @ < 1/Apax sind die Werte J(a) und Ry
unabhéngig von den Korrelationseigenschaften des Leitungs- (2.5-23)
codes

Tabelle 2.1 zeigt Eigenwerte der Autokorrelationsmatrix fiir einige wichtige Lei-
tungscodes. Der AMI-Code hat eine wesentlich stérkere Eigenwert-Spreizung als der
MMS43-Code und die Autokorrelationsmatrix des AMI-Codes wird fiir grofieres L
sogar fast singuldr. Winzige (numerische) Stérungen in der Autokorrelationsmatrix
filhren hier zu erheblichen Anderungen in der Eigenwert-Spreizung. In der rechten
Spalte wird J(a) exakt nach der Definition (2.5-18) mit ¢ = 3 fiir a = 27% und a = 0
berechnet. Als Ergebnis erweist sich die Nidherung (2.5-22) als verniinftig und der
verschwindend kleine Einflul der Korrelationen auf den Restfehler wird deutlich.

2.5.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Ziel ist jetzt eine moglichst genaue Berechnung der Konvergenzgeschwindigkeit. Die-
ses Thema bildet mit vielen Veroffentlichungen in den letzten Jahren einen Schwer-
punkt im Bereich der Gradienten-Adaptionsverfahren. Die wichtigsten Ergebnisse
werden in diesem Abschnitt nun in einfacher Weise dargestellt und zusammengefafit.
Dabei zeigt sich, daf eine dhnliche Kennzeichnung der Konvergenzgeschwindigkeit wie
bei unkorrelierten Leitungscodes mit nur einem Parameter hier nicht mehr méglich
ist. Dennoch konnen einfache Formeln angegeben werden, mit denen der aktuelle
Restfehler sehr genau berechnet werden kann.
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Im Vektor 2z = (Zk00,---5 Zkr-1.0-1)" werden die Diagonalelemente von Zj, zusam-
mengefafit. Auch wenn Zj keine Diagonalmatrix ist, hingt 2,1 nur von 2z, ab. Wegen
(2.5-6) sind die Elemente aufierhalb der Diagonalen von Zj irrelevant, was natiirlich
mit dem ersten Teil von Satz 2.4 harmoniert. Nach (2.5-16) folgt mit ¥ = 3 :

21 = (B — 20A + 20°A?%) 2, + o (0] + 02)A (2.5-24)
Dabei wurde A = (Ag,...,Ar_1)7 gesetzt. Zusammen mit

i = Az, (2.5-25)
bildet dies eine Rekursion, die man auch so schreiben kann :

Zpp1 = £E — 204 + 207 A% + az)\)\T)Jzk + a0’ (2.5-26)

—F— A+’
Dabei wird
A* = E — 2aA + 202 A* = Diag(\})
(2.5-27)
A =12\ + 2a%\?

gesetzt. Fiir kleines « ist die Approximation A* &~ E —2aA zuléssig (Ndherung in der
Diagonalen). Die naheliegende Approximation F =~ A* (Ndherung durch eine Dia-
gonalmatrix) wird noch erdrtert. Im Gegensatz zu (2.5-24) ist in (2.5-26) der von z
unabhéngige Anteil auch von £ unabhingig — aber dafiir wird 2z, nicht mehr mit einer
Diagonalmatrix bewertet. In der Literatur [1.2], [1.7], [3.13], [3.15], [3.16], [3.18] gibt
es noch viele dhnliche Darstellungen, die aber nicht auf eine 1-dimensionale Rekursion
der Form o}, , = T'(0}) reduziert werden kénnen. o7, kann also nicht direkt aus o}
berechnet werden. Relativ wertlos sind offensichtlich Ausdriicke fiir die stark von der
Anfangs-Koeffizienten-Einstellung abhéngige initiale Konvergenzgeschwindigkeit, die
durch 0? /o2 gekennzeichnet ist [3.17]. Um o} aber doch geschlossen aus der Anfangs-
Koeffizienten-Einstellung berechnen zu kénnen, sind weitere Uberlegungen notwen-
dig :

Aus (2.5-26) mit k — oo folgt z,, — Fzy = a?02X und damit kann (2.5-26) in der
Form 2,1 = Fz, — Fz,, + 2z, geschrieben werden. Mit dem nachfolgend definierten
L-dim. Vektor

di=2— 2o ; Aldy=0} —0% (2.5-28)
ergibt sich dann folgende wichtige Darstellung :

dy, = Fd,_, = F*dy = UA*U" d, (2.5-29)
Dabei wird dhnlich wie in (2.5-1) die Eigenwert-Zerlegung F = UAUT mit A =
Diag(dg, ..., dr_1)T betrachtet. Fiir ein hinreichend kleines « ist die Zeilensumme von

F Kleiner als 1 und somit gilt 0 < ¢; < 1 fiir die Eigenwerte. Aus (2.5-29) und (2.5-28)
folgt 07 — 02 = Al'd, = (UTNTA*(UT dy).
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aoZ =27 ao? =21 aoZ =21
Al ok = 0.999 733 990 0.999 998 961 0.999 999 935
Omax = 0.999 734 009 0.999 998 961 0.999 999 935
Arin = 0.969 496 048 0.999 878976 0.999 992 436
Omin = 0.969 646 085 0.999 878 980 0.999 992 436

Tabelle 2.2: Vergleich der Eigenwerte A} von A* mit den Eigenwerten
6; von F = A* + 2T fiir den AMI-Code bei L = 16

Die Einlaufkurve der Restsignal-Varianzen kann also in geschlossener Form angegeben
werden :

L-1
op=0k+ Y wtf . 0<t<l1 (2.5-30)
=0

dargestellt werden. Fiir die Konstanten gilt dabei

tz' = (51
(2.5-31)

(In den Klammern sind Vektoren angegeben und der Index i bezeichnet dabei die
i-te Komponente). dy wird durch den Vektor z, approximiert, der als die Diagonale
der Matrix Zy = &€l = V7Teeel V definiert ist. Die Formel (2.5-30) ist eine Verall-
gemeinerung von (2.2-31) fiir unkorrelierte Leitungscodes — denn (2.2-31) kann auch
als 02 = 0% + wotk mit tg = A, wy = 03 — 0% formuliert werden.

Priagend fiir die Konvergenzgeschwindigkeit zu Beginn der Adaption (k klein) ist
Wmax und damit Apax. Die Konvergenz im Bereich der Endeinstellung (k grof) ist
durch t,.x = Omax charakterisiert, d.h. starke Korrelationen in den a; bzw. kleine
Eigenwerte bei @,, bewirken eine sehr langsame Konvergenz. Beispiele fiir die starke
Beeinflussung der Konvergenzgeschwindigkeit durch den verwendeten Leitungscode
werden in Kapitel 5 angegeben. Bild 5.9 zeigt detailliert, welcher Term in der Summe
aus (2.5-30) in Abhéngigkeit von & dominierend ist.

Das numerische Beispiel aus Tabelle 2.2 zeigt, dal die Eigenwerte J; von F und A}
von A* sehr genau {ibereinstimmen. Somit ist die Niherung F ~ A" zuliissig (also
A~ A", U = E) und damit vereinfacht sich (2.5-31) zu :

(2.5—32)
w; = )\i(dﬁ)i
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2.5.3 S-Adaption

Nachfolgend wird gezeigt, dal die S-Adaption auf die Korrelationseigenschaf-
ten des Leitungscodes nicht wesentlich anders reagiert als die K-Adaption.
Uberraschenderweise wird die Analyse hier durch die Quantisierung etwas verein-
facht.

2.5.3.1 Restfehler

Nach (2.4-4a) ist der Restfehler durch W (o) = aLo?/2 charakterisiert und wiire
somit allenfalls {iber die Funktion W von den Korrelationen des Leitungscodes abhéin-
gig. Da jedoch die Restsignal-Verteilung und damit W (o) = E{opy sign(u+ opn)}
von der Sendefolge a; vOllig unabhéngig ist, ergibt sich die

Folgerung Die Korrelationseigenschaften des Leitungscodes (2.5-33)
beeinflussen den Restfehler nicht '

Allerdings ist W auch von der Verteilung des Signals u; abhéngig. Wenn nun uy ein
Signal vom gleichen Typ wie y; geméf (2.1-4) mit gleichem Leitungscode ist, so kann
die Verteilung von uy durch die Korrelationseigenschaften stark geprigt sein. (2.5-33)
ist also nur in Bezug auf unverénderte Verteilungen von wuy giiltig.

2.5.3.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Ergebnisse zur Konvergenzgeschwindigkeit lassen sich mit relativ einfachen Methoden
nur unter der Voraussetzung herleiten, dafl das Signal uj; normalverteilt ist. Diese
Annahme soll fiir diesen Abschnitt gelten. Die S-Adaption bei beliebig verteilten
Signalen u; und korrelierten Leitungscodes wird in dieser Arbeit nicht behandelt.

Aus (2.3-7) folgt mit der Transformation (2.5-3) :
Err1 = Er — aly sign(uy + @ &) (2.5-34)
Ahnlich wie beim Ubergang von (2.5-9) nach (2.5-10) folgt hieraus (Z, = F{&,&} }) :
Zyi1 = Zy + P A — aE{(é,a] + apé})sign(uy + af &)} (2.5-35)

Wegen der aus (2.2-14) resultierenden Unabhingigkeit von dy und & gilt (mit (.);
werden die Diagonalelemente der in Klammern stehenden Matrix bezeichnet) :

E{{(éral Yi(up + &L ar)} = E{(Ex(&l 1)@} )i} = (ZpA)y; (2.5-36a)
Unter der Voraussetzung der Normalverteilung von €, und wuy folgt aus (A.1-14) :
E{(éra] )i sign(uy + @ é,)} = \/7 (2.5-36b)
T \/ol+ o}
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Fiir die Diagonale der durch (2.5-35) beschriebenen Matrix-Rekursion folgt somit :

2z + A (2.5-37)

2 1
R

T \/ 02 + oF

— F,

Im Vergleich zu (2.5-26) ist F, jetzt eine Diagonalmatrix, die aber von k abhiingig
ist. Aus (2.5-37) folgt (E — Fy) 2y = @*X bzw. :

Zo =X (E—F ) '\ = @%\/Ug +02(1,1,..., )7 (2.5-38)

Hieraus folgt

o2 =Xz, = ra 02+ 02 - Lo?

22
Dies entspricht genau dem Ergebnis (2.4-11) (mit einfacher Umformung einsehbar)
und bestéitigt die Folgerung (2.5-33) fiir normalverteiltes wy.

Es wird jetzt 02 < o2 entprechend (2.2-11) vorausgesetzt und damit ist F = E —
2y/2/ma, A (Erinnerung : v, = a/0,) unabhéngig von k. Diesem Vorgehen entspricht
bei der K-Adaption die Unterdriickung von o in (2.5-24) bzw. die Approximation
F ~ A*. Mit dy = 2 — 2o, folgt wie bei der K-Adaption 02 — o2 = ATd), = AT F* d,,.
Somit ist das Konvergenzverhalten vom gleichen Typ wie bei der K-Adaption und es

gilt die Formel (2.5-30) mit den Konstanten :

2
tz' = 1- 2\/i04u)\1
i (2.5-39)

w; = )\i(dﬁ)i ~ )‘i(zo)i

Der Vergleich mit (2.5-32) zeigt den gleichartigen Einflul des Leitungscodes auf das
Konvergenzverhalten.

2.6 Zusammenfassung

Es wurde (in Zusammenhang mit Kapitel 3) eine geschlossene Theorie wertdiskreter
adaptiver Kompensationsfilter entwickelt. Die besonderen Kniffe dabei sind :

1. Durch eine Quantisierungsoperation an einer einzigen Stelle wird das komplette
variable Filter mit dem Adaptionsalgorithmus implizit quantisiert beschrieben
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— aber alle Rechnungen konnen wie iiblich innerhalb der reellen Zahlen erfolgen.
Die vollstindige Einbindung in die wertdiskrete “Umwelt” erfolgt im zweiten
Teil dieser Arbeit.

2. Aufgrund der zeitlichen Invarianz des Restsignal-Verteilungstyps konnen die
Funktionen W, S und T definiert werden, mit denen das deterministische Itera-
tionsverfahren der Restsignal-Varianzen formuliert wird. Mit dem Banachschen
Fixpunktsatz ist ein allgemeiner Konvergenzbeweis moglich mit Darstellungen
fiir den Restfehler und die Konvergenzgeschwindigkeit.

3. Das Konzept der Taylor-Entwicklung der Verteilungsdichtefunktion des nicht-
kompensierbaren Signals erlaubt vereinfachte Darstellungen fiir den Restfehler
und die Konvergenzgeschwindigkeit, die sowohl von theoretischem Interesse wie
von grofiter praktischer Bedeutung sind.

Zusammenfassung der Hauptergebnisse : Die Gréfle des Restfehlers ist abhéingig von
den Werten der Verteilungsdichtefunktion des nicht-kompensierbaren Signals u; an
den Sprungstellen der Quantisierungskennlinie, wihrend im wertkontinuierlichen Fall
nur die Leistung des Signals wu; eingeht. Von besonderen Verteilungen abgesehen,
bringt das Sign-Verfahren als das am einfachsten zu realisierende Adaptionsverfahren
zugleich die besten Ergebnisse. Dabei sind die Formeln zur Berechnung des Restfehlers
sehr einfach anwendbar und eine exakte Kenntnis der speziellen Verteilung des Signals
uy, 1st nicht erforderlich.

Besonders ungiinstige Verteilungen konnen aber doch bei praktischen Anwendungen
auftreten und weil hier die wertdiskreten Verfahren vollig anders reagieren, werden
diese Fille besonders genau untersucht. Mit theoretischen Beispielen wird gezeigt, dafl
die bekannten konventionellen Analysemethoden hier zu vollig falschen Ergebnissen
fiithren.

Im letzten Abschnitt wird gezeigt, dafl der jeweils verwendete Leitungscode den Rest-
fehler nicht, die Konvergenzgeschwindigkeit jedoch sehr stark beeinflufit. Mit einfa-
chen Formeln kann die Einlaufkurve des Restfehlers sowohl fiir den wertkontinuierli-
chen wie den wertdiskreten Fall sehr prizise vorausberechnet werden.

Die wichtigsten Formeln zur Berechnung von Restfehler und Konvergenzgeschwindig-
keit sind abschliefend in Tabelle 2.3 zusammengestellt.
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Kapitel 3

Die Berechnung der
Restsignal-Verteilung

Es wurde schon mehrfach erwéhnt und vorausgesetzt, dafy das Restsignal eine Normal-
verteilung besitzt. Explizit wurde dies jedoch nur bei einigen theoretischen Beispielen
ausgenutzt. Von einigen ausgearteten Verteilungen des nicht-kompensierbaren Signals
abgesehen geniigt es jedoch, wenn das Restsignal eine leicht verformte und eventuell
abgetastete Normalverteilung aufweist. Wenn fiir die Verteilungsdichtefunktion des
nicht-kompensierbaren Signals u;, eine Taylor-Entwicklung moglich ist, konnen die Er-
gebnisse zum Restfehler und zur Konvergenzgeschwindigkeit allein mit den Momenten
des Signals u formuliert werden. In den meisten realen Fillen brauchen dabei die
Momente nur bis zur 2.0rdnung bekannt zu sein, d.h. der spezielle Verteilungstyp des
Restsignals wirkt sich iiberhaupt nicht aus. Die genaue Verteilung des Restsignals er-
langt erst grofle Bedeutung bei der Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit in einem
digitalen Empfinger.

Als Hauptergebnis wird in diesem Kapitel sowohl fiir die K-Adaption wie fiir die
S-Adaption gezeigt, dal das Restsignal zwar nicht exakt, aber doch in sehr guter
Néherung normalverteilt ist, wobei diese Aussage auch schon fiir adaptive Filter mit
nur einem einzigen Koeffizienten gilt. Allerdings wird fiir einige der oben erwéhnten
ausgearteten Verteilungen des nicht-kompensierbaren Signals nachgewiesen, daf§ das
Restsignal bei der S-Adaption doch nicht normalverteilt ist.
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3.1 Vorbemerkungen

3.1.1 Existenz einer Grenzverteilung

Die Existenz einer Grenzverteilung wurde bereits in (2.2-24) vorausgesetzt, um den
Verteilungstyp von ¢y fiir hinreichend grofies k£ als von k£ unabhingig annehmen zu
konnen. Diese Annahme findet sich auch in [4.1] und es wird dort generell mit der
Normalverteilung gerechnet. In [5.1] und [5.5] wird die Konvergenz der Koeffizienten-
Fehleinstellung gegen eine Grenzverteilung gezeigt, wobei der Nachweis fiir verschie-
dene Konvergenzarten erfolgt (convergence in law, mischende Konvergenz, schwache
Konvergenz). Dabei wird die Grenzverteilung aber nicht explizit berechnet, was frei-
lich im allgemeinen Fall auch kaum gelingen wird.

Die Existenz einer Grenzverteilung fiir & — oo wird nun generell vorausgesetzt. Ziel
in Kapitel 3 ist es, fiir eine vereinfachte Situation diese Grenzverteilung konkret oder
zumindest ndherungsweise explizit zu berechnen.

Mit Ausnahme von [4.1] und [4.15] wird in der Literatur nur der wertkontinuierliche
Fall behandelt, obwohl im wertdiskreten Fall die Situation viel interessanter und kom-
plizierter ist. In [1.3, Seite 37] wird aus anderen Arbeiten zitiert, daf die Koeffizienten-
Fehleinstellung (bei RLS-Adaption) unter relativ schwachen Voraussetzungen gegen
die Normalverteilung konvergiert. Dies widerspricht aber den Ergebnissen hier (Satz
3.1). Fiir den Spezialfall L = 1 sowie normalverteiltem Signal u; und normalverteilter
Datenfolge a; wird in [5.2] ein Teil von Satz 3.1 gezeigt. Alle anderen Ergebnisse in
Kapitel 3 sowohl zur K-Adaption wie zur S-Adaption sind vollkommen neu.

3.1.2 Besondere Eigenschaften des Restsignals
3.1.2.1 Beschrianktheit des Restsignals

Alle Ergebnisse aus Kapitel 2 sind unabhingig davon, ob das Restsignal be-
schrinkt oder unbeschrinkt ist. Hierbei mufl man natiirlich von den technischen Be-
schriankungen absehen, da es in jeder Implementierung immer eine grofite darstellbare
Zahl gibt.

Die Beschrinktheit des Restsignals ist gleichwertig mit der Beschrénktheit der ein-
zelnen Koeffizienten. Durch Auswahl von speziellen Sendefolgen kann die Unbe-
schrinktheit der Koeffizienten nicht nachgewiesen werden. Dies gilt auch fiir Simu-
lationsrechnungen, in denen mit einer speziell konstruierten maximal ungiinstigen
Sendefolge versucht wird, einen Koeffizienten gegen Unendlich zu driicken. Somit
muf} das Restsignal als beschréinkt angenommen werden. Das steht aber nicht im Wi-
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derspruch zu den nachfolgenden Ergebnissen, in denen die Koeffizienten-Einstellung
ndherungsweise als normalverteilt nachgewiesen wird.

3.1.2.2 Kontinuierliche und diskrete Restsignale

Bei der K-Adaption sind sowohl die Koeffizienten wie das Kompensationssignal
wertkontinuierlich. Unabhingig vom Signal y;, ist dann @) = y; — i ebenfalls wert-
kontinuierlich. Das bedeutet (von mathematischen Feinheiten abgesehen), daf§ die
Verteilungsdichtefunktion von ¢} als stetige Funktion erscheint und sogar Taylor-
entwickelbar ist.

Bei der Q-Adaption ist g mit ¢. quantisiert, d.h. die Verteilungsdichtefunktion von
Ux besteht aus Dirac-Stéflen im Abstand q.. Fiir 4, gibt es zwei Moglichkeiten :

e Wenn 3, kontinuierlich ist, so ist auch ¢, kontinuierlich.

e Wenn dagegen y, das Ausgangssignal eines Transversalfilters der endlichen
Linge L ist, kann y; nur m® (m = Stufenzahl des Leitungscodes) verschiedene
Werte annehmen. Exakt besteht die Verteilungsdichtefunktion f, des Restsi-
gnals dann aus Dirac-Stéfen in unterschiedlichen Absténden. Mit aw — 0 werden
diese Abstidnde immer kleiner, so daf} es nicht {iberrascht, wenn die Grenzver-
teilung fiir « — 0 als kontinuierliche Verteilung erscheint.

Neben k — oo wird also ein zweiter Grenzprozefl o — 0 betrachtet. Mit Konvergenz
ist die punktweise Konvergenz der charakteristischen Funktionen gemeint. Fiir v > 0
ist dann die tatsichliche Verteilung des Restsignals eine Abtastung der kontinuierlich
leicht verformten kontinuierlichen Grenzverteilung.

Das Rechen mit der kontinuierlichen Grenzverteilung ist natiirlich einfacher als mit
der tatsdchlichen diskreten Verteilung. Diese Methode ist aber selbstverstindlich nur
dann sinnvoll, wenn die Streuung des Restsignals noch ein Vielfaches der Quantisie-
rungsschrittweite des Restsignals betrigt. Bei (2.3-6) wurde jedoch bereits erwéhnt,
daf} dies bei den praktischen Anwendungen durchwegs zutrifft.

Am Beispiel der S-Adaption wird gezeigt, wann die Grenzverteilung fir a — 0
tatsdchlich kontinuierlich ist.

3.1.3 Vereinfachung der Aufgabenstellung

Die einzelnen Koeffizienten des adaptiven Filters werden im eingeschwungenen Zu-
stand als Zufallsgrofien mit zeitunabhéingiger Verteilung aufgefafit, d.h. als stationé-
rer Prozef}. Es braucht nur nachgewiesen zu werden, daf die Koeffizienten normal-
verteilt sind. Das ist gleichwertig mit dem entsprechenden Nachweis fiir den Vektor
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der Koeffizienten-Fehleinstellung. Im Fall des Bindrcodes folgt daraus dann exakt
die Normalverteilung fiir das Restsignal, da die Normalverteilung sowohl bei der
Multiplikation mit einer statistisch unabhéngigen binéren Gréfle wie bei mehrfacher
Uberlagerung erhalten bleibt. Fiir hoherstufige Codes kann das Restsignals allerdings
nur niherungsweise normalverteilt sein. Zur Vereinfachung wird nun der Bin&rcode
unterstellt.

Je mehr Koeffizienten das adaptive Filter hat, desto einsichtiger erscheint die Nor-
malverteilung des Restsignals. Es geniigt also, den Nachweis fiir ein Filter mit nur
einem Koeffizienten (also L = 1) zu fiihren.

Nebenbemerkung : Es wire falsch, die Koeffizienten-Fehleinstellung allein deswegen
als normalverteilt annehmen zu wollen, weil sie von sehr vielen vorausgegangenen
Verstellinformationen abhingig ist. Der Fehler bei dieser oder &hnlichen rein an-
schaulichen Uberlegungen ist, da diese Verstellinformationen untereinander schwach
korreliert sind, weil sie alle vom aktuellen (sich langsam &ndernden) Wert der Fehl-
einstellung abhéngen. Schliefflich sagt auch Satz 3.1 aus, dafl das Restsignal in aller
Regel nicht exakt normalverteilt ist.

3.2 K-Adaption

3.2.1 Herleitung verschiedener Grundgleichungen und einfa-
che Folgerungen

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird nun o, = 1 unterstellt, so dafl mit den
vorangehend aufgefiihrten Voraussetzungen gilt :

a € {+1,—-1} (3.2-1)

L=1 (3.2-2)
Ferner wird definiert :

Up 1= — QU — es gilt iy ~ up und o2 = o2 (3.2-3)

Die Gleichheit der Verteilungen von u; und wuy folgt natiirlich direkt aus der Un-
abhéngigkeit von a; und u; sowie der vorausgesetzten Symmetrie der Verteilung von
Uy .

Die 1-dim. Rekursion der Koeffizienten-Fehleinstellung kann nun geméf (2.2-12) so
geschrieben werden (p, = axey) :

Era1 = e — aag(ug + ageg) = (1 — a)eg, + adig (3.2-4)
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Die Giiltigkeit des Independence-Theorems (2.2-14) ist hieraus direkt einsehbar, da
€g+1 nicht von ayy; beeinflufit wird. Somit gilt :

== D{(pk} == D{akek} == D{€k} (32—5)

er und 1wy sind statistisch unabhéngig (3.2-6)
Aus (3.2-4) folgt sofort fiir k — oo :

o2 = (1—a)’0? +a’s? = A (3.2-7)

o0

Dieses Ergebnis folgt natiirlich auch aus (2.2-27).

Die als existierend vorausgesetzte Grenzverteilung von e, fiir & — oo soll die Amp-
lituden-Verteilungdichtefunktion f,(e), die Verteilungsfunktion F,(e) und die cha-
rakteristische Funktion C,(x) haben (der Index oo wird dabei unterdriickt). Nach
(3.2-4) hat nun (1 — a)e 4+ aa die gleiche Verteilung wie ¢ selber, d.h. fiir die Vertei-
lungsdichtefunktionen gilt :

fE(e) = f(l*a)E%*a’l](e) (32—8)

Dieser Sachverhalt kann natiirlich in entsprechender Weise auch mit den Verteilungs-
funktionen oder den charakteristischen Funktionen formuliert werden. Wegen (3.2-6)
ergibt sich die Verteilungsdichtefunktion der Summe als die Faltung der Einzeldich-
ten : f.(e) = fl1—a)c(€) * fau(€e) bzw. ausgeschrieben :

ﬁ;(e)zﬁ/ﬁ( ¢ )h( 5) d¢ (3.2-9)

— 00

Das ist eine lineare homogene Fredholmsche Integralgleichung mit asymmetrischem
Kern, die hier nicht weiter betrachtet wird. Fiir die charakteristischen Funktionen
folgt aus (3.2-8) sofort die Funktionalgleichung :

C:(x) = C((1 = a)x) - Cu(ax) (3.2-10)

zu der direkt eine Losung angegeben werden kann. Dazu wird

n—1

C-(x) = C((1 = a)"x) - [ [ Cula(t = a)'x)

1=0

notiert und wegen der Stetigkeit von C.(x) und wegen C.(0) =1 gilt mit n — oo :

HC (1—a)x) (3.2-11)
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Durch C.(0) = 1 wird gesichert, daf die Funktionalgleichung (3.2-10) eine eindeutige
Losung hat. Die Formel (3.2-11) ist allerdings praktisch wertlos, da selbst fiir einfach-
ste Funktionen C,(x) das unendliche Produkt nicht explizit berechnet werden kann.
Eine Ausnahme bildet der folgende Satz :

Satz 3.1 Die Koeffizienten-Fehleinstellung €., ist dann und nur dann normalverteilt,
wenn das Signal u; normalverteilt ist.

Beweis 1) ¢4 sei normalverteilt, d.h. C.(x) = exp(—27%02 x?). Dann gilt nach
(3.2-10) :

C.(x)
Ce((1—a)x)

Also ist auy, und damit auch u; normalverteilt.

Cou(x) = Cylay) = = exp(—271202 (1 — (1 — a)?)x?)

2) uy sei normalverteilt, d.h. Cy,(x) = exp(—27202x?). Nach (3.2-11) gilt :

e} 2
€00 = [ [ expl-2'ola*(1 - 0)"x") = exp (—%203—1 - a)%)

Also ist £5 normalverteilt und damit ist der Beweis abgeschlossen.

Da uy in aller Regel nicht normalverteilt ist, kann €., und das Restsignal nicht exakt
normalverteilt sein ! Jedoch ist £, und damit auch ¢, ndherungsweise normalverteilt,
was gerade das Hauptergebnis dieses Kapitels sein wird.

Der Ubergang zu den normalisierten charakteristischen Funktionen in (3.2-10) gemé8
(A.1-13) ergibt zunichst

Cen(00oX) = Cey (050(1 = @) x) - Cuy (0u0rX)
und mit (3.2-7) folgt hieraus

Cey(X) = Cep (1 = @)x) - Cupy (V2 = @)x) (3.2-12)
Da die Losung dieser Funktionalgleichung nur von « und C,,, abhéngig ist, ergibt
sich die

Folgerung Der Verteilungstyp von ¢, ist unabhéngig von

o, und abhéngig von a und dem Verteilungstyp von uy (3.2-13)

Die Leistung des Signals u; kann sich also &ndern, ohne daf§ sich der Verteilungstyp

des Restechos #indert. Eine Anderung der VerstellgroBe oder des Verteilungstyps von
ug dndert jedoch den Verteilungstyp des Restechos.
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3.2.2 Grenzverteilung des Restsignals bei a — 0

Da der Verteilungstyp von £, von o abhiingig ist, interessiert natiirlich der Grenzwert
fiir o — 0. Dieser Grenzwert ist selbstverstindlich auch von praktischer Bedeutung,
wenn die Konvergenz gegen die Grenzverteilung hinreichend schnell ist. In diesem Fall
kann die unbekannte Verteilung fiir ein o > 0 durch die Grenzverteilung fiir o — 0
approximiert werden.

Satz 3.2 Fiir kleines « gilt ndherungsweise :

X

. () = exp / Cux(V201) ~ 1, (3.2-14)

EN

at Gy, (V2at)

Fiir jede beliebige Verteilung des Signals uy (die auch diskret sein darf) konvergiert
die Verteilung von e, fiir o — 0 exakt gegen die Normalverteilung, d.h.

lirr(ll C. . (x) = exp(—272x?) (3.2-15)

Beweis Wenn in (3.2-12) direkt @ = 0 gesetzt wird, ergibt sich nur die triviale
Aussage C. (x) = Ce (x)Cuy (0). Es ist deshalb unumgénglich, eine explizite Losung
fiir (3.3-12) abzuleiten und dann in dieser Losung o = 0 oder o — 0 zu setzen.

Ausgangspunkt ist die Taylor-Entwicklung von C. () :

Cey (X — ax) = Cy(x) — axCL, (x) + R(x) (3.2-16)

1
mit  R(x) = 50°X°C, (xo0)
Es gilt C? (x0) = E{(—j2men)? exp(—j27mx0en)} und somit
CL (xo)| < An*E{ex} =4n* = |R(y)| < 2r°a’X”
Einsetzen von (3.2-16) in (3.2-12) ergibt :
Cen (X) = (Cex (X) = axCL(X) + R(X)) - Cuy (V2 = @))

Hieraus folgt durch einfache Umformung :

axCL, (x)Cuy (Va(2 — a)x)
= Coy (0 (Cun (VAR = )) — 1) + R()Cuy (v/a2 = a)x)
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Durch eine weitere einfache Umformung ergibt sich eine lineare Differentialgleichung
1.0rdnung :

CL0) _ Ou(Wa-—a)y) -1 = RK) (3.2-17)

Cer (X) axCuy (Va2 —a)y) axCey (x)

Fiir @ — 0 kann im ersten Summanden 2 —«a durch 2 approxmiert werden. Der zweite
Summand konvergiert gegen 0, da R(x) durch o? beschrinkt ist. Damit ergibt sich
als Losung der approximierten Differentialgleichung

€00 (V) — 1
CEN (X) OfXCuN (\/ﬁX)

der in (3.2-14) angegebene Ausdruck.

Nachfolgend wird der Quotient in (3.2-14) niher betrachtet. Gem&f (A.1-5) gilt
Cuy(0) = 1 und C; (0) = 0 und C} (0) = —4x*. Mit der 'Hospitalschen Regel

uN

(H) folgt :
. Cuy(V20t) =1 _ . Cuy(v2at) — 1 (H) - v2a-C,, (V2at)

0 atCy, (V2at) t=0 at =0 a

Mit 8 = v/2a und zweifacher Anwendung der ’Hospitalschen Regel ergibt sich :

Coy(WEa) =1 Cy(B) =1 (H) | t-Cl (B)

a0 atCo, (V2at) 50 g2/2-t-1 e Bt
C' (Bt) (H t-C" (Bt
= limM (:) lim 71“"@) = 472 . ¢
=0 3 B—0 1

Somit gilt nach (3.2-14) mit Vertauschung von Integration und Grenzwert-Bildung :

X
lim C. , (x) = exp /—47r2t dt | = exp(=27%x?) (3.2-18)
0

Das ist die charakteristische Funktion der Normalverteilung, womit alles bewiesen
ist.

Bei @ — 0 miissen die auf Varianz 1 normierten Verteilungen betrachtet werden
— sonst gelten wegen o, — 0 nur die trivialen Aussagen lim,_,o f-(¢) = d(e) und
lim, 0 C.(x) = 1.

Fiir verschiedene Verteilungen des Signals u; (Normal-, gleichméfige, Binér-Vertei-
lung) wurden sowohl (3.2-14) wie (3.2-11) numerisch ausgewertet. Die berechneten
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Verteilungen stimmen iiberein und weichen von der Normalverteilung sowohl bzgl. der
charakteristischen Funktionen wie der Verteilungsdichtefunktionen (nach numerischer
Fourier-Riicktransformation) schon bei a = 0.1 nur sehr geringfiigig ab — dies gilt bei
den Verteilungsdichtefunktionen auch im Bereich von sehr grofien Amplitudenwerten.
Fiir alle praktisch interessanten Werte von « darf €., in sehr guter Niherung als
normalverteilt angesehen werden.

3.3 S-Adaption

3.3.1 Herleitung einer Grundgleichung und
einfache Folgerungen

Es sollen weiterhin die Voraussetzungen (3.2-1) und (3.2-2) sowie die Bezeichnung
U = —agug gemif (3.2-3) gelten. Ahnlich wie bei (3.2-4) kann die 1-dim. Rekursion
der Koeffizienten-Fehleinstellung so geschrieben werden :

Epy1 = € — aay, sign(ug + ager) = e + « sign(ug — &) (3.3-1)
Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit bei festgehaltenem ¢;, = n gilt :
Plep <elepy=n} = P{n+asign(ix —n) < e}

= P{sign(iy —n) < =1}

0 n>e+a«
= § Plax<n}=F.(n) sonst
1 n<e—a«

Dabei ist Fy,(n) = P{u < n} die Verteilungsfunktion des Signals u;. Wegen der
vorausgesetzten Symmetrie der Verteilung von uy, gilt F,(n)+F,(—n) = 1 und deshalb
kann geschrieben werden :

F,(—n) n<e—-a F,.(n) n<e+a«

Pleri<eley=n) = +
0 sonst 0 sonst

75



Durch Integration nach 1 und Wichtung mit der Verteilungsdichtefunktion f;, (n)
gemif der Formel (A.2-5) ergibt sich :

e—a e+

Plegy <e} = /Fu(—n)-fek(n) dn+/Fu(n)-fek(n) dn (3.3-2)

— 00 — 00

Durch Differentiation nach e ergibt sich f.,  (e) und fiir & — oo ergibt sich eine
Grundgleichung fiir f. (wie bei (3.2-8) wird der Index oc unterdriickt) :

fele)=F,(—e+a)- f.(e—a)+ F,(e+a)- f.(e +a) (3.3-3)

Dieser Funktionalgleichung der Verteilungsdichtefunktionen entnimmt man unmittel-
bar die

Folgerung Der Verteilungstyp von e, ist abhingig von «,

Oos 0y Und dem Verteilungstyp des Signals wuy (3.3-4)

Die direkte Losung von (3.3-3) erscheint schwierig : Durch Fourier-Transformation
ergeben sich zwar die charakteristischen Funktionen geméfi (A.1-4) und (A.1-6), aber
die Multiplikation fiihrt zu einer Faltung und damit zu einer Integralgleichung. Einfa-
chere Darstellungen ergeben sich nur mit zusétzlichen Voraussetzungen an das nicht-
kompensierbare Signal uy :

3.3.2 Situation bei Taylor-Entwickelbarkeit der Verteilungs-
dichtefunktion des Signals u; und Grenzverteilung bei
a—0

Es wird jetzt vorausgesetzt, dafl die Verteilungsdichtefunktion f, bei 0 in eine Taylor-
Reihe entwickelt werden kann. Fiir die notwendige Genauigkeit und den mdglichen
Abbruch der Entwicklung bei niedrigen Potenzen gelten die gleichen Aussagen wie in
Abschnitt 2.3.3.2. Fiir die Verteilungsfunktion lautet die Entwicklung so :

> F"(0 1 Yo
Fu(§) =) %5’" =5+ > fri,()é" (3.3-5)
r=0 ’ r=1 ’

Durch Einsetzen dieser Entwicklung in (3.3-3) ergibt sich eine vereinfachte Funktio-
nalgleichung, in der f.(e) nur noch mit e-Potenzen gewichtet wird :

o0 7a(r)
=" O evarse-a s erarfera) (339
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In Verallgemeinerung von (A.1-5) gilt :

-C(x) (3.3-7)

e f.le) o—e .
€ e iy
Durch Fourier-Transformation der Gleichung (3.3-6) ergibt sich nun keine Integralglei-

chung, sondern eine lineare Differentialgleichung der charakteristischen Funktionen
von “unendlicher Ordnung” mit nicht-konstanten Koeffizienten :

00 (r)
Ce(x) = Z%((—w-e—ﬂwxueﬂﬂxa)cy)(x) (3.3-8)

r=0

= cos(2mxa)C.(x) — fuT(O) sin(2mxa) CL(x)

. (0)
+3(27r)3

sin(2mya)C¥ (x) + - - -

Mit Hilfe von (A.1-12) und (A.1-13) ergibt sich hieraus eine dquivalente Darstellung
mit den auf Varianz 1 normierten charakteristischen Funktionen bzw. Verteilungs-
dichtefunktionen :

Cot) = oos (22%) €y (3:3-9)

O

07 g, (00 1 gy

T Oy Oso

" (0) (00 \® 2Ty
uy T\ g ol
+3(27r)3 <UU> o < Occ ) SN(X) "
Fiir die Losung dieser Differentialgleichung ist es wie bei Satz 3.2 sinnlos a = 0 zu
setzen, zumal dann auch o, = 0 gilt.

Genau wie in Abschnitt 2.4.1 erfolgt jetzt eine Fallunterscheidung nach f,, (0) > 0
bzw. fuy(0) = 0und f; (0) > 0.

Voraussetzung f,,(0) >0
Nach (2.4-9a) gilt hier :

o2 Q

U_%o = (3.3-10)
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Mit Abbruch nach f,, (0) lautet die Differentialgleichung (3.3-9) dann so :

Cey(x) = cos(dmy/ fu(0)ax) - Cey(X) (3.3-11)
Ju(0)ar |
VIO G 4 F @) - € ()
™
Die Losung dieser Differentialgleichung fiir & — 0 behandelt der folgende Satz :

Satz 3.3 Fiir f,,(0) > 0 gilt ndherungsweise :
1

Co () = 14 cos(47r2 fu(0)ax) | 2fu(0)c (3312)

Fiir alle Verteilungsdichtefunktionen mit f,,(0) > 0 konvergiert die Verteilung der
Koeffizienten-Fehleinstellung fiir o — 0 gegen die Normalverteilung.

Beweis Aus (3.3-11) folgt zunéchst die Darstellung :

C:.(x) 2r cos(4m+/ fu(0)ax) — 1

Cox (X)) VFul0)a  sin(4rm+\/Fu(0)ay)

Mit den elementaren Integrationsregeln [6.6] folgt hieraus :

(3.3-13)

InC.,(x) = 2 ! <lnsin(47r Ju(0)ax)

VFu0a 4r/Fu0)a

—In tan(27 fu((])ax)) + const

= QfUEU)Oé In <1 + cos(4m fu(O)ax)> + const

Hieraus folgt mit der Bedingung C.,(0) = 1 an die Konstante genau die in (3.3-
12) angegebene Losung. Zur Vereinfachung wird nun @ — 0 durch § — 0 mit g =
fu(0)a ersetzt :

In (1 + cos(47rxﬁ)> (

1 .
- ‘ 5 H 5 sin(4dmyxf) - 4wy
In ((IE%JCEN(X)) = jm 232 = T cos(am D) 15
2
. —sin(4nxp)-mx 9 9
= 28 = I

78



Vorangehend steht (H) wieder fiir die Anwendung der I’'Hospitalschen Regel. Mit der
Feststellung

lim C., (x) = exp(—2mx”)

ist der Beweis abgeschlossen.

Voraussetzung f,,(0) =0, f/ (0) >0

Nach (2.4-10a) gilt hier

o2 a

Y - (3.3-14)

a2\ 20uf1,(0)

Mit Abbruch nach f; (0) lautet die Differentialgleichung (3.3-9) dann so :

1 — cos (27TXQ>
C/// 3 -
() _ 302n)° Oco (3.3-15)

Cen () f1,(0) (%")Bm (22&)

Der Grenzwert der rechten Seite fiir & — 0 kann mit der Beziehung (3.3-14) berechnet
werden und es folgt schliefilich

Cl () = 3(2m)" - x - Oy (X) (3.3-16)

Diese Differentialgleichung 3.Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten ist nicht ge-
schlossen losbar. Offensichtlich enthélt die Grenzverteilung aber keinen Dirac-Stof3,
weil die exp-Funktion als dann notwendiger Teil der charakteristischen Funktion die
Differentialgleichung (3.3-16) nicht erfiillt. Ebenso erfiillt die charakteristische Funk-
tion der Normalverteilung die Differentialgleichung nicht.

Es wurden mehrere Methoden zur numerischen Auswertung der Differentialgleichung
(3.3-16) verwendet (die hier nicht detailliert beschrieben werden sollen) mit dem Re-
sultat, daf} die Abweichung der Grenzverteilung zur Normalverteilung &uflerst gering
ist — in der Form der Verteilungsdichtefunktionen gibt es keine optisch deutlich er-
kennbaren Unterschiede.

3.3.3 Situation bei diskretem Signal u; und
Grenzverteilung bei a — 0

Die Methoden des voranstehenden Abschnittes fiir kontinuierliche Signale u;, sind fiir

diskrete Signale uj natiirlich vollig ungeeignet. Da sich die Berechnung der Grenzver-

teilung im diskreten Fall schwieriger gestaltet, werden hier nur der Extremfall eines
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bindren Signals u; und dann abschlielend der andere Extremfall eines verschwinden-
den Signals u; betrachtet.

In diesen Fillen ist es moglich (und andererseits auch notwendig), die Verteilungs-
dichtefunktion des Restsignals explizit in geschlossener Form zu berechnen. Dabei
fallt dann auch der exakte Restfehler ab, auf den in Abschnitt 2.4.2 schon Bezug
genommen wurde.

Nach (3.3-1) kann ¢, offensichtlich nur Vielfache von « als Werte annehmen. Somit
kann die Verteilungsdichtefunktion von ¢ als Diracstof3folge

fole)= > fu-d(e—na) ( Yo =1, fa= f_n> (3.3-17)

n=—oo n=—oo

mit unbekannten Koeffizienten f,, (von o abhéingig) angesetzt werden. Die f,, miissen
natiirlich den angegebenen Nebenbedingungen geniigen. Aus (3.3-3) ergibt sich mit
diesem Ansatz eine lineare Differenzengleichung :

fo = Fu(a(l =n)) far + Fu(a(1+n)) fan (3.3-18)

Voraussetzung Das Signal uy, sei binir : uy € {—o0y, +0,}

Daraus folgt F,(§) = 0,1/2,1 fir £ < —oy, [£| < 04, & > 0. Mit der Grofle my =
[ou/a] (kleinste obere ganzzahlige Grenze) gilt dann :

1 n < —mg+1

FJla(l—=n)=4¢ 1/2 —ma+2 < n < my, (3.3-19a)
0 me+1 < n
0 n < —mg—1

Fa(l+n))=4¢ 1/2 —me < n < my—2 (3.3-19b)

1 meg—1 < n

Hiermit kann die Differenzengleichung (3.3-18) wie folgt geschrieben werden :

fn—l n S Mo — 1
fnfl + fn+1/2 —Mg S n S —Mgy + 1
fn: fn71/2 + fn+1/2 _ma+2 S n S ma_2
fn71/2 + fn+1 My — 1 S n S me
+ fn+1 Mo + 1 S n

(3.3-20)

Die Losung dieser Differenzengleichung kann elementar ermittelt werden : Zunéchst
gilt fon.+1 = fmot2 = fm,+3 = -+ und aus den in (3.3-17) angegebenen Nebenbedin-
gungen folgt damit f, = 0 fiir [n| > mgy + 1. Weiter gilt fo = f1/2+ f1/2 = f
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wegen f 1 = f1. Aus fo = f = --- = fi1 = f; folgt fiir |i| < m, — 2 nun

fi=fic1/2+ fix1/2 = fi/2 + fiy1/2 und somit fo = - = f; = fi1. Insgesamt gilt
alSO f_ma+1 == fO == fma_l' Aus fma_l = fma_2/2+fma fOlgt fma = f0/2
Mit der Nebenbedingung aus (3.3-17) folgt fo = 1/(2m,) und insgesamt :
In] <my —1
2my,,
fn = 3 In| = m (3.3-21)
A o
\ 0 |n| 2 Ma +1 /

Die Verteilung des Restsignals ist also eine abgetastete gleichméflige Verteilung mit
dem Maximalwert

max || = max |ex| = a - my = oy (3.3-22)
und der Varianz

2 =Y foenap = Tt ]

n=—0o0

IS N

(3.3-23)

Die obige Abschétzung folgt aus m, > o0,/a. Dieses Ergebnis ist in Bild 2.6 als
e2-Kurve dargestellt. Es zeigt sich also, daf§ die Annahme eines normalverteilten
Restsignals (el-Kurve in Bild 2.6) bei einem diskreten Signal uy zu einem vollig
falschen Ergebnis fiihrt.

Fiir a« — 0 gilt am, — o, und somit

1
lim B2 =~  dh. R, >-48dB (3.3-24)
a—0 3
Auch fiir eine beliebig kleine Verstellgrofle o kann der Restfehler also eine untere
Schranke nicht unterschreiten.

In der diskreten Verteilung von e, konvergieren sowohl die Hoéhe 1/(2m,) wie der
Abstand « der Dirac-Stofle fiir & — 0 jeweils gegen Null. Die Verteilung von e,
konvergiert gegen die gleichméfiige Verteilung. Auch in diesem extremen Beispiel ist
die Grenzverteilung fiir & — 0 kontinuierlich — allerdings nicht die Normalverteilung.
Die Annahme einer Normalverteilung ist allenfalls bei L > 1 ndherungsweise rich-
tig. Die Ergebnisse hier sind vollig neu und unterstreichen erneut, daf die iiblichen
Annahmen und Methoden des wertkontinuierlichen Falls nicht unkritisch in allen Si-
tuationen auf die Q-Adaption iibertragen werden diirfen. Die praktische Anwendung
der Ergebnisse aus Kapitel 2 wird allerdings durch die jetzt neu gewonnenen Einsich-
ten im Normalfall nicht tangiert.
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Voraussetzung Das Signal uy verschwindet : u, =0
Mit der gleichen Methode wie vorangehend ergibt sich f, = 0 fiir |n| > 2 und
fo1 = fi=1/4, fo = 1/2. Somit gilt fiir die Verteilung von e, :

fe(e) = %5(6 +a) + %5(e) + %6(6 — ) (3.3-25a)

fen(€) = %5(6 +V2) + %5(6) + %5(6 —V?2) (3.3-25b)

Fiir « — 0 bleibt die Grenzverteilung diskret. Fiir die Varianz des Restsignals gilt :

o2 = D*{e;} = %oﬂ dh. R?2 = %ai (3.3-26)
Im Gegensatz zum binéren uy gilt hier wieder o, — 0 fiir @ — 0. Dies ist natiirlich
selbstverstédndlich, weil ein verschwindendes uy fiir die Adaption der giinstigste Fall
iiberhaupt ist. Die in Bild 2.6 unter der Annahme eines normalverteilten Restsignals
dargestellte Kurve stimmt mit dem exakten Resultat aus (3.3-26) gut iiberein, obwohl
die angenommene und die tatsichliche Restsignal-Verteilung sich stark unterscheiden.
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Kapitel 4

Statistische Theorie der
Quantisierung

Neben den adaptiven Filtern sind die A/D- und D/A-Wandler weitere wesentliche
Quellen von Quantisierungsgerduschen in digitalen Empfangern und verdienen somit
besondere Beachtung. Der Einflufy derartiger Wandler wird in diesem Kapitel auf der
Basis statistischer Methoden analysiert. Dabei kénnen Quantisierungskennlinien mit
dquidistanten Sprungstellen vorausgesetzt werden.

Die Grundlagen der statistischen Theorie der Quantisierung sind grofitenteils wohl-
bekannt und stammen von Widrow [2.1], [2.2] mit Weiterentwicklungen in [2.3] und
[2.8]. Es werden hier nur diejenigen Teile der Theorie in knapper Form zusammenge-
stellt, die fiir die weiteren Rechnungen unbedingt notwendig sind.

4.1 Vorbemerkungen und Voraussetzungen

Wie in Abschnitt A.3 wird mit Q(.) die Quantisierungsfunktion bezeichnet. Der
aquidistante Sprungstellen-Abstand ¢’ und die Quantisierungsschrittweite ¢ sollen
iibereinstimmen : ¢ = ¢'. Ferner sei Q(.) vom Typ 1 geméf Bild A.1, d.h. :

Wertebereich von () = {ng |n € Z}
(4.1-1)

_ . _ 49 4
Q(z) =nqg fir :L‘E(nq 2,nq—|—2)

Fiir eine einfache Formulierung der Theorie mufl vorausgesetzt werden, dafl ) un-
beschrinkt ist, d.h. n lduft von —oo bis 4+o00. Praktisch kann @) natiirlich auf den
Maximalwert des zu quantisierenden Signals begrenzt werden. Dieses Signal wird in
diesem Kapitel als eine zeitunabhéngige Zufallsgrofle  aufgefaflt.
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x Q(x) = x+A(x)

A(x) = Q(x)—=x

Bild 4.1: Darstellung des Quantisierungsfehlers

Das Ausgangssignal des Quantisierers ist die ZufallsgroBe Q(x), die ohne eigene Be-
zeichnung als Funktion von x geschrieben wird. Ebenfalls eine Zufallsgrofie ist der
Quantisierungsfehler

Alz) =Q(x) —z (4.1-2)
der offensichtlich beschriankt ist :

A@)| < 3 (4.1-3)
Damit ist wie in Bild 4.1 eine Darstellung des quantisierten Signals als Summe von
Eingangssignal und Quantisierungsfehler gegeben — das explizite Rechnen mit den
quantisierten Werten kann damit entfallen.

In der Literatur ist die Annahme einer gleichméfigen Verteilung fiir A(z) im Intervall
[—q/2, q/2] allgemein iiblich, siehe beispielsweise [2.9]. Tatséichlich ist diese Annahme
im allgemeinen zumindest ndherungsweise erfiillt.

Ebenfalls iiblich aber falsch ist die Annahme der statistischen Unabhingigkeit von
x und A(z), obwohl sich damit das Weiterrechnen enorm vereinfachen wiirde. Schon
die Bezeichnung soll aber deutlich machen, dafi A(z) eine Funktion von z ist und
somit keinesfalls unabhéngig von z sein kann. Wenn x wertkontinuierlich ist (d.h. eine
Verteilungsdichtefunktion ohne Dirac-Stofie hat), so ist auch A(z) wertkontinuierlich.
Die Annahme der Unabhingigkeit wiirde dann auch die Summe z + A(z) = Q(z) als
wertkontinuierlich ergeben, obwohl Q(z) doch wertdiskret ist.
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4.2 Darstellungen fiir Q(z) und A(z)

Zunichst werden die Verteilungsdichtefunktionen und die charakteristischen Funk-
tionen fiir Q(z) und A(z) berechnet und daraus ergeben sich dann wichtige Formeln

fir E{A%*(z)} und E{zA(z)}.

Satz 4.1 Fiir die charakteristische Funktion des quantisierten Signals Q(z) gilt
folgende Darstellung :

Cowy(X)= Y Cu (X - g) -si(ﬂq(x - g)) (4.2-1)

fow(€) = nioop{x € (na=Gima+5)} o€ —no 422)
— nioo [Fm(nq + g) — Fy(ng — g)} 6(§ —nq)
- 3 [ -rie-p] s
- (5l « e+ H-atc-D])- > se—m
Mit der Beziehung
ni(s(s —ng) o—e énid(x - §> (4.2-3)

und dem Zusammenhang (A.1-6) ergibt sich die Darstellung

Cow(X) = ((%;XX) + %500) $2j sin(MX)) *3 i o(x — g)

n=—oo

Hieraus folgt sofort (4.2-1) und damit ist der Beweis abgeschlossen.

85



Satz 4.2 Fiir die Verteilungsdichtefunktion des Quantisierungsfehlers gilt

fo(©) = rect(g)-[fm(—ﬁ) 3 36— na)] (1.2-4)
= rect Z Cyp(——)exp(j2mé— ) (4.2-5)

und fiir die charakteristische Funktion gilt :

Caw(X) = Y. C:v(_g) Si(wq(x— g)) (4.2-6)

Beweis Fiir die Verteilungsfunktion von A(x) gilt fiir [£] < ¢/2 :

Faw(§) = P{A@) <¢}

_ i P{A(x)§£ A€ (nq_%,nq+g)}

= Z P{xe(nq—g,nq—i—g)}
= Fy(ng+ 2) — Fy(ng — €) (4.2-7)

2
Differentiation von (4.2-7) ergibt :

fa@ (&) = I“ect Z fz(ng — &) = Formel (4.2-4)

n=—0o0

Fourier-Transformation von (4.2-4) ergibt mit Hilfe von (A.1-7) und (4.2-3) :

Cawy(x) = gsi(rqy) * Z S(x — — (4.2-8)

n=—oo

= si(mqy) Z Cp(—=)0(x — E) = Formel (4.2-6)

n=—0o0

Inverse Fourier-Transformation von (4.2-6) ergibt schliefilich (4.2-5) und damit ist der
Beweis beendet.
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Satz 4.3 Es gelten generell folgende Formeln :

1 I & (=1)" , n
B{A? = ¢ =+—= ~ L O.(= 4.9-
@) = ¢ | 5+ o HZOO el (4.2:9)
n#£0
q @]
E{n-A@)} = ; (4.2-10)
n#0
Beweis Zunichst wird fiir si(§) = sin(§) /£ vermerkt :
si(mn) = | si'(mn) = | si’(7mn) =
n#0 0 (=1) _2(2_1) (4.2-11)
™m 2n
0 1 0 !
n= —
3
Gemif (A.1-5) folgt durch 2-faches Differenzieren von (4.2-6) :
-1 —q >
2 _ — D)si’( i,
E{A*(z)} = 47T2C 1 n_z_:oo Cy(——)si"(—mn) = Formel (4.2-9)

In gleicher Weise folgt aus (4.2-1) :

BlQ@)} = 50 (0)

___100 //_E-_ /_E s 2 92 _E e
= 1 2 {C’m( q)31( mn) + 2mqCL( q)31( mn) + 1oq Cy( q)Sl( Wn)]
= gz |20+ 20 Z Col=)— )n i (A (a)
47r2 = — 2
n#0
=B - LS e paay
27’(’2 ——. r q n
n#0

Der Vergleich dieses Ergebnisses mit
E{Q*(2)} = E{(z + A(2))*} = E{2”} + 2E{zA(x)} + E{A%(2)}
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ergibt (4.2-10) und damit ist der Beweis beendet.

Beispiel Es sei 2 normalverteilt : 2 ~ N(0,0?). Dann gilt
E{zA(z)} = 207 Z " exp(—27ma’n’ /%)

Offensichtlich gilt E{zA(z)} — 0 fiir 0/¢ — oo, d.h. fiir zunehmende Streuung
oder abnehmende Quantisierungsschrittweite sind eine normalverteilte Zufallsgrofie
und der Quantisierungsfehler nahezu unkorreliert — allerdings nie exakt unkorreliert.
Ausfiihrlicher wird dieses Beispiel in [2.3] behandelt.

4.3 Die Quantisierungstheoreme

Aus dem quantisierten Signal (x) kann das urspriingliche Signal x natiirlich nie ex-
akt wiedergewonnen werden. Jedoch ist es moglich, aus den statistischen Eigenschaf-
ten von Q(z) auf die statistischen Eigenschaften von z zuriickzuschlieBen. Selbst-
verstindlich miissen dazu aber gewisse Voraussetzungen erfiillt sein, die nachfolgend
definiert werden :

In Bezug auf eine Quantisierungsschrittweite ¢ erfiillt die Zufallsgrofle x
die Eigenschaft

1
QT,  wenn gilt: Cx(x) =0 fir |x| > %
q
: , 1
QT/2, wenn gilt : C.(x)=0 fir |x| > -
q

QT1, wenn gilt: Co(—) = C"( )—0 fir n#0

QTO0, wenn gilt : Cy(=)=0 fiir n#0

|3 QIB

QT steht fiir Quantisierungstheorem. In der oben aufgefiihrten Reihenfolge werden
die Voraussetzungen immer schwécher.

Die Eigenschaft QT bedeutet, dafl die Verteilungsdichtefunktion von x bandbegrenzt
ist, d.h. eine hinreichend “glatte” Funktion ist. Konstante oder quantisierte Signa-
le erfiillen diese Bedingung natiirlich nicht, da ihre Verteilungsdichtefunktion aus
Dirac-Stoflen besteht. Kein physikalisches Signal kann QT exakt erfiillen, da aus
der Unendlichkeit des Zeit-Bandbreite-Produkts folgt, dal das Signal oberhalb jeder
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Schranke immer noch Anteile haben miifite. Normalverteilte Signale erfiillen QT je-
doch ndherungsweise sehr gut, da ihre charakteristische Funktion schnell abklingt.
Exakt wird QT durch die Verteilungsdichtefunktion ¢/2 - si*(7¢£/2) erfiillt, da die
zugehorige charakteristische Funktion die Dreiecksverteilung ist. Allerdings existiert
in diesem Beispiel schon das zweite Moment nicht.

QTO ist eine wesentlich schwéchere Forderung als QT, die von vielen Signalen erfiillt
wird. Beispielsweise sei x; ein beliebiges und x5 ein davon unabhéngiges Signal, das
in [—q/2,q/2] gleichméBig verteilt ist. Dann wird QTO0 von z = x; + x5 erfiillt, weil
Ca(x) = Ca, (X) + Cay (x) und Co,(n/q) = si(mn) gilt.

Generell gilt : Je feiner die Quantisierung ist (d.h. je kleiner ¢ wird), desto besser sind
QT und QT/2 erfiillt. Das gilt auch fiir QT1 und QTO0, wenn man von Sonderféllen
(z.B. gleichmiBig verteilte Signale) absieht.

4.3.1 Bedingungen fiir eine Quantisierung ohne Informati-
onsverlust in den Verteilungen

Satz 4.4 Quantisierungstheorem :

(a) Wenn die Zufallsgrofie z QT erfiillt, so ist aus der Verteilungsdichtefunktion von
Q(x) die Verteilungsdichtefunktion von x gewinnbar.

(b) Wenn die ZufallsgroBe = QT /2 erfiillt, so sind aus den Momenten von Q(z) die
Momente von x gewinnbar.

Beweis (a) Aufgrund der Voraussetzung QT kann (4.2-1) in der Form

: ) 1
Co)(x) = Calx) - si(mgx) fiir [x] < % (4.3-1)
geschrieben werden und somit gilt :

Ca(x) = rect(qy) - CS?((#%) (4.3-2)

(b) Die Gleichung (4.3-1) gilt nach Voraussetzung QT/2 in einer Umgebung von 0
und somit ergeben sich die Ableitungen von C, () an der Stelle 0 aus den Ableitungen
von Cgy(x). Damit ist der Beweis beendet.
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Satz 4.4(a) kann auch aus dem Abtasttheorem [6.3] abgeleitet werden. Dazu wird

w(E) = fo(6) *rect<§> oo Calx) - gsi(mg)

definiert und wegen

oo ng+q/2
)= [ forea™=5ya = [ 1. d¢ = g+ D) - Fang - )
- ng—q/2
folgt sofort aus (4.2-2) :
faw(© = Y w(ng) s —ng) (4.3-3)

Die Voraussetzung QT fiir f,(£) bedeutet fiir w(§) die gleiche “Bandbegrenzung”, so dafl das Ab-
tasttheorem anwendbar ist :

oo

wE) = Y wngsi(n==2) = sy« S wingd(E —ng) = si(wgww)(s) (4.3-4)

n=—oo n=—oo

Durch Fourier-Transformation der dufleren Terme dieser Gleichung folgt

C(X) - gsi(mgx) = qrect(gx) - Cqe)(X)

und dies entspricht genau (4.3-2).
4.3.2 Bedingungen fiir einen gleichmiflig verteilten Quanti-
sierungsfehler

Satz 4.5 Der Quantisierungsfehler A(x) hat in [—¢/2, ¢/2] dann und nur dann eine
gleichmiflige Verteilung, wenn die Zufallsgréfie x QTO erfiillt. In diesem Fall gilt dann:

Caw() =si(may) ,  DH{A@)} = (4.3-5)

Beweis (1) Aus QTO0 und (4.2-6) folgt sofort (4.3-5) und somit ist A(x) gleichméBig
verteilt. (2) Umgekehrt gelte nun (4.3-5). Aus (4.2-6) folgt die Bedingung

0= Z Co(—2)si(mq(x Z)) (4.3-6)
g0

und daraus folgt zwingend QT0, womit der Beweis beendet ist.
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Die rechte Seite der Gleichung (4.3-6) gibt an, wie stark die Verteilungsdichtefunktion
fa@ (&) des Quantisierungsfehlers von der gleichméfigen Verteilung abweicht, wenn
QTO nur ndherungsweise erfiillt ist.

4.3.3 Bedingungen fiir die Unkorreliertheit von Signal und
Quantisierungsfehler
Die Unkorreliertheit erfordert etwas stirkere Voraussetzungen als zur gleichméfligen

Verteilung von A(x) notwendig sind. Aus (4.2-10) folgt sofort die erste Aussage des
folgenden Satzes und die anderen Aussagen sind simple Folgerungen daraus :

Satz 4.6 Die Zufallsgrofie x erfiille QT1. Dann gilt :

F{z-A(x)} = 0 dh. 2 und A(z) sind unkorreliert (4.3-Ta)
E{z-Q(»)} = E{2*} (4.3-7b)
B{A@) QW) = B{aw) = & (4370
B{Q*(z)} = E{x2}+% (4.3-7d)

4.4 Quantisierung eines Summensignals mit stati-
stisch unabhingigen Komponenten

Es wird nun vorausgesetzt, dal das zu quantisierende Signal in zwei statistisch un-
abhingige Komponenten zerfillt :

., und x; sollen statistisch

unabhéngig sein (4.4-1)

T =x,+ X mit :

Wegen C,(x) = Cy, (X) - Cy, (x) gilt :

Wenn z, eine der QT-Eigenschaften aus Abschnitt 4.3 erfiillt,
so wird diese Eigenschaft auch von z = x, + 1z} bei beliebigem (4.4-2)
aber statistisch unabhéngigem =z, erfiillt.
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Fiir die bedingte charakteristische Funktion gilt :

Capea(XI6a) = E{exp(—j2mx(2a + 1)) | Za = &}
= Blexp(—j2mx(& + 1)) | 20 = &}
= exp(—j27mx&a) - E{exp(—j2mxa) | 2, = &}
= exp(—j2mx&a) - E{exp(—j2mxas)}

= exp(—j2mx&a) - Cr,(X) (4.4-3)

Die statistische Unabhingigkeit von z, und z, geht hier beim Ubergang von der
dritten zur vierten Zeile ein.

4.4.1 Bedingungen fiir die paarweise statistische Unabhin-
gigkeit der Summensignal-Komponenten vom Quanti-
sierungsfehler

In der Formel (4.2-5) wird nun die Verteilungsdichtefunktion von A(x) = A(z, + xy)
unter der Bedingung z, = £, betrachtet. Mit Hilfe von (4.4-3) folgt :

fA(:v)\:ca(ﬂga) = rect Z C:v\:va |€a eXp(]Q’/Té‘ )

= rect Z Ch, (— exp(j27r(§a+§) ) (4.4-4)

Wenn z, die Eigenschaft QTO erfiillt, so gilt fa(s)jz, (£]&e) = rect(&/q)/q nach (4.4-4)
und deshalb folgt :

Satz 4.7 Es seien x, und x;, weiterhin statistisch unabhéngige Zufallsvariablen. Dann
gilt :

(a) Wenn z; die Eigenschaft QTO0 erfiillt, so ist A(z, + x,) von z, statistisch un-
abhingig und gleichméflig verteilt.

(b) Wenn sowohl z, und z, die Eigenschaft QTO0 erfiillen, so sind z,, zy, Az, + xp)
drei paarweise statistisch unabhfingige Zufallsvariablen, die aber nicht vollstindig
unabhéngig sind.
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Dither— Xp
Generator

Pt O(xa+x)—xp
+ -

= Xg+A(Xg+Xp)

Bild 4.2: Quantisierung mit Dither-Signal

Die vollstandige statistische Unabhéngigkeit der drei Zufallsvariablen bei Satz 4.7(b)
wiirde die statistische Unabhéingigkeit von A(z, + x3) und z, + x, implizieren, was
aber nach den Bemerkungen in Abschnitt 4.1 offensichtlich falsch ist.

4.4.2 Quantisierung mit Dither-Signalen

Satz 4.7 liefert das Grundprinzip fiir die Quantisierung mit einem “Dither”-Signal
[2.7], wie es in Bild 4.2 dargestellt ist. Dem zu quantisierenden Signal x, wird ein
synthetisch erzeugtes Dither-Signal z;, iiberlagert, das QTO erfiillt — beispielsweise
kann fiir x;, eine gleichmiflige Verteilung gew&hlt werden. Fiir ein beliebiges x, ist
dann A(z,+x3) gleichméBig verteilt und statistisch unabhéngig von z,, d.h. die Quan-
tisierung wird modelliert durch Addition eines statistisch unabhéngigen Storsignals.
Ohne z;, wire dieses Storsignal aber statistisch abhéngig.

Allerdings pafit die Methode einer Quantisierung mit Dither-Signal schlecht zu ei-
ner digitalen Implementierung, wenn ()(.) die Bedeutung eines A/D-Wandlers fiir
ein analoges Signal x, hat : Wenn z;, analog erzeugt wird, so mufl bei der hinteren
Additionsstelle ein wertdiskretes mit einem analogen Signal verkniipft werden. Wenn
anderseits x;, wertdiskret (natiirlich in feinerer Auflosung als Q(.)) erzeugt wird, so
muf} bei der vorderen Additionsstelle ein wertdiskretes mit einem analogen Signal
verkniipft werden.

Bei manchen Anwendungen kann auf die Subtraktion des Dither-Signals vom quanti-
sierten Signal verzichtet werden, wenn beim quantisierten Signal nur gewisse statisti-
sche Eigenschaften interessieren. In [2.4], [2.5] wird untersucht, welche statistischen
Eigenschaften des Signals nach der Quantisierung mit einem Dither-Signal erhalten
bleiben, wenn ((.) bis auf die Sign-Funktion reduziert wird.

Am Ende dieses Kapitels soll betont werden, dafl in den Kapiteln 2 und 3 die Quanti-
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sierung der Verstellinformation der adaptiven Filter ganz andere Bedingungen an die
Signale stellt als die hier behandelte Quantisierung. In diesem Kapitel muf§ die Ver-
teilungsdichtefunktion méglichst bandbegrenzt sein, wihrend bei den wertdiskreten
Adaptionsverfahren die Werte der Verteilungsdichtefunktion an den Sprungstellen
der Quantisierungskennlinie méglichst grofl sein sollen. Allerdings sind die Vorausset-
zungen und Ziele auch nicht miteinander vergleichbar : Hier liegt der Schwerpunkt
auf dquidistanten hochauflésenden Quantisierern, wihrend bei den Adaptionsverfah-
ren eine optimale Verteilung der Sprungstellen des Quantisierers gesucht ist und Q(.)
moglichst bis zur Sign-Funktion reduziert werden soll.
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Kapitel 5

Berechnung der Storleistungen in
einem speziellen
Vollduplex-Empfanger

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde das Verhalten der wertdiskreten variablen Filter bei
verschiedenen Adaptionsverfahren theoretisch analysiert. Der zweite Teil beschéftigt
sich nun konkret mit speziellen Empfingern fiir die Dateniibertragung. Bei diesen
Empfingern wird die Ubertragungsgiite iiblicherweise mit der Fehlerwahrscheinlich-
keit erfalt. Ein sinnvolles Ziel ist also die Berechnung dieser Fehlerwahrscheinlichkeit
unter besonderer Beriicksichtigung der wertdiskreten Signalverarbeitung. Wesentli-
che Bausteine im Empfinger — sowohl hinsichtlich des Realisierungsaufwandes wie
des Einflusses auf die Fehlerwahrscheinlichkeit — sind die adaptiven Filter und die
A/D- bzw. D/A-Wandler.

Auf eine Formulierung in méglichst grofier Allgemeinheit wird jetzt verzichtet, weil
sonst die Darstellungen zu schwerféllig werden. Im wesentlichen wird nur ein Beispiel
betrachtet — und zwar ein Basisbandempfinger fiir eine Vollduplex-Dateniibertra-
gung nach dem Echokompensationsprinzip. Dabei liegen die gleichen Voraussetzungen
vor wie z.B. in [4.5]. Eine konkrete Anwendung ist die U-Schnittstelle im ISDN,
und die dabei auftretenden Signalverhéltnisse werden hier auch groflienordnungsméiflig
vorausgesetzt. Eine Ubertragung der Ergebnisse und Rechenmethoden von diesem
Beispiel auf andere Empfénger macht dann keine besonderen Schwierigkeiten mehr.

Fiir den hier spezifizierten Empfinger werden zunichst die Storleistungen berechnet
und anschlieflend erfolgen ausfiihrliche Vergleiche zwischen der Theorie und den Si-
mulationsergebnissen. In Kapitel 6 werden dann die Wortlédngen in diesem Empfanger
nach der Fehlerwahrscheinlichkeit dimensioniert.
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5.1 Modell des Empfingers

In Bild 5.1 ist in starker Vereinfachung ein Vollduplex-Empfinger nach dem Echo-
kompensationsprinzip angegeben, wie er im ganzen zweiten Teil dieser Arbeit durch-
gehend betrachtet wird. Ein derartiger Empfianger wird z.B. auch in [3.2] untersucht,
so dafl die Darstellung der prinzipiellen Funktionsweise hier knapp gehalten werden
kann.

Der Empfénger enthilt zwei Kompensationsfilter : einen Echoléscher (EC = echo can-
celer) und einen entscheidungsriickgekoppelten Entzerrer (DFE = decision feedback
equalizer). Die Funktion dieser beiden Filter wurde schon in Abschnitt 1.4 beschrie-
ben. Von entscheidender Bedeutung fiir eine aufwandsgiinstige Dimensionierung des
Empfingers sind die Wortléingen des A /D-Wandlers und der Koeffizienten der beiden
adaptiven Filter. Fiir die Realisierung erweist sich der EC im Vergleich zum DFE als
aufwendiger und wird deshalb hier auch intensiver behandelt. Fiir die Schreibweise
wird vereinbart, daf ohne Indizierung immer der EC gemeint ist (Beispiel : g, =
EC-Ausgang und yprr; = DFE-Ausgang).

Im Sendezweig erzeugt der Leitungscodierer die Sendewerte ay, die sowohl dem Sen-
defilter (SF) wie dem Echoléscher zugefiihrt werden. Im Empfangszweig erfolgt hinter
dem Empfangsfilter (EF) die Abtastung (SH = sample and hold). Das abgetastete
Empfangssignal z, + yr + ny setzt aus folgenden Anteilen zusammen :

2y = Antwort des Ubertragungskanals auf die gesendete Datenfol-
ge by des fernen Teilnehmers (Nutzsignal)
(bei Bild 1.1 war dieses Signal identisch mit dem nicht-
kompensierbaren Signal — jetzt mufl jedoch zur Unter-
scheidung =z, fiir das Nutzsignal und w; fiir das nicht-
kompensierbare Signal geschrieben werden)

yr = Echosignal, abhingig von der eigenen Datenfolge ay

nry = additives weifles es gaufisches Rauschsignal

Der A/D-Wandler mit der Quantisierungskennlinie Qap(.) ist vor der Echokompen-
sationsstelle angeordnet. Der dabei entstehende Quantisierungsfehler wird mit

5AD,k = AAD(iEk + Yk + nk) = QAD(Ik + Yk + nk) — (iEk -+ Yk + nk) (5.1—1)

bezeichnet, so daf nach der A/D-Wandlung die Werte xj + yj + 1y + dap x vorliegen.
Nach der EC-Kompensationsstelle ergibt sich somit das Signal :

T+ g+ 0ADk T Yk — Uk = Uk + P (5.1-2)
= Uk = Pk
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Das nicht-kompensierbare Signal u, = ) + ny + dap x besteht im wesentlichen aus
dem Nutzsignal z; des fernen Teilnehmers, aber die anderen kleineren Anteile in wuy
diirfen nicht vernachléssigt werden.

Das Signal z;, wird wie in Abschnitt 1.4.2 in Vorschwinger, Hauptschwinger und
Nachschwinger zerlegt : &y = Zvork + THauptk + TNachk- Die Pegelregelung (AGC
= automatic gain control) bewirkt eine Verstirkung um den Faktor K derart, daf}
K- Thaupt i = bk—y gilt (K ist also der inverse Wert des Hauptwertes der Impulsantwort
und v ist die entsprechende Verzégerung dieses Hauptwertes).

Der Entscheider ist ein einfacher geddchtnisloser Schwellwertentscheider. Die Werte
br_, an seinem Ausgang sind Schétzungen fiir die Sendefolge by, des fernen Teilneh-
mers.

Die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit P{Ek_v # by, } ist das Ziel im néchsten
Kapitel. Eine geringe Anzahl von Fehlentscheidungen (z.B. weniger als 1 %) behin-
dert die adaptive Einstellung der Koeffizienten nicht wesentlich. Fiir die Berechnung
der von den adaptiven Filtern verursachten Storleistungen kann deshalb die Fehler-
wahrscheinlichkeit hier als Null angenommen werden, also l;k_v = by_,. Umgekehrt
muf} jedoch der Einfluf} der Storleistungen auf die Fehlerwahrscheinlichkeit in Kapitel
6 sehr genau beriicksichtigt werden.

Der DFE mit dem Ausgangssignal §prg; kompensiert (wie in Abschnitt 1.4.2 be-
schrieben) die mit K verstirkten Nachschwinger im Signal x). Bei ungenauer Koef-
fizienten-Einstellung verbleibt also ein Fehler

YDFEk — KINach,k - QDFE,k (5-1‘3)

Als Entscheiderfehler e, wird die Differenz zwischen Eingangs- und Ausgangssignal
des Entscheiders bezeichnet (nicht zu verwechseln mit Fehlentscheidungen). Bei rich-
tigen Entscheidungen gilt dann :

¢e = K(ovork + 1k +0apk) +K @i + ¢pFEK (5.1-4)

N S
-~

= €opt,k

1
= K ( Tvor,k + Nk + 5AD,k + ?@DFE,k> + Ko, = K(u,’; + (pk) (5.1—5)

= K(@vork + 1 + dapk + ©k) +¥DFEK (5.1-6)

N J

~
= UDFE,k

Dabei ist eqpt derjenige Entscheiderfehler, der bei optimaler Einstellung der EC-
und DFE-Koeffizienten entsteht.
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Nach (5.1-5) ist in e, das EC-Restsignal ¢, = yx — 95 unverfélscht enthalten und
die dabei iiberlagernden Komponenten werden mit u; bezeichnet. Zur Adaption des
EC kann nun entweder das Signal u; + ¢, nach der Kompensationsstelle oder der
Entscheiderfehler e, = K (u} + o) verwendet werden. Die GroBenordnung von uy ist
durch z;, und die Gréflenordnung von wj ist durch zve,, gegeben, so dafl bei Ver-
wendung des Entscheiderfehlers zur EC-Adaption erheblich giinstigere Verhéltnisse
zu erwarten sind.

Der Vergleich der EC-Adaption mit wu; bzw. u} zeigt, dafl der Begriff des nicht-
kompensierbaren Signals sich auf die Verstellinformation und nicht auf das Signal
direkt nach der Kompensationsstelle beziehen muf.

Der Quantisierer Q)(.) in Bild 5.1 soll die Quantisierungsschrittweite (Abstand der
quantisierten Werte) ¢ und #dquidistante Sprungstellen im Abstand ¢’ haben. Q(.)
erzeugt fiir die Q-Adaption des EC die quantisierte Verstellinformation Q(uy + ¢x)
bzw. Q(er) = Q(K (uj+y)). Natiirlich wird Q(ex) auch fiir die Q-Adaption des DFE
verwendet.

Die DFE-Adaption wird nur kurz erliutert : Geméa8 (5.1-6) wird mit uppg, der fiir
den DFE nicht-kompensierbare Signalanteil bezeichnet. Bei gemeinsamer Adaption
von EC und DFE mit dem Entscheiderfehler e; sind die beiden adaptiven Filter
verkoppelt :

e Bei der EC-Adaption mit e, = K (u} + @) ist u} von ¢ppg und somit von der
aktuellen Genauigkeit der DFE-Einstellung abhéingig.

e Umgekehrt ist bei der DFE-Adaption mit ey = uppgk + ¢prex UL Uppg; VOD
¢ und somit von der aktuellen Genauigkeit der EC-Einstellung abhéngig.

Die analytische Erfassung dieser Effekte unterbleibt aus Aufwandsgriinden — es wer-
den aber reprisentative Simulationsergebnisse zu den Auswirkungen der Verkopplung
angegeben.

5.2 Theoretische Berechnung der Storleistungen

Die eigene Datenfolge a; und die ferne Datenfolge by konnen als statistisch un-
abhéngig vorausgesetzt werden. Damit sind auch die Signale y; und zj statistisch
unabhéngig. Weiterhin ist das Rauschen nj hiervon statistisch unabhéngig.

Ferner wird vorausgesetzt, da§ y, und uy die Eigenschaft QTO0 exakt (oder zumindest
in guter Ndherung) erfiillen, so da8 dop ; geméf Satz 4.7 statistisch unabhéngig von
Yk, T, Ny ist und gleichmifig verteilt ist.
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Als Folgerung ist nun y, mit ux = x + ng + 0apy unkorreliert (yy ist statistisch
unabhéngig von den 3 Komponenten in uy, aber dennoch von wy selbst statistisch
abhéngig, wie noch gezeigt wird). Die Unkorreliertheit von g, und wuy, fiihrt zu der sinn-
vollen Annahme, dafl auch a; und wu; unkorreliert sind — dies ist eine Abschwéchung
der Voraussetzung (2.1-2).

In Kapitel 2 war die statistische Unabhéngigkeit von aj, und u) gemif (2.1-2) eine
grundlegende Voraussetzung. Exakt ist dies aufgrund des A/D-Wandlers nun nicht
mehr erfiillt, wie gezeigt werden kann : Dazu wird zunéchst n, = 0 vorausgesetzt.
Dies ist der ungiinstigste Fall, denn mit zusétzlichen Signalen werden die Amplitu-
denverteilungen glatter und die charakteristischen Funktionen schmaler, so daf} die
QT-Eigenschaften aus Abschnitt 4.3 besser erfiillt sind. Es seien y; und x; wertkon-
tinuierlich. Dann ist natiirlich auch dapx = Aap(yx + %) wertkontinuierlich. Wegen
der statistischen Unabhéngigkeit von z; und dap ist uy = x, + dap, ebenfalls wert-
kontinuierlich. Es gilt Qap (yx + Tx) = Yk + 2k +Oapk = Yk + ug. Wenn nun yy und wuy
statistisch unabhéingig wéren, so wire die Summe zweier wertkontinuierlicher Signale
wieder wertkontinuierlich, was sich hier aber offenkundig als falsch erweist. Also sind
yr und wuy statistisch abhéngig. Nicht gerechtfertigt wire somit die Annahme, dafl a,
und wuy, statistisch unabhéngig sind.

Die exakte Erfiillung der Voraussetzung (2.1-2) kann also nicht allgemein garantiert
werden. Dies ist leider ein Bruch in der ansonsten geschlossenen Theorie der wert-
diskreten Adaptionsverfahren — allerdings werden die Simulationsergebnisse dennoch
eine sehr gute Ubereinstimmung mit der unter der Voraussetzung (2.1-2) abgeleiteten
Theorie zeigen.

Offensichtlich ist (2.1-2) um so besser erfiillt, je feiner A /D-gewandelt wird. Allerdings
sollte die Wortlinge des A/D-Wandlers so kurz wie mdglich sein, da dies fiir eine
einfache Realisierung von zentraler Bedeutung ist.

Zusammenfassung Fiir die weiteren Rechnungen wird vorausgesetzt, daf die nach-
folgend aufgefiihrten 5 Komponenten des Entscheiderfehlers statistisch unabhingig
sind mit folgenden Verteilungen (die Erwartungswerte sind jeweils Null) :

©ks PDFEK, Mk normalverteilt (5.2-1a)
OAD & gleichméBig verteilt (5.2-1b)
Tyory  diskret verteilt, direkt aus der Impuls- (5.2-1c¢)

antwort berechenbar

Die Normalverteilung der Restsignale ¢, und ¢ppr kann aufgrund der Ergebnisse
aus Kapitel 3 angenommen werden.
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Mit der Quantisierungsschrittweite gap von Qap(.) gilt fiir die Varianz bzw. Leistung
des Entscheiderfehlers :

2
D*{eopir} = K? (DQ{LEVOL/C} + D*{ni} + qf—f) (5.2-2)
D*{er} = D*{eopri} + K*D*{ox} + D*{¢pres} (5.2-3)

Fiir die nicht-kompensierbaren Signale gilt :

2
D*{uy} = D*{x}+ D*{ny} + qlA—QD (5.2-4a)
1

Dz{u/’;} - K2 <D2{eopt,k} + D2{SODFE,k}> (5.2-4b)
DQ{UDFE’k} = DQ{Gopt’k} —+ KQDQ{(pk} (52—4C)

Die Leistungsverhéltnisse der Restsignale zu den nicht-kompensierbaren Signalen wer-
den notiert als

R2 — D*{¢pi} R2 — D*{ iy} 2 _ DZ{SODFE,k}
" D?{uy} g D?{uy} DEE D?{upppk}

und konnen beispielsweise geméfl Tabelle 2.3 berechnet werden.

(5.2-5)

5.3 Modelle fiir die Verteilung des Nutzsignals

In Bild 5.2 ist eine Impulsantwort dargestellt, die fiir Ortskabel typisch ist und in
dhnlicher Form auch beispielsweise in [6.4] angegeben ist. Die Abtastphase ist mar-
kiert. Das Signal x; entsteht durch Faltung dieser Impulsantwort mit der Datenfolge
b. Als Hauptwert ist selbstverstdndlich der maximale Wert an der Stelle 2 anzuspre-
chen, so dafl nur ein sehr kleiner Vorschwinger verbleibt.

Die Amplitudenverteilung von z; hingt sehr stark ab vom verwendeten Leitungscode
fiir die by : Bei binér codierter Datenfolge entsteht eine der Normalverteilung sehr
dhnliche Verteilung, wihrend eine AMI-codierte Datenfolge eine bimodale, fast binére
Verteilung bewirkt.

Die Histogramme in Bild 5.2 wurden mit jeweils 99000 Takten erzeugt und ent-
sprechen mit der angegebenen Achsenbeschriftung der auf Varianz 1 normierten
Amplituden-Verteilungsdichtefunktion f, . (§). Direkt ablesbar ist f,, (0) = 0.38 bzw.
= 0. Aus der Approximation f,, (§) = fq, (0) + &2 (0)/2 wird fiir den AMI-Code
o (0) = 2.4 gewonnen. Beim Binér-Code ergibt sich f; (0) = —0.25, —0.44, —0.31

fiir die Approximation bei £ = 2/7, 3/7, 4/7. Wegen der Dominanz von f, (0) ist der
genaue Wert hier jedoch unwichtig.
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Verteilung von wy : || Normal | Unimodal | Bimodal
g =00 | W= 0.40 0.38 0
E{Q*(uy)}/ W+ = 2.50 2.63
¢ =0, | WH= 0.99 1.01 1.02
E{Q%*(ux)} = 4.20 4.40 4.55
E{Q*(uy)}/ W+ = 4.24 4.36 4.46

W*ZQ/UU'W+, W+:quN(sn/Ju)

Q(.) ist definiert durch s, = ng',q =2

Tabelle 5.1: Wichtige Parameter ausgewéhlter Verteilungen fiir die S-
Adaption (¢’ = c0) und die Q-Adaption (mit ¢’ = o)

Die Signale z; und uy sind einander um so dhnlicher, je kleiner das Rauschen n; und
je feiner die A /D-Wandlung ist. Von x; und uy werden deshalb nachfolgend zwar noch
die Unterschiede in den Varianzen beriicksichtigt, aber nicht mehr die geringfiigigen
Unterschiede in der Form des Verteilungstyps : fz, (§) = fuy (€)-

Wenn nachfolgend von unimodaler bzw. bimodaler Verteilung die Rede ist, sind im-
mer die beiden Verteilungen aus Bild 5.2 gemeint (die natiirlich unabhéngig vom
Leitungscode der a; gew#hlt werden konnen). Ansonsten wird als Verteilung fiir uy
immer eine exakte Normalverteilung unterstellt. Fiir die theoretischen Kurven aus
Abschnitt 5.3.2 wird eine Grad 2 — Approximation nur fiir die bimodale Verteilung
bei S-Adaption verwendet. Ansonsten brauchen zur Berechnung von Restfehler und
Konvergenzgeschwindigkeit gemifi der Formeln (2.3-41) nur diejenigen Groflen be-
kannt zu sein, die in Tabelle 5.1 zusammengestellt sind.

Die Normal- und die Unimodal-Verteilung unterscheiden sich nicht wesentlich. Fiir
die Q-Adaption ist sogar zu erwarten, dafl alle 3 Verteilungen zu einem etwa glei-
chen Adaptionsverhalten fiihren. Wegen ¢ = 2 sind die S- und Q-Adaption direkt
miteinander vergleichbar.

Die Impulsantwort des Echosignals hat eine dhnliche Form wie die des Nutzsignals.
Allerdings ist das und auch die Amplitudenverteilung des Echosignals ohne weitere
Bedeutung.

5.4 Simulationsergebnisse

Abschnitt 5.4.1 beschreibt zunéchst da§ verwendete Prinzip zur Simulation einer Ein-
laufkurve. Abschnitt 5.4.2 gibt einen Uberblick zu allen Simulationsrechnungen, die

103



dann in den Abschnitten 5.4.3 (nur EC-Adaption) und 5.4.4 (gemeinsame EC-DFE-
Adaption) detailliert dargestellt werden.

5.4.1 Allgemeine Bemerkungen zum Simulations-Prinzip
einer Einlaufkurve

Fiir einen Simulationslauf werden 2 zuféllige, statistisch unabhéngige und dem Lei-
tungscode entsprechende Folgen a; und b, ausgewihlt. Aus den vorgegebenen Im-
pulsantworten fiir den Echokanal und den Ubertragungskanal des fernen Teilnehmers
ergeben sich damit die Folgen y; und z. Die Adaption des EC ergibt eine Vektorfolge
€k = Copt — ¢ von Koeffizienten-Fehleinstellungen bzw. eine Folge von Restsignalen
PR agsk = yr — Yg. Daraus kann eine Folge von Schéitzungen &,% fiir die Folge
der Restsignal-Varianzen o} = D*{¢;} = E{¢}} mit folgenden Methoden gewonnen
werden :

e Mittelung quer zum Prozefl (Scharmittelwerte) :
Dazu miissen viele Simulationsldufe mit jeweils zufélligen Datenfolgen aus-
gefiihrt werden und fiir jedes k£ wird iiber die jeweils aktuell beobachteten
Restsignal-Quadrate gemittelt. Praktisch scheidet diese Methode wegen des zu
groflen Aufwandes aus.

e Kurzzeitmittelung der ? iiber jeweils M Takte :

| M-l
6-13,M = 1Y Z ‘Pi—z‘ (5.4-1)
i=0

Zwar kann im eingeschwungenen Zustand o2 hiermit recht gut geschiitzt wer-
den, aber ansonsten muf3 M klein gewahlt werden, um die zeitlichen Schwankun-
gen in o7 zu erfassen. In Anhang A.7 wird gezeigt, daf3 6,%7M mit einer Varianz
behaftet ist, die erst bei M > L? kleiner wird als die Varianz der folgenden
Schétzung :

e Direkte Schitzung aus der Koeffizienten-Fehleinstellung :

~D .

52 = el e, ( = B{o | &) ) (5.4-2)

Copt 1St bei der Simulation natiirlich bekannt und somit auch e;,. Da &,
natiirlich ebenfalls bekannt ist, kann 67 problemlos berechnet werden.

Die rechte Gleichheit in (5.4-2) entspricht (2.1-14). Hieraus ergibt sich mit
der allgemeinen Formel (A.2-3) fiir bedingte Erwartungswerte die Folgerung
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E{6i} = E{FE{¢} | er}} = E{pi}, d.h. 6 ist eine erwartungstreue Schiitzung :

D{6? 2
o _ [2 (5.4-3)

k

Das rechte Resultat wird in Anhang A.7 hergeleitet. Danach hat die als Zu-
fallsvariable anzusehende Varianzschiitzung 67 eine Streuung proportional zum
Erwartungswert. Die Schiitzung 67 schwankt also um so weniger um ihren Er-
wartungswert o7, je kleiner o7 wird. Weiterhin nimmt die Grioe der Schwan-
kung mit wachsender Linge des adaptiven Filters langsam ab.

Die Schétzung (5.4-2) ist natiirlich deshalb viel besser als die Schitzung (5.4-1), weil
die Werte aj nur noch {iber die Koeffizienten-Einstellung eingehen und nicht mehr
zusdtzlich {iber die Werte des Restsignals.

Die Werte
~9 T
/‘2 L O.k . Ek Qaask
Rk - O-_ZL — 0-73 (5.4_4)

werden bei den nachfolgenden Bildern im Abstand von 200, 500 oder 2000 Takten
ausgegeben. Die Folge der Werte R) kann natiirlich nicht zu einer glatten Kurve
verbunden werden, wie das bei den theoretischen Werten Ry = o4 /0, der Fall ist.

Fiir eine gute Bestédtigung der Theorie sollte Ry im linearen Mittel mit Ry iiber-
einstimmen. Die mittlere quadratische Abweichung betréigt nach (5.4-3) fir L = 32
ungefihr 1 dB, was durch die Simulationsrechnungen in etwa bestétigt wird. Auf-
grund des logarithmischen Maf3stabes fiir Ry, in den folgenden Bildern miissen die
Abweichungen gegeniiber Ry nach unter gréfler als nach oben ausfallen. Insgesamt
erlaubt aber die Grofle der mittleren quadratischen Abweichung keine Aussagen oder
Interpretationen, die von wesentlicher Bedeutung wéren.

5.4.2 Allgemeine Bemerkungen zu den
Simulationsrechnungen

In Abschnitt 5.4.3 (Bild 5.3 bis Bild 5.12) werden nur Simulationsergebnisse zur EC-
Adaption mit dem Signal u; nach der Kompensationsstelle ohne Beriicksichtigung des
DFE angegeben. In Abschnitt 5.4.4 (Bild 5.13 bis Bild 5.15) wird schliefilich wieder
der komplette Empfinger gemifl Bild 5.1 simuliert, wobei EC und DFE gleichzeitig
adaptiert werden.

Die Koeffizienten der variablen Filter werden zu Beginn der Adaption auf Null gesetzt.
Wegen D{uy} ~ D{x}} gilt Ry = op/0y = o/D{x}. Ry entspricht dem Verhéltnis
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‘ Bild H Konfig. ‘ Adap. ‘ Verteilung uy, Verstellgrofie Leitungscode

5.3 EC-Theorie K,S Normal Q, 0 =2714,2716 Binér
5.4 EC-Sim. K,S Normal a, o, =271 Binér
5.5 EC-Sim. S Normal 0 =2711,2713 Binér
5.6 EC-Sim. K irrelevant ac? =210 Binédr,MMS43,AMI
5.7 EC-Sim. S Normal ayo? = 2710 Bindr, MMS43,AMI
5.8 EC-Sim. S Normal a,, variabel AMI
5.10 EC-Sim. S Uni-,Bimodal O =212 Binér
5.11 EC-Sim. S,Q Unimodal a, =212 Binér
5.12 EC-Sim. S,Q Bimodal a, =271 Binar
5.13 | EC-DFE-Sim. K irrelevant a=21 appg =27° Binér
5.14 || EC-DFE-Sim. S Unimodal a=2"1% appp =2710 Binér
5.15 || EC*-DFE-Sim. S Unimodal a=2"% appg =271 Binér

L = 32; Lppg = 16; 02 = 1 wenn nicht anders angegeben

Tabelle 5.2: Verzeichnis aller Bilder mit theoretischen oder simulierten
Einlaufkurven

von Echosignal zu Nutzsignal und R, gibt dann den Abstand vom Restecho nach
der EC-Kompensationsstelle zum Nutzsignal an.

Eine Ubersicht zu allen simulierten Einlaufkurven zeigt Tabelle 5.2.

Die Verstellgrofien von EC und DFE werden mit a und appg bezeichnet. Fiir die
normierte EC-Verstellgroe wird o, = a/D{u;} geschrieben. Diese Groflen werden
in Kapitel 6 auf die Wortldngen der Koeffizienten umgerechnet.

Generell ist L = 32 bzw. Lprg = 16 die Anzahl der Koeffizienten beim EC bzw. DFE.
Bei bindirem Leitungscode gilt immer 02 = 1 — nur bei korrelierten Leitungscodes
werden die Ergebnisse in Abhiingigkeit von der Grole ao? bzw. a,0? angegeben.

Generell werden Simulationsergebnisse mit ausgezogenen (Rk) und theoretisch be-
rechnete Werte mit gestrichelten (Ry) Kurven dargestellt.

5.4.3 EC-Adaption

Die Simulationsergebnisse zur K- und S-Adaption bei unkorrelierten bzw. korrelier-
ten Leitungscodes werden in Abschnitt 5.4.3.1 bzw. 5.4.3.2 dargestellt. In Abschnitt
5.4.3.3 wird die S- und Q-Adaption behandelt, wobei wieder unkorrelierte Leitungs-
codes vorausgesetzt werden.
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Das Rauschen ny, und der A /D-Quantisierungsfehler dop j werden hier als Null ange-
nommen, um zusitzliche Beeinflussungen der EC-Adaption zu vermeiden.

5.4.3.1 K- und S-Adaption bei unkorrelierten Leitungscodes

Zunichst werden in Bild 5.3 ausschliefSlich theoretische Einlaufkurven gezeigt. Dabei
ist Ry, = —30...— 35 dB ein typischer und realistischer Wert (Beispiel ISDN-U-
Schnittstelle). Der Vergleich unterschiedlicher Verstellgroen zeigt, daf§ kleine Ver-
stellgroBen zu kleinen Restfehlern bei sehr langsamer Konvergenzgeschwindigkeit
fiihren. Hohe Konvergenzgeschwindigkeit ist nur um den Preis eines grofien Rest-
fehlers erreichbar. Die K- und S-Adaption darf natiirlich nicht beziiglich der Ver-
stellgroBBe a verglichen werden, sondern sinnvollerweise beziiglich des erreichbaren
R Fiir einen gleich groflen Restfehler mufl a bei der K-Adaption etwa dem Wert
a, = a/oy bei der S-Adaption entsprechen. Bei gleichem R, wird bei der S-Adaption
Rj ~ R, nach etwa 30 % lingerer Adaptionszeit erreicht als bei der K-Adaption.

Zur Vermeidung sehr langer Adaptionszeiten wird die Verstellgréfie in den folgen-
den Bildern unrealistisch grof gewihlt, so da} nur etwa R, ~ —20 dB gilt. Zur
Uberpriifung der Theorie ist das vollig ausreichend, da die Theorie um so genauer
stimmt, je kleiner R., wird, wie in Kapitel 2 mehrfach ausgefiihrt wurde.

In Bild 5.4 erfolgt ein erster Vergleich zwischen der Theorie und der Simulation.
Bei der K-Adaption ist die hervorragende Ubereinstimmung offensichtlich. Dagegen
konvergiert die S-Adaption anfangs (d.h. bei R, > 0 dB) viel langsamer, als es die
theoretische Kurve voraussagt. Die Ursache dafiir ist einfach einsehbar : Die Vertei-
lungsdichtefunktion von wu wird durch eine konstante Funktion approximiert, ndmlich
durch ihren Wert an der Stelle 0. Bei Ry > 1 (d.h. D{¢x} > D{uy}) wird diese Appro-
ximation noch in Bereichen wirksam, wo die Verteilungsdichtefunktion schon wieder
stark abgeklungen ist. Deshalb erscheinen die Funktionswerte W (o) filschlicherweise
zu grof} (siehe auch Bild 2.3).

Die Anfangsadaption bis Ry ~ 0 dB ist freilich kein ernsthaftes Problem, wie noch
bei Bild 5.8 erkldrt wird. Fiir den entscheidenden Bereich von 0 dB bis —28 dB ist
die S-Adaption in Bild 5.4 (genau wie mit Bild 5.3 vorausgesagt) tatséchlich nur etwa
30 % langsamer als die K-Adaption. Durch geeignete Verschiebung der theoretischen
Einlaufkurve ergibt sich auch fiir die S-Adaption eine sehr gute Ubereinstimmung
mit der Simulation.

In Bild 5.5 wird nochmals der Einflul unterschiedlicher Verstellgrofien demonstriert.
Bei einem Start der Adaption mit Ry = —3 dB stimmt die theoretische Einlaufkurve
sehr genau, wihrend bei Ry = 43 dB die Anfangsadaption etwas zu schnell voraus-
gesagt wird und somit wieder eine Verschiebung der theoretischen Kurve notwendig
ist.
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5.4.3.2 K- und S-Adaption bei korrelierten Leitungscodes

In Bild 5.6 wird der Einfluf} verschiedener Leitungscodes auf die K-Adaption ge-
zeigt. Starke Korrelationen wie beim AMI-Code bewirken eine extrem verringerte
Konvergenzgeschwindigkeit, obwohl schliefilich das gleiche R, wie beim Binér-Code
erreicht wird. 1 dB Abstand zum Restfehler (= —18.1 dB) werden beim Binér-Code
nach 4200, beim MMS43-Code nach 12000 und beim AMI-Code nach 80000 Takten
erreicht.

Die gleiche hervorragende Ubereinstimmung zwischen Theorie und Simulation zeigt
Bild 5.7 fiir die S-Adaption, wo die Verhéltnisse im Prinzip wie bei der K-Adaption
sind. 1 dB Abstand zum Restfehler (= —17.1 dB) werden beim Binér-Code nach 6500,
beim MMS43-Code nach 15000 und beim AMI-Code nach 95000 Takten erreicht.

Insbesondere beim AMI-Code ergibt sich die unbedingte Notwendigkeit einer Konver-
genzbeschleunigung. Eine einfache und zugleich sehr wirksame Methode ist die Um-
schaltung der Verstellgrofien, wie es in Bild 5.8 demonstriert wird. Eine Moglichkeit
dazu ist die Umschaltung nach festen vorgegebenen Zeiten. Eine noch besseres Ver-
fahren ergibt sich bei einer adaptiven Umschaltung der Verstellgréfien, wobei das
Umschalt-Kriterium auf der Genauigkeit der Koeffizienten-Einstellung beruht. Im
Einzelfall kann damit die Konvergenzzeit um mehr als den Faktor 100 verkiirzt wer-
den. Ein solches Verfahren wird in [6.1] beschrieben und kann mit den in dieser Arbeit
entwickelten Methoden auch theoretisch genau analysiert werden.

Nebenbemerkung zu Bild 5.8 : Ab Taktnummer 21000 konnen 2 theoretische Einlauf-
kurven bei gleicher Verstellgréfie miteinander verglichen werden, die sich zunéchst
nur durch verschiedene Anfangswerte Rgig99 unterscheiden. Es fillt jedoch auf, dafl
bis zur Taktnummer 23000 die untere Kurve erheblich schneller als die obere Kur-
ve konvergiert. Bei einem Leitungscode ohne Korrelationen wiirden beide Kurven in
diesem Bereich parallel verlaufen. Der unterschiedliche Verlauf bei korrelierten Codes
wird dadurch verursacht, daf§ die Gewichte w; in (2.5-30) explizit von der Anfangs-
Koeffizienten-Einstellung abhingen und nicht nur vom Anfangs-Restfehler. Bis zur
Taktnummer 21000 ist die untere Kurve im Gegensatz zur oberen Kurve schon nahe
bei ihrem Endwert, so daf3 die Koeffizienten-Fehleinstellung nach Satz 2.4 weitgehend
unkorreliert ist und somit die w; klein ausfallen (das gilt entsprechend auch fiir die
S-Adaption).

Fiir die Verhiltnisse aus Bild 5.7 beim AMI-Code zeigt nun Bild 5.9 den im Verlauf
der Adaption wechselnden Einflufl verschiedener Eigenwerte der Autokorrelationsma-
trix. Fiir verschiedene Zeitpunkte k sind die Werte wytf, . .., w3 5, sowie am linken
Bildrand zusétzlich die Summe

31
E witf = O',% — O'go
i=0
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S-Adaption

31
| log ( Z w; t‘f) ur ~ Normal , a; ~ AMI
1 i=0
K @02 == 230
log (w; t7)
(do)i =1
<
¢ : k=0
=]
k =1000
-9
k =2000
k=4000
k=8000
k=16 000
| l; L] T T T 1] L] 1] I k' L} L T T 1} L ] T T :(
Waot1o Waot20 Wait3

Bild 5.9: Darstellung des im Verlauf der Adaption stark wechselnden
Einflusses einzelner Eigenwerte auf die Konvergenzgeschwindigkeit
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angegeben (siehe (2.5-30), (2.5-31) und die dort folgenden Bemerkungen). Dabei wur-
de (dy); = 1 gesetzt. Der maximale Term in der Summe tritt auf

fir k=0 bei i = 31 (groBiter Eigenwert),
fiir £ = 1000 beii =13,

fiir k = 2000 beii=09,...,

fiir £k = 64000 bei =1,

fiir £ > 128000 bei ¢ = 0 (kleinster Eigenwert)

Fiir grofies k gilt also wotk ~ o} — 0. Die Zahlenwerte im vorliegenden Fall sind
wy = 0.002 264, ty5 = 0.999 992 944 und R, = —17.1 dB.

Allein mit der Kenntnis der Eigenwerte der Autokorrelationsmatrix des Leitungsco-
des ist nur eine méiflig genaue Bestimmung der Einlaufkurve moglich, wie Bild 5.8
gezeigt hat. Prizise Ergebnisse erhélt man nur, wenn fiir dy die exakten Werte einge-
setzt werden, wozu eine genaue Kenntnis der Koeffizienten-Fehleinstellung bei k£ = 0
sowie auch der Eigenvektoren der Autokorrelationsmatrix erforderlich ist. Mit die-
ser exakten Methode wurden die theoretischen Einlaufkurven der Bilder 5.6 bis 5.8
erzeugt.

5.4.3.3 S- und Q-Adaption bei unkorrelierten Leitungscodes

In Bild 5.10 ist das Verhalten der S-Adaption fiir die beiden extrem unterschiedlichen
ug-Verteilungen aus Bild 5.2 dargestellt. Bei der unimodalen Verteilung ergeben sich
dhnliche Verhéltnisse wie bei der Normalverteilung. Bei der bimodalen Verteilung
ist die Konvergenzgeschwindigkeit jedoch wesentlich langsamer und der erreichbare
Restfehler ist 9 dB schlechter. Fiir gleiches R, muf} die Verstellgrofie bei der bimoda-
len Verteilung um den Faktor 27¢ (Einnerung aus Bild 2.6 : 1 Bit gibt 1.5 dB Gewinn)
kleiner sein als bei der unimodalen Verteilung, wodurch sich der Unterschied in der
Konvergenzgeschwindigkeit extrem vergroflert.

Die beiden folgenden Bilder fiir die unimodale bzw. bimodale Verteilung verdeutli-
chen, welche Anderungen sich beim Ubergang von der S-Adaption zur Q-Adaption
mit ¢’ = o, (= Sprungstellen-Abstand) ergeben. Praktisch miissen dazu 5 (unimodale
Verteilung) bzw. 3 (bimodale Verteilung) Sprungstellen in der Quantisierungskenn-
linie Q(.) realisiert werden. Wegen ¢ = 2 (= Quantisierungsschrittweite) bedeuten
gleiche Verstellgroflen auch gleichen Werteabstand bei den Koeffizienten fiir S- und
Q-Adaption.

In Bild 5.11 wird zunéchst die unimodale Verteilung betrachtet. Die Q-Adaption fiihrt
hier zwar gegeniiber der S-Adaption zu einer héheren Konvergenzgeschwindigkeit,

aber auch zu einem grofleren Restfehler. Das entspricht genau der Aussage aus Bild
2.4.
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Anders sind die Verhéltnisse bei der in Bild 5.12 dargestellten bimodalen Verteilung.
Durch die Q-Adaption wird der Restfehler reduziert bei gleichzeitiger Erh6hung der
Konvergenzgeschwindigkeit. Wie bereits nach Tabelle 5.1 zu erwarten war, besteht
bei der Q-Adaption zwischen der unimodalen und der bimodalen Verteilung kein
wesentlicher Unterschied mehr.

5.4.4 Gemeinsame Adaption von EC und DFE

Es werden folgende Voraussetzungen getroffen : Die beiden Datenfolgen a; und by sei-
en binir codiert mit o2 = 1. Die Nutzsignal-Tmpulsantwort aus Bild 5.2 fiihrt zu uni-
modalen Verteilungen bei uy, uy, uppg, . Das Verhéltnis von Echosignal zu Nutzsignal
betragt D{yy}/D{zr} = +5 dB und es gilt K = 16 fiir die AGC-Verstirkung. Als
Rauschabstand wird D{n;}/D{x;} = —40 dB gewé&hlt. Der A/D-Wandler wird mit
12 Bit Auflésung angesetzt. Bei Filterlingen von L = 32 und Lppg = 16 verbleiben im
Nutzsignal x;, keine unkompensierbaren Vor- und Nachschwinger von nennenswerter
Groflenordnung. Daraus folgt D{eqpt r} = —34.8 dB.

In den nachfolgenden Bildern sind die Verstellgrofien direkt angegeben ohne Bezug
auf die Streuung der jeweiligen nicht-kompensierbaren Signale. Dick ausgezogen sind
die Kurven fiir die Entscheiderfehler-Komponenten D{eqpt 1}, K - D{¢r}, D{¢pre:}
gemif (5.1-4) sowie dick gestrichelt fiir den gesamten Entscheiderfehler D{e;} im
eingeschwungenen Zustand.

Die Simulationsergebnisse fiir die gemeinsame EC-DFE-Adaption sind in den Bil-
dern 5.13 und 5.14 dargestellt. Der EC wird dabei mit dem Signal wu; hinter der
EC-Kompensationsstelle und der DFE wird mit dem Entscheiderfehler e, adaptiert.
Ohne Beeinflussung durch den DFE lauft der EC hier wie gewohnt ein. Das Konver-
genzverhalten des DFE wird dagegen durch den Verlauf der EC-Adaption prinzipiell
beeinflufit. Um dabei den Unterschied zwischen K- und S-Adaption zu verstehen,
wird erinnert an (siehe z.B. Tabelle 2.3) :

unabhingig von D{uprg s} bei K-Adaption
RDFE,k ist 1 (54—5)
ist proportional zu ————= bei S-Adaption
\ D {UDFE,k}

In Bild 5.13 fiir die K-Adaption geniigt appg = 279, um die DFE-Komponente
D{¢prr} im Entscheiderfehler wesentlich kleiner als die EC-Komponente K - D{¢py}
zu machen. Die DFE-Adaption ist so schnell, dal Rppgj als konstant erscheint.
D{uprgr} wird durch o, = D{yx} dominiert und nimmt somit sehr langsam ab.
Als Folge davon nimmt auch D{¢prrs} = Rprei - D{uprrx} mit der gleichen ge-
ringen Geschwindigkeit ab.
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In Bild 5.14 fiir die S-Adaption ist die eigentliche DFE-Konvergenzphase schon nach
etwa 15000 Takten abgeschlossen, wéihrend sich dabei der EC noch nahe seiner
Anfangseinstellung befindet. Danach fiihrt die sich nur langsam verbessernde EC-
Einstellung zu einer ebenso langsamen Verbesserung von D{gy} bzw. D{upgg}. Als
Folge davon ergibt sich die zunéchst vielleicht {iberraschende Tatsache, dafl Rprg
grofler wird. Die theoretische Kurve dieser Rppg -Verschlechterung wird durch die
simulierte Kurve sehr gut bestétigt.

In Bild 5.15 ist mit EC*-DFE-Einlaufkurve gemeint, dal sowohl EC wie DFE gleich-
zeitig mit dem Entscheiderfehler adaptiert werden (hier nur S-Adaption). Der Ver-
gleich mit Bild 5.14 zeigt, dafl die Konvergenzzeit nur noch 4 % gegeniiber der EC-
DFE-Adaption betragt — obwohl zudem noch geringere Restfehler erreicht werden.
Die Wortlénge der EC-Koeffizienten kann um mehrere Bit verkiirzt werden. Bei der
nicht durch ein Bild dargestellten K-Adaption verkiirzt sich die Konvergenzzeit noch
starker von 200000 auf 400 Takte, so da} halbwegs glatte Einlaufkurven iiberhaupt
nicht mehr abgeleitet werden konnen.

Es 148t sich allgemein zeigen, daf fiir £ — oo gleiche R-Werte zu gleichen Beitriigen
der Restsignale zum Entscheiderfehler fiihren und dafl dies durch ein bestimmtes
Verhéltnis der Verstellgroflen garantiert werden kann :

K-a-L=oappg-Lorr < R, = Roreu

Bei K = 16, L. = 32 und Lprg = 16 wird diese Eigenschaft durch die Relation
a = 27 %appg erfiillt und so sind die Verstellgréfien in Bild 5.15 auch gewiihlt. Ab
Taktnummer 8500 stimmen R; und Rppgy tatsdchlich sehr gut iiberein. Auch der
Endwert fiir K - D{yy} = D{¢pprrx} wird durch die Simulation sehr gut bestitigt.

Die gegenseitige Verkopplung von EC und DFE bewirkt bei der K-Adaption, daf
sich R} und Rppgj unabhingig voneinander verbessern. Bei der S-Adaption gibt es
jedoch einen gegenléufigen Effekt : Eine Verbesserung bei Rppg ; hat hier sofort eine
Verschlechterung bei R; zur Folge und umgekehrt ebenso. Dies ist ein wesentliches
Charakteristikum wertdiskreter Adaptionsverfahren bei verkoppelten Filtern.
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Kapitel 6

Wortlangen-Dimensionierung eines
speziellen Vollduplex-Empfangers
nach der Fehlerwahrscheinlichkeit

Mit den Ergebnissen der vorangehenden Kapitel kann nun die Fehlerwahrscheinlich-
keit bei beliebigen digitalen Empfingern zur Dateniibertragung als Funktion der auf-
tretenden Wortlédngen berechnet werden.

Die Methoden zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit sind normalerweise wohl-
bekannt. Bisher uniiblich, aber aufgrund der in dieser Arbeit abgeleiteten Ergebnis-
se nun sehr naheliegend ist die explizite Formulierung der Fehlerwahrscheinlichkeit
als Funktion der Wortldngen. Dabei werden die Randbedingungen allerdings idea-
lisiert, d.h. es werden keine Taktphasen-, Trigerphasen oder AGC-Schwankungen
beriicksichtigt. Ferner wird auch nicht die eigentliche Fehlerwahrscheinlichkeit, son-
dern eine in Abschnitt 6.2 erklirte bedingte Fehlerwahrscheinlichkeit berechnet.

Als Beispiel dient nun wieder der in Kapitel 5 eingefiihrte Vollduplex-Empféinger.
Die wichtigsten Wortlingen — sowohl hinsichtlich der Ubertragungsgiite wie des Rea-
lisierungsaufwandes — werden dabei durch die Koeffizienten von EC und DFE sowie
durch den A/D-Wandler gegeben.

Vorausgesetzt wird die EC*-DFE-Konfiguration (also gemeinsame Adaption von EC
und DFE mit dem Entscheiderfehler) mit S-Adaption, unimodale Verteilungen fiir das
Nutzsignal und somit auch fiir die nicht-kompensierbaren Signale, als Leitungscode
der Bindrcode mit UZ = 1 sowie L = 32 und Lppg = 16 fiir die Lingen der adaptiven
Filter. Ferner soll durch geeignete Wahl der Verstellgroen die Eigenschaft (5.4-6)
erfiillt sein.
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6.1 Berechnung der Storleistungen als Funktion
der Wortlangen

Fiir den A/D-Wandler mit der Quantisierungsschrittweite gap, der Wortlénge Wap
und dem Maximalwert Mup gilt nach (A.3-6) der Zusammenhang :

1-Wap
gap = Map - 2 (6.1-1)

Wenn der A/D-Wandler genau auf den maximalen Empfangspegel angepafit wird,
gilt fiir die Auswirkung des A /D-Quantisierungsfehlers am Entscheider :

1-Wap
4

V12 V12

Also ist das Verhiltnis von maximalem Empfangssignal zum Hauptwert der Nutzsig-
nal-Impulsantwort (= 1/K) der einzige fiir die Dimensionierung des A/D-Wandlers
relevante Signalparameter.

D{K -éaps} =K - = K - max |z + yr + ngl - (6.1-2)

Bei der S-Adaption entspricht der Quantisierungsabstand der wertdiskreten Koeffi-
zienten genau der Verstellgrofle. Mit den Maximalwerten M¢ bzw. Mcprg und den
Wortldngen W bzw. Weppg der EC- bzw. DFE-Koeffizienten gelten die Zusam-
menhénge :

1-W,
a = MC -2 ¢
(6.1-3)
1-WcDFE
aprg = Mcprg - 2
Die Umrechnung von «,, auf W erfolgt so :
M. 1-W, M. 1-W,
Gy = —— ¢ “n ¢ ¢ (6.1-4)

= Dluy - Dl T D{m)

Signalparameter der Form “Verhéltnis von Maximalwert der Echo-Impulsantwort zur
Streuung des Nutzsignals” werden auch als crest-Faktoren bezeichnet [4.5].

Der Maximalwert des Empfangssignals wird nun auf 1 normiert. Dann liegen bei dem
Beispiel aus Bild 5.15 folgende Zahlenwerte fiir Nutzsignal x; und Echosignal y; vor
(Impmax = Maximum der entsprechenden Impulsantwort) :

max |zx] = 0.33  D{xx} =0.11 Impmax(zg) =0.06 =1/K
max |yx| = 0.67  D{yx} =0.19  Impmax(y) = 0.12 = Mc
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Es gilt also K = 16, Mc = 272 und aus Sicherheitsgriinden wird Mcppg = 1 festge-
legt. Die angestrebte Eigenschaft (5.4-5), also gleiche Beitrige von EC und DFE zum
Entscheiderfehler, wird in diesem Beispiel durch die Wortlédngen-Relation

We = Weprg + 2 (6.1-5)

garantiert. Abweichend von Abschnitt 5.4.4 wird D{ny}/D{z;} = —22 dB fiir den
Rauschabstand festgelegt und weiter wird iiber v, ein Vorschwinger von 45 % des
Hauptwertes der Nutzsignal-Impulsantwort eingerechnet.

Uber die Formeln (5.2-2) bis (5.2-5) aus Abschnitt 5.2 kann somit die Varianz des
Entscheiderfehlers als Funktion von Wap, We und Weppg berechnet werden. Mit (5.2-
1) kann sogar die Verteilungsdichtefunktion des Entscheiderfehlers exakt bestimmt
werden.

6.2 Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit als
Funktion der Wortlingen

Fiir die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit muf} die Verteilung des Entscheider-
fehlers bekannt sein. Um diese Verteilung exakt berechnen zu konnen, werden die
Restsignale ¢, und ¢prg nach Kapitel 3 und gemif (5.2-1a) als normalverteilt an-
genommen.

Das Koeffizienten-Zittern kann also wie das thermische Rauschen behandelt werden.
Dies gilt natiirlich nur fiir die Amplituden-Verteilung und keinesfalls fiir die spektra-
len Eigenschaften der Restsignale. Im Vergleich zur Datenrate ist die Koeffizienten-
Fehleinstellung extrem niederfrequent bzw. niherungsweise konstant, so daf§ die Rest-
signale in der Kurzzeit-Betrachtung sowohl hinsichtlich Verteilung wie spektraler Fi-
genschaften allein durch die entsprechenden Eigenschaften der Datenfolge bzw. des
Leitungscodes geprigt sind. Erst iiber ldngere Zeit hinweg betrachtet stellt sich dann
die Normalverteilung der Restsignale ein — aber fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit ist
auch nur diese Langzeit-Betrachtungsweise mafigebend.

Die spektralen Eigenschaften der Restsignale sind irrelevant, weil die Restsignale nicht
mehr gefiltert werden und weil anstelle der eigentlichen Fehlerwahrscheinlichkeit eine
bedingte Fehlerwahrscheinlichkeit P, berechnet wird. P, sei die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler unter der Voraussetzung, dafl der vorangehende Abschnitt fehler-
frei ist (der fehlerfreie Abschnitt soll dabei mindestens so lang wie die DFE-Lénge
sein). Fiir P, brauchen deshalb auch Effekte durch Fehlerfortpflanzung im DFE nicht
beriicksichtigt zu werden.
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Bild 6.1: Fehlerwahrscheinlichkeit P, in Abhéingigkeit von den wichtig-
sten Wortlédngen
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In der Praxis ist P, oftmals wichtiger als die eigentliche Fehlerwahrscheinlichkeit :
Ublicherweise werden die Daten in Blocken iibertragen, die durch (dem Empfénger
bekannte) Synchronisationsinformation getrennt sind. Wenn ein Block einen Fehler
enthélt, ist es sinnvoll, wenn dann der gesamte Block als fehlerhaft eingeordnet wird.
Diese Blockfehlerrate kann direkt aus P, berechnet werden.

Fiir den Binércode gilt leicht einsehbar :
P, = P{e, < -1} (6.2-1)

Die numerische Berechnung von P, ist problemlos : Die Verteilungsdichtefunktion
des Entscheiderfehlers e, ergibt sich als Faltung einer Normalverteilung mit einer
gleichméfligen und einer binédren Verteilung und iiber diese Funktion wird dann inte-
griert.

Fiir die am Ende von Abschnitt 6.1 spezifizierte Situation wird in Bild 6.1 die bedingte
Fehlerwahrscheinlichkeit P, als Funktion der Wortlingen Wxp, We und Weppg be-
rechnet. Offensichtlich stellen 15 bzw. 13 Bit fiir die Koeffizienten-Wortldngen und 9
Bit fiir den A/D-Wandler gewisse Grenzen dar, iiber die hinaus ein erhéhter Aufwand
keine nennenswerten Verbesserungen mehr bringt. Die gestrichelte Kurve bezieht sich
auf den Fall W = 13, Weppg = 11 und hierbei wird der Quantisierungsfehler am
A /D-Wandler félschlicherweise als normalverteilt eingerechnet — die Abweichung zum
richtigen Ergebnis erweist sich als ziemlich grof, d.h. es mufl unbedingt die richtige
Verteilung von dap x beriicksichtigt werden. Insgesamt wird der A /D-Wandler neben
den adaptiven Filtern als weitere wesentliche Quelle von Quantisierungsgerduschen
deutlich.

Die Uberpriifung der theoretisch berechneten Ergebnisse aus Bild 6.1 mit Hilfe von
Simulationen (Fehlerzihlung) gelingt aus Aufwandgriinden nur bis £, > 10~%. Dabei
ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung, sofern man fiir die Erzeugung der nor-
malverteilten Zufallszahlen einen hinreichend genauen Zufallsgenerator verwendet.

Schon bei kleinen Anderungen in der Rauschleistung oder der Gréfie des Vorschwin-
gers oder der Verstarkungskonstanten K verschieben sich die Kurven in Bild 6.1 ganz
erheblich. Die speziellen Ergebnisse aus Bild 6.1 diirfen also nicht auf dhnliche Situa-
tionen iibertragen werden, sondern miissen jeweils wieder neu berechnet werden.

6.3 Beispiel einer exakten Wortlingen-Dimensio-
nierung

Fiir die Situation aus Bild 6.1 mit W = 15, Weprpg = 13 und Wap = 9 erfolgt
nun eine Dimensionierung sdmtlicher Wortldngen im Empfinger. In Bild 6.2 ist das
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Ergebnis in Form von Tripeln (Wortldnge, Maximalwert, Quantisierungsschrittweite)
dargestellt.

Fiir den Empfianger wird eine vorgeschaltete Pegelregelung im analogen Teil voraus-
gesetzt, so dal der Maximalwert des am A/D-Wandler anliegenden Signals immer
als konstant 1 angenommen werden kann. Somit fithrt Wp = 9 auf eine Quantisie-
rungsschrittweite von 278,

Die Angaben fiir den EC in Bild 6.1 haben sich auf den Fall Mc = 273 bezogen und
somit ergibt sich das Tripel (15,273,2717) als Beschreibung der EC-Koeffizienten.
Aus Sicherheitsgriinden muf fiir den allgemeinen Fall als Maximalwert der EC-
Koeffizienten der Maximalwert 1 des quantisierten Empfangssignals mdoglich sein.
Somit, erhoht sich die Wortléinge der EC-Koeffizienten um 3 Bit : (18,1,27'7). Der
Maximalwert des Akkumulators kann auf 1 gesetzt werden, denn Uberliufe im Akku-
mulator sind aufgrund der Normierung ausgeschlossen. Vom Akkumulationsergebnis
werden die 9 letzten Bits abgeschnitten, so dafi die Quantisierungsschrittweiten an
der EC-Kompensationsstelle zusammenpassen.

Die Verstirkungskonstante K nimmt nur positive Werte etwa im Bereich von 0 bis
2% = 16 an. Als Auflésung ist eine Quantisierungsabstand von 2-* = 0.0625 vorgese-
hen, womit eine 9*8-Bit Multiplikation erforderlich wird. Das Multiplikationsergebnis
ist durch (17,2*,2712) gekennzeichnet. Durch Abschneiden des hochstwertigsten Bits
und der 4 niedrigwertigsten Bits ergibt sich (12,23, 27%). Der Maximalwert 8 ist dabei
fiir alle Félle ausreichend.

Die Angaben fiir die DFE-Koeffizienten sind klar. Anders als beim EC miissen hier
fiir den Akkumulator aber 3 Bit zusétzlich vorgesehen werden, weil die Summe der
Abtastwerte der Impulsantwort natiirlich wesentlich gréfier als ihr Hauptwert sein
kann (beim EC ist dagegen die Gesamtsumme der Abtastwerte der Impulsantwort
kleiner als der Maximalwert des Empfangssignals).

Vom DFE-Ausgangssignal werden 4 Bit abgeschnitten, so daf} der Quantisierungs-
abstand zu dem Signal nach der AGC pafit. Fiir den Entscheiderfehler ergibt die
Quantisierung auf 1 Bit genau die S-Adaption.

In Bild 6.3 werden die Wortldngen im Echoléscher nochmals detaillierter angegeben,
wobei das Prinzip der verwendeten symbolischen Darstellung [4.5] entnommen wurde.
Die Liénge eines senkrechten Balkens entspricht der Wortldnge und die Position des
unteren Balkenendes im Wertigkeits-Niveau entspricht dem Quantisierungsabstand.
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In der Bildmitte sind die Koeffizienten mit 15 bzw. 18 Bit dargestellt. Nach rechts
schliefit sich der Akkumulator mit in jedem Fall 18 Bit an, von denen nur die 9
héchstwertigsten Bits an die EC-Kompensationsstelle gehen. Im linken Bildteil ist
die Adaption dargestellt. Die binire Gradientenschitzung ergibt sich aus der Multi-
plikation der binéren Verstellinformation mit dem binéren Schieberegister-Inhalt. Die
Multiplikation mit der Verstellgréfle bedeutet in der symbolischen Darstellung eine
Verschiebung in der Wertigkeit nach unten. Die Koeffizienten-Adaption wird dann
als Addition der verschobenen Gradientenschitzung zu der entsprechenden Stelle im
Koeffizienten-Wort realisiert. In Bild 6.3 ist noch die Moglichkeit umschaltbarer Ver-
stellgrofen angegeben, z.B. von 27! (Anfangsadption) iiber 27 und 2716 bis 277
(eingeschwungener Zustand).

Es ist vielleicht iiberraschend, dafl das EC-Ausgangssignal viel gréber quantisiert wird
als die EC-Koeffizienten. Im Extremfall eines adaptiven Filters mit nur einem Koeffi-
zienten wire das natiirlich grotesk. Bei mehreren Koeffizienten fiihrt die angegebene
Dimensionierung jedoch zu keinen wesentlichen Verschlechterungen in der Genauig-
keit der Koeffizienten-Einstellung, wie man leicht einsehen und auch per Simulation
iiberpriifen kann :

Es mufB zunichst grundsitzlich nur sichergestellt sein, daf sich kleinste Anderungen
der Koeffizienten in der Statistik der Verstellinformation ausprigen. Dazu muf
der Akkumulator natiirlich mit der vollen Wortbreite der Koeffizienten arbeiten,
weil sonst diese Wortbreite gleich verkiirzt werden konnte. Die Wortbreite des EC-
Ausgangssignals kann jedoch bei mehreren Koeffizienten verkiirzt werden, wie mit
Bild 4.2 plausibel wird : Ein Akku-Eingang sei x, und die Summe der anderen Akku-
Eingénge sei x;. Der quantisierte Akku-Ausgang ist dann Q(z, + x;) und aus diesen
Werten kénnen gewisse statistische Eigenschaften von z, wieder zuriickgewonnen
werden, d.h. kleinste Anderungen eines Koeffizienten priigen sich weiterhin im quan-
tisierten Ausgangssignal und damit in der Verstellinformation aus.

Auch bei der reinen S-Adaption ohne weitere Quantisierung im EC-Ausgangssignal
wirken sich in der mit 1 Bit quantisierten Verstellinformation noch kleinste
Anderungen eines Koeffizienten aus. Diese Tatsache ist in der in Kapitel 2 ent-
wickelten Theorie bzw. in Satz 2.2 enthalten, denn mit hinreichend kleiner Verstell-
grofle bzw. kleinem Quantisierungsabstand der Koeffizienten wird die Koeffizienten-
Einstellung beliebig genau.
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Anhang A

Einfache mathematische
Grundlagen und Beweise

A.1 Grundbegriffe zu Zufallsvariablen

Es sei x eine beliebige Zufallsvariable. Mit E{.} wird der Erwartungswert-Operator
bezeichnet : = E{x}. Fiir den Streuungs-Operator wird D{.} geschrieben :

o, = D{z} =/ E{2?} — p? (A.1-1)

Dann ist 02 = D*{z} die Varianz von z, die bei ; = 0 mit der Leistung F{z?}
iibereinstimmt.

Zu x wird die Verteilungsfunktion immer mit F}(.), die Verteilungsdichtefunktion (im
Fall der Existenz) mit f,(.) und die charakteristische Funktion mit C,(x) bezeichnet.
Es gilt also :

F(6) = Pla<e¢ (A12)
A (A1:3
Co(x) = Elexp(—i2mxa)} = / exp(—j2mE) f2(€) de (A14)

Die charakteristische Funktion ist hier direkt als Fourier-Transformierte der Vertei-
lungsdichtefunktion definiert, um die bekannten Eigenschaften der Fourier-Transfor-
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mation sofort anwenden zu konnen. Oftmals wird allerdings auch C,(—x/27) als
charakteristische Funktion bezeichnet.

Im Fall der Existenz konnen die r-ten Momente von z aus der r-ten Ableitung der
charakteristischen Funktion berechnet werden [6.3] :

CO(0) = (=j2m) - E{a"} 5  Cu(0)=1 (A.1-5)

T

Ferner wird folgender Zusammenhang vermerkt :

f;;’;) + %5(;@ (A.1-6)

Beispiele

(a) z = 0, d.h. z ist identisch Null. Es gilt F,(£) = 0_1(£) (= Sprungfunktion),
f2(€) = 6(€) (= Dirac-StoB) und C,(x) = 1.

(b) =z seiin [—q/2,q/2] gleichmé&Big verteilt. Dann gilt :

1 13 ) sin(mqy)
2(&) = —rect(2) o—e C,(x) =si(mgyx) = ——== A.1-7
fal€) = rect () () =si(max) = == (A.1-7)
Dabei bezeichnet rect(.) die Rechteckfunktion :

rect (£) = { oo El<1/ } (A.1-8)

sonst

(¢) x ~ N(p,0?) (Kurzschreibweise fiir die Normalverteilung). Es gilt :

f(§) = \/2;7 - exp (— (€ 2_05)2> (A.1-9a)
Fy(€) = % + %erf (i}g) (A.1-9b)
Co(x) = exp(—27120°x* — j2mp)) (A.1-9¢)

Zu einer Zufallsvariablen x mit y = E{z} = 0 und 0, = D{z} # 0 wird die auf
Varianz 1 normierte Zufallsvariable
1
TN = T
N D{IB} ’

D{zy} =1 (A.1-10)
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betrachtet, die stets durch den Index N gekennzeichnet wird. Die Verteilung von zy
wird auch als Verteilungstyp von x bezeichnet. Der Verteilungstyp aller N(0,0?)-
Verteilungen ist die N(0, 1)-Verteilung und der Verteilungstyp aller gleichméBigen
Verteilungen ist die gleichmiBige Verteilung mit rect(¢/4/12)/+/12 als Verteilungs-
dichtefunktion. Es gelten die Zusammenhénge :

Fay (&) = Fu(80a) (A.1-11)
T T T T ]' T g

B =it o) = 10O = e ) (0_) (A1-12)

CH(x) = Ui oy (%) = V() =0r-CM(xo,)  (A.1-13)

Fiir zwei normalverteilte mittelwertfreie Zufallsvariablen x; und z, (statistisch ab-
héngig oder unabhingig) wird noch folgende Eigenschaft notiert [4.17] :

g E{xl : 5172}

e A (A.1-14)

E{a: - sign(r,)} =

A.2 Bedingte Verteilungen

Es seien z und y zwei beliebige Zufallsvariablen, die statistisch abhéingig oder un-
abhéngig sein diirfen. Aus der mit f,, (&, 1) bezeichneten Verbundverteilungsdichte-
funktion wird die Verteilungsdichtefunktion von x gemif

f2(&) = / fuy(&sm) dn (A.2-1)

gewonnen. Die bedingte Verteilungsdichtefunktion f,,(£|n) kann sowohl aus der be-
dingten Wahrscheinlichkeit P{z < & | y = n} wie auch aus der Verbundverteilungs-
dichtefunktion berechnet werden :

fary(€lm) = d%P{x <{ly=n}= % (A.2-2)

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen = wird jetzt unter der Randbedingung y = 7
betrachtet. Jedem Wert 1 wird durch die Funktion g der bedingte Erwartungswert

g(n) = Bz |y =} = / £ Fu(€ln) de
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zugeordnet. Die damit definierte neue Zufallsvariable g(y) = E{x|y} ist eine Funktion
der Zufallsvariablen y. Fiir den Erwartungswert von g(y) gilt :

E{B{zly}} = E{g()} = / o) - £,(n) dn
=//kmmwnw&m

==/6/&MMM% mit (A.2-2)

S AR GL mit (A.2-1)
- E(x)
Zusammenfassend kann geschrieben werden :
E{E{z|y}} = E{x} (A.2-3)

Eine dhnliche Formel wird noch fiir Abschnitt 3.3.1 benotigt. Nach (A.2-2) kann

fm,y(fan) = fm\y(ﬂ??) ’ fy(n)
geschrieben werden. Die Integration nach 7 ergibt geméff (A.2-1) :

£2(6) = / Foa€ln) - £, () di (A.2-4)

Durch den Ubergang zur Stammfunktion (Integration nach &) ergibt sich schlieflich
das Resultat :

oo

Plaseh= [Plosely=n-hind=EPlr<€l))  (A29)

—00

A.3 Typen und Beschreibungen von
Quantisierungskennlinien

Eine Quantisierungskennlinie bzw. ein Quantisierer wird allgemein durch eine Trep-
penfunktion Q(.) beschrieben, die hier zur Vereinfachung als punktsymmetrisch (un-
gerade) vorausgesetzt wird. Alle in dieser Arbeit betrachteten Quantisierer sind somit
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von einem der beiden in Bild A.1 dargestellten Typen. Bei Typ 1 (auch “midtread”
genannt) liegt bei 0 keine Sprungstelle vor und 0 ist moglicher Ausgangswert. Umge-
kehrt liegt bei Typ 2 (“midriser”) bei 0 eine Sprungstelle vor und 0 ist kein moglicher
Ausgangswert.

Bild A.1 gibt auch an, wie die Numerierung der Sprungstellen s, festgelegt wird.
Dabei wird der Abstand ¢’ der Sprungstellen als dquidistant angenommen :

q = 80— Su1 (A.3-1)

Hierbei durchlduft n alle Sprungstellen von @(.). Diese Vereinbarung fiir den Laufin-
dex n soll fiir die gesamte Arbeit gelten, insbesondere auch fiir Summenformeln. Bei
der Quantisierung der Verstellinformation fiir das adaptive Filter kénnen eventuell
auch nicht-dquidistante Sprungstellen sinnvoll sein — in diesem Fall ist natiirlich ¢’
nicht definiert und es mufy gefordert werden, dafl die Sprungstellen s, symmetrisch
bzgl. 0 verteilt sind.

Die Ausgangswerte von ((.) sind jedoch immer dquidistant mit dem Abstand

q= Q(Sn + 0) - Q(Sn - 0) ’ (A'3'2)

der Quantisierungsschrittweite genannt wird. Um auf @)(.) die Fourier-Transforma-
tion anwenden zu konnen, muf} jeder Funktionswert der Mittelwert der rechts- und
linksseitigen Grenzwerte sein. Deshalb wird fiir die Sprungstellen definiert :

Q(sn) = Qsn +0) ; Qsn = 0) (A.3-3)

Diese Eigenschaft mufl natiirlich nicht in der Praxis realisiert werden — aber die
Theorie wird damit enorm vereinfacht. Fiir die Ableitung der Quantisierungskennlinie
gilt mit der Dirac-Funktion :

Q) =q- 3 6(6— 50) (A34)

(Fiir diese Eigenschaft ist es also sinnvoll, die Quantisierung explizit als Funktion Q(.)
zu schreiben). Bei vielen Anwendungen kann der Einflufl der Quantisierung allein mit
der Formel (A.3-4) eingerechnet werden, was eine sehr elegante und iibersichtliche
Methode ist.
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Typ 1 — Quantisierer

sp=(n—3)d

Q((Sna 3n+1)) =ng
Q(Sn) = (n - %) q

Typ 2 — Quantisierer

8q = '

Q(sn,$n41)) = (n+ 3) ¢
Q(sn) = ng

\ K

Y=

__Zq =k

Bild A.1: Vergleich aller punktsymmetrischen Quantisierungskennlinien
(¢ = dquidistanter Sprungstellenabstand, ¢ = Quantisierungsschrittwei-

te
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Bei der Quantisierung sind folgende Situationen unterscheidbar :

e Quantisierung digitaler Werte : Hier geht es z.B. darum, die Wortlédngen bei
der Darstellung digitaler Signale zu verkiirzen, was durch Rundungs- oder
Abschneide-Operationen erreicht werden kann. Hierbei sind — eventuell mit Aus-
nahme des Bereichs von s¢ bis s; — die Sprungstellen dquidistant mit ¢ = ¢'.
Die Quantisierungskennlinie ist meist vom Typ 1, da bei Typ 2 die Null als
Ausgangswert nicht moglich ist.

Das Zweier-Komplement, bei dem sich die gréfite positive und die grofite nega-
tive Zahl betraglich unterscheiden, verletzt die vorausgesetzte Punktsymmetrie.
Das ist jedoch unwesentlich, denn bei richtiger Dimensionierung wirkt sich die
Begrenzer-Funktion des Quantisierers nicht aus.

e Quantisierung analoger Werte : Ein wichtiges Beispiel hierzu ist der A/D-
Wandler am Eingang eines digitalen Empfingers. Die Sprungstellen sind dabei
ebenfalls dquidistant mit ¢ = ¢'. Die statistischen Eigenschaften von quantisier-
ten Zufallssignalen werden in Kapitel 4 untersucht.

e Quantisierung der Verstellinformation fiir adaptive Filter : Aquidistante hoch-
auflésende Quantiserer sind hier nicht gefragt, sondern Quantisierer mit mog-
lichst wenig verschiedenen Ausgangswerten. Das Problem der richtigen Vertei-
lung der (nicht notwendigerweise dquidistanten) Sprungstellen wird nicht durch
die Quantisierungstheorie aus Kapitel 4 geltst, sondern wie in Kapitel 2 durch
die Analyse der entsprechenden wertdiskreten Adaptionsverfahren.

Der einfachste Fall ist hier natiirlich die Quantisierung mit der sign-Funktion
(S-Adaption), die bei Typ 2 mit ¢ = 2 und ¢’ = oo und {s,} = {0} enthalten

1st.

Jeder Quantisierer mit Ausgangswerten endlicher Wortbreite wirkt natiirlich auch als
Begrenzer, d.h. es gibt eine Aussteuerungsgrenze spy,y und einen Maximalwert Mg
mit

€] > smax = |Q(§)| = Mg (A.3-5)

Die Aussteuerungsgrenze braucht aber meist iiberhaupt nicht explizit beriicksichtigt
zu werden, wenn Ubersteuerungen schon durch eine richtige Dimensionierung vermie-
den werden.

Bei W = Wortliinge sind 2"¢ Ausgangswerte darstellbar. Somit gilt mit der Quan-
tisierungsschrittweite ¢ und dem Maximalwert Mg der Zusammenhang :

Mg = q-2"e™! bzw. Wo =1+1d(Mg/q) (A.3-6)
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Mit dem néchsten Satz kann iiberpriift werden, ob die Ergebnisse bei der Q-Adaption
mit den Ergebnissen bei der K-Adaption vertréiglich sind. Dazu wird ) durch immer
feinere Stufung an die Identitit Q (&) = £ angenihert. Aus der Definition des Integrals
ergibt sich :

Satz A.1 Die Sprungstellen s,, seien dquidistant im Abstand ¢'. Dann gilt fiir jede
stetige Funktion A(.) :

oo

Iim <q'-2h(sn)) — [ ey e

— 00

A.4 Konvergenz von Iterationsverfahren

In diesem Abschnitt werden zwei Sitze zur Konvergenz allgemeiner Iterationsverfah-
ren formuliert, die in Kapitel 2 bei der Analyse der Adaptionsverfahren hinsichtlich
Konvergenzgeschwindigkeit und Endeinstellung angewendet werden.

Definition A.1 Es sei [ ein reelles Intervall von 7" : I — R eine stetig differen-
zierbare Funktion (d.h. die Ableitung ist stetig). Dann heif3t

1T = sup |T"(v)] (A4-1)

vel

die Norm von T beziiglich I.

Zur Unterscheidung von der euklidischen Norm fiir Vektoren und um die Abhéangigkeit
vom Bezugsintervall zu verdeutlichen wird die Norm mit I indiziert. Damit ||.||; alle
Bedingungen einer Norm erfiillt, miissen Funktionen, die sich nur um eine additive
Konstante unterscheiden, zu Aquivalenzklassen zusammengefaBt werden, was aber
fiir das Folgende unwesentlich ist.

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung kann man leicht zeigen, da8$ ||T||;
genau das Infimum aller Zahlen b ist, fiir die |T'(v) —T(w)| < b-|v—w| fiir alle v, w € T
gilt. Das ist die iibliche Erkldrung der Norm fiir nicht differenzierbare Funktionen.
Aus dem unter sehr allgemeinen Voraussetzungen giiltigen Fixpunktsatz von Banach
(siehe z.B. [6.5]) ergibt sich der folgende fiir den Beweis von Satz 2.2 (siehe Anhang
A.5) benotigte Spezialfall :
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Satz A.2 [ sei ein reelles abgeschlossenes, nicht notwendigerweise beschrinktes
Intervall und 7" : I — I sei eine Funktion von I nach I, die kontrahierend ist, d.h.
IIT; < 1.

Dann hat T genau einen Fixpunkt ¢ mit 7(0) = 0. Fiir das Iterationsverfahren
Vg1 = T'(vg) gilt mit beliebigem Startwert vy :

Voo := lim v, = 0 (A.4-2)

k—o00

Ferner gilt die Abschitzung :

[ — Vool < NIT7 - w0 — vec (A.4-3)

Aus (A.4-3) wird ||T]|; als bestimmende Grofie der Konvergenzgeschwindigkeit er-
sichtlich. Oftmals hat T die einfache Gestalt T'(v) = Av + B mit reellen Zahlen A
und B. In diesem Fall ist ||T'||; = |A| und offensichtlich gilt :

Satz A.3 Fiir das Iterationsverfahren vy, = Avy + B gilt :

1— A*

= A*vy+ B A4
Vg Vo + 11— A ( )

Fiir |A| < 1 existiert der Grenzwert und entspricht dem Fixpunkt :

B
= A4-5
Voo = T4 (A.4-5)
Weiter gilt :

|0k — Voo| = A" - g — Vo (A.4-6)

A.5 Beweis von Satz 2.2

Skizze des Beweisgangs : Zuerst wird die Existenz eines Fixpunktes 0 > 0 mit 7'(0) =
0 nachgewiesen. Dann wird das Intervall I = [vyin, v9] mit 0 < vpyin < ¥ und vy =
o (=Startwert) betrachtet. In diesem Intervall liegen die Werte aller auftretenden
Restsignal-Varianzen. Fiir ein hinreichend klein gew&hltes o wird ||T']|; < 1 gezeigt.
Schliefllich wird T" : I — I nachgewiesen, d.h. fiir v € I gilt auch T'(v) € I. Die
Anwendung von Satz A.2 komplettiert dann den Beweis von Satz 2.2.
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Der Beweisgang wird nun in 5 Schritte unterteilt :

1.Schritt Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2 gilt fiir die Funktionen W und
S geméfl Abschnitt 2.3.3 und 2.3.4 :

W (o), S(0) sind stetig differenzierbar fiir o > 0
W(0)=0 wegen (2.3-26b)
W(o0) = o0 wegen (2.3-25b)

0 < W'(c0) <00 wegen (2.3-27b) und endlich vieler Sprungstellen von @

W' (o) >0 fiir o > 0 wegen (2.3-27a)

S(0) >0 sonst wire Q(u) =0

|S(00)] < o0 wegen der Beschrénktheit von @
S'(00) =0 wegen (2.3-34c)

2.Schritt Zum Nachweis der Existenz eines Fixpunktes von T wird die Funktion

d(v) = v —T(v) = aog2W (Vv) — aS(v/v))

betrachtet. d(v) ist stetig fiir v > 0 und es gilt d(0) < 0 und d(cc) = oco. Nach
dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen existiert ein o > 0 mit d(0) = 0, d.h.
0 = T(v) ist ein Fixpunkt von 7.

3.Schritt Die nachfolgend definierten Hilfsfunktionen

(o) =" o) = T o) = 20—

sind stetig und haben endliche Werte fiir o > 0 mit
g1(00) =0, ga(c0) =0 , g(o0) =0

Fiir ein vorgegebenes oyin = \/Umin mMit 0 < Vpyin < 0 wird definiert :
Ky =sup{g(o) | 0 > omin}

Kl = sup {gl(U) | o> Umin}
Ky =inf{gs(0) | 0 > omin}
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(Fiir oyin = 0 miifite das Verhalten der 3 Hilfsfunktionen bei 0 = 0 bekannt sein,
was aber nicht der Fall ist — siehe jedoch (2.3-27¢) und (2.3-36b)). Fiir oy, > 0 wie
vorgegeben sind wegen der Stetigkeit der Funktionen die 3 Schranken endlich.

4.Schritt Es wird zundchst o < 2/K, gewédhlt. Ferner wird das Intervall I =
2

[Vmnin; Vo] = [02;,, 04] fiir die nachfolgenden Rechnungen gewiihlt. Die Ableitung von
T gemif (2.3-17) kann mit den Hilfsfunktionen ¢, g2 so geschrieben werden :
2 2
T'(0%) =1-ac’gi(o) + 042% g2(0)

T'(0?) wird nun fiir 02 = v € I betrachtet :

(a) Aus a < 2/K, folgt

202
- a

92(0) < aojgi(0)

und damit dann T"(0?) < 1.
(b) Weiter gilt

oo’

T'(0%) >1—ao2K; + 5K >0

Die rechte Abschétzung gilt entweder schon mit dem oben gewiahlten a oder kann
durch eine weitere Verkleinerung von « erfiillt werden.

Mit (a) und (b) ist insgesamt
IT||; = sup {‘T'(UQ)‘ | Umin < v <wo} <1

nachgewiesen. (Wegen 7"(cc) = 1 wiirde ||T'||,n,000 = 1 gelten und um dies zu
vermeiden mufl das Intervall I nach oben beschréinkt gew#hlt werden).

5.Schritt Fiir den Nachweis der Konvergenz mit Satz A.2 mufl noch nachgewiesen
werden, daf} fir v, < v < vy immer vy, < T(v) < vy gilt. (Fiir vm, = 0 und
vg = oo wire das trivial, aber dann wiirde ||T||; < 1 nicht gelten). Es gilt mit dem
Fixpunkt o :
-0 T —T(v
Vk+1 — U _ (vk) (’U) — TI(U*) . € (O, 1)

Uk—’lA) ’Uk—ﬁ

Die Existenz von v* zwischen 9 und v, folgt aus dem ersten Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung. Aus v, > 0 folgt also vgq > 0, d.h. dies ist der formale Nachweis
fiir die an sich selbstverstindliche Tatsache, dafl sich die Iteration oberhalb von o
abspielt. Weiter folgt v, 1 — 0 < vy — ¥ und somit gilt generell

Umin < U < Vgy1 < U < Vg
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Fixpunktkurve T{v)

dlv)=v-T(v)
V —— — — — — — — — — — —— —
k+1 | I
| l
L s | %
l |
| l |
T(0) } | l
1 | |
I | }
l l
| | ' | .
Vimin Vs A Y Yo »

Bild A.2: Zur Demonstration des Beweises von Satz 2.2

und somit immer vy € I = [Vpmin, Vo]-

Damit ist der Beweis abgeschlossen. Der Beweis kann auch im Fall der Taylor-
Entwickelbarkeit der Verteilungsdichtefunktion des Signals u; nicht wesentlich ver-
einfacht werden.

Die Verhéltnisse veranschaulicht Bild A.2 : Wegen T"(cc) = 1 wird ||T]|; um so
grofler, je grofier das Intervall T = [vyin, vo] gewdhlt wird. Fiir die Berechnung der
Konvergenzgeschwindigkeit im interessierenden Bereich der Endeinstellung sollte
so schmal wie mdéglich um v = v, gewédhlt werden.
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A.6 Beweis von Satz 2.3
Zur Vereinfachung wird @ = (g, ...,az_1)7 ohne den Index k geschrieben. Offen-
sichtlich gilt
E{a;a;} =X\i-6;; , dh  E{a} =X\
und vorausgesetzt wird
E{aia;} = Ni), (bei i # 7)
E{a;a}} =0 (bei i # j)
Blal} = o\

Diese Voraussetzungen sind erfiillt, wenn die a; normalverteilt wiren (weil dann die
Unkorreliertheit die Unabhéngigkeit gibt) mit ¥ = 3 oder wenn die @, bindr wéren mit
Y = 1. Beide Alternativen sind natiirlich nicht exakt erfiillt (die @; wéren allerdings
dann bindr, wenn die a; bindr wiren). Dennoch erscheint die Annahme mit ¥ = 3
verniinftiger. Fiir die Elemente von W), (k wird wieder unterdriickt, Z, ; sollen die
Elemente der Matrix Zj, sein) gilt nun :

Wipn=E {Z(&ka,{)l,izi,j(aka,{)j,m} = ZijE{aia;in }
i,J (2%

Fiir die Hauptdiagonale von W gilt :
Wi = Y ZijE{ajwa} = Y ZB{aja;}
1,J i
= DZuN + Y Zighdi = (9 —1)ZA7 + MSpur(ZA)
i

Damit ist der obere Teil von (2.5-12) bewiesen. Fiir die Elemente von W auflerhalb
der Hauptdiagonalen gilt mit [ # m :

I/Vl,m = Zl,mE{&ldl&mam} + Zm,lE{&lam&lam} - 2)\l)\le,m

Damit ist auch der untere Teil von (2.5-12) gezeigt.
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A.7 Zur Varianzberechnung von
Varianzschitzungen

Zum Nachweis der Aussagen aus Abschnitt 5.4.1 werden jetzt sowohl das Restsignal
pr wie der Vektor g, der Koeffizienten-Fehleinstellung als normalverteilt vorausge-
setzt.

(a) Zur Berechnung der Varianz von 67, = Y"1 "2 /M gemiB (5.4-1) wird
vorausgesetzt, daf sich o = F{p}} wiihrend der Mittelungsdauer nicht nennenswert
dndert und somit gilt {5} ,,} = o3. Aus der (zunichst willkiirlichen) Annahme
unkorrelierter Restsignale folgt :

M-1 M-1
. 1
E{oyu} = e Z E{op_i} + Z E{ei_i} E{vi_;}
i=0 i\j=0
ijij
Wegen der Normalverteilung von ¢y gilt E{¢}} = 30} und somit folgt :

R 1 M +2
E{O-IiM} =2 (M 230y + (M? — M) -a,%) = TO’,%

Fiir die Varianz ergibt sich

. . . M 42 2
DQ{UI%,M} = E{Uﬁ,M} - EQ{Uz,M} = TUI% - U/é = MUI%
und schliefilich folgt :

D{6}} /2 AT
ot Vi AT
Dieses Ergebnis wird in der Praxis aber nicht bestdtigt und somit ist die Annahme
unkorrelierter Restsignale unzulissig — auch bei unkorrelierten Leitungscodes. Erst
fiir |k — ] > L ist das Schieberegister des adaptiven Filters vollstéindig neu mit a;’s
besetzt und ¢, und ; konnen als unkorreliert angenommen werden. Die Schétzung
&y v wird sich also nicht wesentlich verschlechtern, wenn nur jeder i-te Wert ¢, fiir die
Mittelung benutzt wird. Wenn dennoch alle Zwischenwerte hinzugenommen werden,
ist in (A.7-1) M durch M/L zu ersetzen :

D{%r 1} 2L
F(oh] Vi .

Dieses Ergebnis wird durch die Simulationen in etwa bestétigt.
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(b) Die Varianzberechnung von 67 = €} ®,,6; gemiB (5.4-2) gelingt im Gegensatz
zur vorangehend untersuchten Schitzung (5.4-1) nun exakt :

Die Matrix Zj, = E{é.€} } konvergiert nach Satz 2.4 fiir die K-Adaption gegen die
Diagonalmatrix Z.,, die fiir kleines « konstante Diagonalelemente hat und somit ein
Vielfaches d der Einheitsmatrix ist : Zy ~ dE. Wegen g, = V& nach (2.5-3) gilt
somit auch

Elerel} = VE{§EEy VT =dVEVT = dE
Satz 2.3 lautet mit A = F{a;a; } und 9 =3 :
E{a.a} Z,aral'} = A Spur(Z,A) +24Z,A

Dieser Satz liefert mit dE = E{eie} } in direkter Analogie auch folgendes Resultat
(¥ = 3 gilt fiir normalverteiltes g5 exakt) :

E{erel @647} = d? (E Spur(®,,E) + 2E _cp,mE) (A.7-3)

Hiermit gilt nun :

E{6)} = E{el &, €l Pouer}
= Spur(@aa - E{ere} @aaskef})

= d*. Spur(@aa - Spur(®,,) + 2!152a> mit (A.7-3)

2
= d*- Spur’(®,,) (1 + 27Spur(d5aa) >

Spurz(diaa)
L—1
)2
Spur(&;,) i=0 1
= (d-Lo®)? - (1+2 = as’ _— __* A.7-4
(@-Lof - (142) 7= gl = S (A7)
1=0
In Abschnitt 5.4.1 wurde schon
of = E{6}} = E{e] ®.e1}
= Spur(E{®..ere.}) = Spur(®,,-dE) = dLo> (A.7-5)
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Code : Binar MMS43 AMI
L=4 0.250 0.268 0.345
L=38 0.125 0.136 0.180
L=16 0.063 0.069 0.092
L =32 0.031 0.035 0.042

Tabelle A.1: Der Parameter ~ bei verschiedenen Leitungscodes

gezeigt, so dafl fiir die Varianz nun folgt :

D63} = E{61} - E{67} = 0f(1+27) - o} = 270}

Schliellich ergibt sich :

Dt g 2
P = V=1

Mit der angegebenen Ndherung erhilt man das Resultat (5.4-3). Fiir unkorrelierte
Leitungscodes gilt exakt v = 1/L (leicht einsehbar) und ansonsten gilt v &~ 1/L, wie

Tabelle A.1 zeigt.
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