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1.1 Was ist Kanalcodierung ?

Teil 1, Seite 2

In der Shannon’schen Theorie werden drer Arten von
Codierung unterschieden:

Quellencodierung (source cudinﬂ: Die Nachrichten werden so komprimiert,
dafi zwar keine Informationen verloren gehen und somit eine perfekte Wie-
dergewinnung der Nachrichten mdaglich 1st, aber dafiir wird die Anzahl der zu
iibertragenden Symbaole reduziert. Durch Quellencodierung wird also iiber-
finssige Redundanz elimimert und das ﬂbertragungas}'stem entlastet.

Kanalcodierung (error control coding): Diese stellt Methoden und Verfah-
ren zur Verfiigung, mit denen Informationen von einer Quelle zur Sinke mit
einem Minimum an Fehlern iibertragen werden kimnen. Den eigentlichen In-
formationen wird sendeseitig kontrolliert Redundanz hinzugefiigt, so dall bex

der Ubertragung entstandene Fehler empfangsseitiz erkannt und korrigiert
werden kinnen. Damit 146t sich eine extrem hohe Zuverlissigkeit der iibert-
ragenen Daten erreichen. Ferner sind Storungen kompensierbar, die durch
andere Mafinahmen, wie beispielsweise durch eine Erhéhung der Sendelei-
stung, prinzipiell nicht zu verhindern wiren.

Kryptographie: Darunter wird die Codierung zur Verschliisselung verstanden,
um Nachrichten fiir Unberechtigte unlesbar zu machen bzw. um zu verhin-
dern, dafi Nachrichten gefilscht oder vorgetinscht werden kénnen. Wihrend
durch Kanalcodierung Nachrichten auch im Fall von Storungen lesbar blei-
hen, sollen die verschlusselten Nachrichten auch bei ungestorter ﬁbertragung
ohne Kenntnis des Schliissels unlesbar sein.



1.2 Codierung in der Nachrichtentbertragung

Teil 1, Seite 3
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Bild 1.1. Digitale Nachrichteniibertragung mit Kanal- und Quellencodierung

Neben a wird auch die Bezeichnung x verwendet um zu unterscheiden wie folgt:

a = Ausgangswerte des Kanalencoders

x = Eingangswerte des Modulators bzw. Diskreten Kanals



1.2 Codierung in der Nachrichtenlibertragung / Funkibertragung Teil 1, Seite 4
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1.2 Codierung in der Nachrichtentbertragung Teil 1, Seite 5

Die Daten u werden direkt als Quellendaten angesprochen mit der Bezeich-
nung Infobits im Binérfall bzw. Infosymbole im mehrstufigen Fall. Der Encoder
tiberfiithrt die Infosymbole bzw. Infobits u in die Codesymbole baw. Codebits a.
Dabel wird Redundanz hinzugefiigt, so dafi die Datenrate durch den Encoder
erhoht wird.

Mit dem Modulator wird der Encoder an den physikalischen Kanal (wa-
veform channel, continuous channel, transmission channel) angeschlossen. Der
physikalische Kanal kann keine diskreten Symbole ubertragen, sondern nur zeit-
kontinuierliche Signale. Somit ist es die Aufgabe des Modulators, den diskreten
Werten a derartige Signale zuzuordnen, die uber den physikalischen Kanal ubert-
ragbar sind. Darin enthalten 1st die Anpassung des modulierten Signals an den
Ubertragungsbereich bzw. an das Spektrum des physikalischen Kanals, insbe-
sondere also die Verschiebung des Basisbandsignals in die Bandpafilage. Bel den
in Kapitel 10 behandelten Verfahren der trelliscodierten Modulation 1st die Auf-
tellung des Senders in einen Encoder und einen Modulator allerdings nicht mehr
eindeutig und in der Form aus Bild 1.1 auch nicht sinnvoll.

Der physikalische Kanal 1st prinzipiell nicht ideal, d.h. er verdindert die Si-
gnale bel der Ubertragung. Das gilt sowohl bel drahtgebundener Lbertragung
(z.B. Teilnehmeranschlufileitung, Koaxialkabel, Glasfaserkabel), bel terrestri-
schen Funkkanalen (z.B. Mobilfunk, Richtfunk, Rundfunk, Kurzwellenfunk), bei
Satellitenstrecken, bei Speicherung (z.B. Magnetmedien, elektronische und op-
tische Speicher) wie naturlich auch bei Kombinationen dieser Kanale. Der phy-
sikalische Kanal 1st beispielsweise charakterisiert durch nichtideale Amplituden-
und Phasengéinge, durch Verzerrungen, durch Stérungen aufgrund von Rauschen
oder Ubersprechen oder aufgrund atmosphirischer Effekte oder verschiedener
Ausbreitungswege sowie durch absichtliche Stérungen.
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Am_Demodulator liegen also nicht exakt die zeitkontinuierlichen Sendesigna-
le an, sondern nur emne gestorte und verfalschte Version davon. Dennoch sollte
der Empfianger die zeitdiskreten Sendewerte bzw. die Infosymbole moglichst ge-
nau rekonstruieren. Dazu wird zunéchst im Demodulator aus dem Bandpafisi-
enal das Basisbandsignal zuruckgewonnen, was bei koharenten Empfangern eine
ideale Trager- und Phasensynchronisation einschhiefit. Daraus wird eine zeitdis-
krete Wertefolge hergestellt, so dafl jedem Codesymbol a emn Empfangswert y
entspricht. Bel der sogenannten Soft-Decision Demodulation soll der Demodula-
tor derartige Werte y herstellen, die fur den Decoder moglichst viel Information
enthalten — es mufl dann nicht zwangslaufig das Ziel sein, dall y moglichst genan
a entspricht.

Der Decoder arbeitet zeitdiskret: Aus der 1im Takt der Codesymbole anlie-
cenden Folge der Empfangswerte y wird eine Schatzung o fiir die Infosymbole
u abgeleitet, wobel diese Schatzung 1.a. eine zeitliche Verzogerung anfweist. Im
idealen Fall arbeitet der Decoder sogar sequenzweise: Erst nach dem Empfang

einer ganzen Sequenz von Empfangswerten wird auf emnen Schlag die ganze Se-
quenz der Infosymbole geschatzt.

Fiir den Modulator sind die Codesymbole a nur Sendewerte ohne Kenntnis
der Codierung. Um dies in besonderen Fillen hervorzuheben, werden in Analogie
zu den Ausgangswerten y des Demodulators die Eingangswerte des Modulators
auch mit x statt a bezeichnet.



1.3 Der Begriff des diskreten Kanals

Teil 1, Seite 7
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Bild 1.2. Erzeugung des dskreten Kanals durch das Modulatonssystem Abstract discrete channel

Typischerweise wird im Encoder und Decoder mit bindren Zahlen {0,1} ,gerechnet”
(bei g=2), wahrend der Modulator mit reellen Zahlen {-1,+1} gespeist wird.

Das Mapping im rechten Bild stellt diesen Zusammenhang formal her, meistens

ist dieser Formalismus jedoch von untergeordneter Bedeutung.

A, = F, = GF(q) wird spater eingefihrt.



1.3 Der Begriff des diskreten Kanals
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In der formalen Beschreitbung wird ein diskreter Kanal charakterisiert durch

das Tripel (A, Agui, Fyjz). Dabel bedeuten:

-Ain =

Eingangsalphabet it ¢ Werten. Dies 1st der Wertebereich fur die Info-

symbole u sowie fur die Codesymbole a sowie fur die geschatzten Info-
symbole %, d.h. u, a, u sind jeweils g-stufig. Fallunterscheidungen:

Der emfachste Fall 1st ¢ = 2 fiir Binarcodes, wober die Symbole ledighch
Bits sind. Der allgemeine Fall ist ¢ = p™ mit p als Primzahl und m als
natiirhcher Zahl. Der Normalfall fiir die meisten Codes 1st g = 2™, wobe1
den Symbole jetzt Bitgruppen (z.B. Bytes bei m = 8) entsprechen.

Ao = Ausgangsalphabet: Dies 1st der Wertebereich fiir die Empfangswerte y.

Fallunterschexdungen fiir den Demodulator:

Bei Hard-Decision gilt Ao = Ain, d.h. der Demodulator schatzt di-
rekt die gesendeten Werte a bzw. x. Diese Situation hegt ber einfachen

Blockcodes vor. Im binaren Fall gilt dann Aj, = Ao = {0, 1}.

Bei Soft-Decision umfafit A,,, mehr Werte als A;, — im Extremfall gilt
sogar Ay, = R fir einen wertkontimnerlichen Demodulatorausgang. In
diesem Fall kann der Demodulator besonders viel Information iiber den
Kanal (Zustand, Qualitit) vermitteln. Beispielsweise teilt der Demodu-
lator dem Decoder mit, mit welcher Sicherheit er seine Entscheidungen
getroffen hat (sehr sicher oder gerade an der Grenze). Zwar kann prin-
zipiell jedes Codierungsverfahren diese Information ausnutzen, prakti-
kabel 1st das jedoch meistens nur ber Faltungscodes. Emn typischer Fall
bet Aip = {0, 1} ist ein 8-stufiges Ay, d.h. der Empfangswert wird mit
3-Bit quantisiert (siehe dazu auch Bild 1.4 und 1.5).

Pyl = ﬂrbe-mangswahrsr:hemhchﬁ:e-it (Kanalstatistik; conditional, transition

probability): Dabei ist Py.(n|{) die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir,
dall y = i empfangen wurde unter der Voraussetzung, dafl x = £ gesen-
det wurde.
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Input = und Output y des Kanals werden hier also als Zufallsgriofien angenom-
men, deren Werte mit £ € A;, und 5 € A, bezeichnet werden. Vereinfachend
wird auch P(y|r) geschrieben. wenn es auf die Unterscheidung zwischen den
ZufallsgréBen und ihren Werten nicht ankommt. Fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeit gilt generell:

Y Pp(mlg) =1 firalle { € Ay, (1.3.1)

ﬂ'E-""lL:huL

Fir den diskreten Kanal sind einige wichtige Fallunterscheidungen zu vermer-
ken: Neben einer Hard-Decision oder Soft-Decision Demodulation kénnen die
Ubertragungseigenschaften zeitinvariant oder auch zeitvariant sein. Ferner kann
der diskrete Kanal ein Geddichinis haben (d.h. der Empfangswert ist nicht nur
vom zuletzt gesendeten Wert abhéangig, sondern auch von den vorangehend ge-
sendeten Werten) oder er 1st gedichinislos (d.h. der Empfangswert ist nur vom
aktuell gesendeten Wert abhangig).

P,x(0]1) = P(0 empfangen | 1 gesendet) Ubergangswahrscheinlichkeit = Kanalbeschreibung
das Sendesymbol impliziert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der moglichen Empfangssymbole

P,,(0]1) = P(O gesendet | 1 empfangen) A posteriori Wahrscheinlichkeit = Ziel der Nachrichtentbertragung
aus dem Empfangssymbol wird auf das Sendesymbol geschlossen

Zusammenhang: P, =P, /P, =P, *P /P, (sieheauch Aufgabe 1.11)



Beispiel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten: Medizinisches Testverfahren Teil 1, Seite 10
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Beispiel fur bedingte Wahrscheinlichkeiten: Medizinisches Testverfahren / Parametrisierung Corona

Teil 1, Seite 11

Das Zahlenbeispiel auf der vorigen Seite ist schon etliche Jahre alt.

Ein weiteres Beispiel auf dieser Seite reflektiert die Corona-Pandemie mit den im Juni 2020 allgemein vermuteten Parametern.

(185000 Nachweise bei 83 Millionen ergibt p=0.002, ohne Berlicksichtigung einer Dunkelziffer von nicht-erfassten Infektionen)
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Ein positiver Antikorpertest hat also nur eine
begrenzte Aussagekraft: mit 50% war man
einmal infiziert, mit 50% aber auch nicht.

Das Uberrascht angesichts der scheinbar
kleinen Wahrscheinlichkeiten fir
Testversagen!
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Definition 1.1 (DMC). Als diskreter gedichtnisloser Kanal (DMC, Discrete
Memoryless Channel) wird ein diskreter Kanal mit endlichen Alphabeten A;,

und Aouwe bezeichnet, der zudem geddchinislos und zeitinvariant sein soll. Die
Gedichtnislosigkeit ist dadurch gekennzeichnet, dafi die Ubergangswahrschein-
lichkeit fiir Sequenzen in ein Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Ein-
zelsymbole iibergeht:

P(yo.- - yn-tl@o. ... 2n1) = [ ] Pluilz). (1.3.2)

Wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten beil Hard-Decision gewisse Sym-
metrien erfiillen, reicht zur Charakterisierung des DMC ein einziger Parameter
aus:

Definition 1.2 (Symmetrischer Hard-Decision DMIC). Als ein g-néirer
S}rmn}etrischer Kanal mit Hard-Decision wird ein DMC mit A, = Aome und
der Ubergangswahrscheinlichkeit

_J 1—pe y=rz
P(”'T)—{pe/m—n y%x} (139

bezeichnet. Dieser Kanal ist eindeutiqg durch die Angabe der Symbol-Fehlerwahr-
scheinlichkeit p, bestimmt. Der bindre Fall mit A;, = A, = 10,1} wird als

bindrer symmetrischer Kanal (BSC, Binary Symmetric Channel) bezeichnet.




1.3 Der Begriff des diskreten Kanals / DMC Teil 1, Seite 13

Fir p. = 0 ist der Kanal fehlerfrei und fiir p. = 1/2 bei ¢ = 2 wird in
Kapitel 2 noch gezeigt, dafl eine zuverlissige Ubertragung prinzipiell unméglich
1st. Bel einem veranderlichen p. wiirde em zeitvarianter Kanal vorhiegen. Diese
Situation wird noch in Abschnitt 9.7 behandelt. Ausgeschrieben lautet (1.3.3)
fiir den BSC:

Pyl:—:(mﬂ} - Pyli‘(lu} = 1—pe

P,.(1/0) = P,,(0)1) = p,. (1.3.4)

Mit der Wahrscheinlichkeit p. wird das Bit bei der Ubertragung verfalscht und
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p, 1st die Ubertragung korrekt:

P(y:I) — ]-_pe =4
Ply£z) = pe (1.3.5)

Beispiel: Unter der Voraussetzung, dafi 110 gesendet wurde, wird 101 mit der
Wahrscheinlichkeit P,.(101|110) = P,.(1/1) Fy=(0|1) Py2(1|0) = (1 — p.) - pe - pe
empfangen.

Das Prinzip des BSC zeigt Bild 1.3, wobe1 die Kanten von z € A;, nach
y € Aoy mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten P(y|z) beschriftet sind.




1.3 Der Begriff des diskreten Kanals / BSC und BSEC Teil 1, Seite 14
Eine Verallgemeinerung des BSC ist der in Bild 1.3 ebenfalls dargestellte binare
symmetrische Kanal mit Ausfillen (BSEC, Binary Symmetric Erasure Channel),
bei dem der Output ternir ist: A, = {0,7,1}. Hierbei entscheidet der Demo-
dulator auf den “Wert” 7, wenn die Entscheidung auf 00 oder 1 sehr unsicher
wiire. Fiir den Decoder 1st es besser, iiber den Sendewert gar keine Information
z11 haben als eine Information, die in der Hilfte aller Fille falsch ist. Der BSEC
ist der einfachste Fall eines diskreten Kanals mit Soft-Decision mit
l—-p.—q fiiry==x
Plylz) = { 4. fiir y = 7 (1.3.10)
Pe sonst
Natiirlich gilt hierbei Fy.(0|x) + Py (7|z) + Fy(1]x) =1 fiir z € A;,, = {0,1}.
Fiir gq. = 0 wird der BSEC zum BSC und fiir p. = () wird der BSEC zum reinen Ain T Aout
Auslischungskanal (BEC, Binary Erasure Channel). Ain Aout 0 — 0
0 1-pe 0 Do
Pe Qe
?
Pe Je
1 1
1-pe Pe
! 1-pPe—Qe !
BSC
BSEC

Bild 1.3. Modelle diskreter gedichtnisloser Kanéile (BSC, BSEC)
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Fiir den g-niren symmetrischen Hard-Decision DMC gelten einige wichtige
allgemeine Formeln:

(1) Mit Fpe (ee = error event) wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dafl bei

der Ubertragung einer Sequenz z = (x0, 21, ..., 2p—1) der Linge n minde-
stens ein Fehler auftritt:
Pee = P(y # )
=1—-Ply ==z
=1—Plyo=20....,Yn—1 = Tn_1)
=1—Pyo=20) " P(Yn—1 = Tp_1)
=1—(1—pe)"

~ np., bei np, < 1.
(1.3.7) folgt aus der Binomialentwicklung (1 —p,)" =31, (?)(—pe)i~

(2) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal eine Sequenz von n Bits in eine andere
bestimmte Sequenz verfilscht wird, wobei r Fehler auftreten, betrigt:

P(von n Bits sind r bestimmte Bits falsch) = pl(1 —pe)" . (1.3.8)

(3) Die Wahrscheinlichkeit fiir » Fehler in einer Sequenz von n Bits betrigt nach
der Binomialverteilung (siche Anhang A.3):

P(von n Bits sind r Bits falsch) = (n) po(l —pe)" . (1.3.9)
r




1.3 Der Begriff des diskreten Kanals / AWGN
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Definition 1.3. Als AWGN-Kanal (Additive White Gaussian Noise) wird ein
Kanal mit bindrem Input bezeichnet, bei dem weifles normalverteiltes (Gauf-
sches) Rauschen v additiv tiberlagert wird:

Y=+ 1.

Dabet sind x und v statistisch unabhdngig. Mit E. wird die Energie pro Code-
bit und mit Ny wird die einseitige Rauschleistungsdichte bezeichnet. Fir die
Alphabete gilt Ay, = {—VEq, +VE.} und Aoy = R und die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten haben die Form von Verteilungsdichten:

fy|rf??|£] —

1
1.-"??1"'&'23

exp (_

(np—€)?
No

) |

(1.3.11)

Also 1st y bel gegebenem x normalverteilt mit dem Erwartungswert = = £
o = Np/2] die der Varianz des Rauschens entspricht.

und der Varianz




1.3 Der Begriff des diskreten Kanals / Zusammenhang AWGN - BSC

Teil 1, Seite 17
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1.3 Der Begriff des diskreten Kanals / AWGN
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Wenn
der AWGN mit binarer Modulation (ASK, Amplitude Shift Keying) betrieben
wird und 1m Demodulator binar quantisiert wird, so ergibt sich wieder ein BSC
mit der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit

Pe = ylr(y{{]|$:+vEc]: yl:[y}[”l':_vEc]
+oo 5
:/ lr exp (_(W"‘ Ee) )dn
1]

Vo No
oL,
:Q( : ) | (1.3.12)
ﬂ'u
Dabe1 1st
Oa) = —— f e dp |= Lerfe (i) (1.3.13)
Ve A RS W) .
— P(v > a/Ny/2) (1.3.14)

die komplementire Gaufische Fehlerfunktion (siche Anhang A.3). Den numeri-
schen Zusammenhang zwischen p, und FE./Ny zeigt Tabelle 1.1 und der graphi-
sche Verlauf ist in den Bildern mit Fehlerwahrscheinlichkeits- Kurven dargestellt

(siehe z.B. Bild 1.10, Kurve “uncodiert”, E. = E}).

Tabelle 1.1. BSC-Fehlerwahrscheinlichkeit

Pe E-:'f -'n"rD [dE] Pe chr N'EI [dB]
1071 —0.86 101 13,52
102 4,33 10~ 12 13,93
1074 6,70 1013 14,31
104 8,40 10— M 14,66
1075 0,59 10~ 15 14,99
10~ 10,53 1016 15,29
107 11,31 10~ 17 15,57
1078 11,97 1018 15,84
1079 12.55 101 16,00
1010 13.06 10~20 16,32




Normalverteilung (Gaul3-Verteilung) Teil 1, Seite 19
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1 3.17-107!
Im Qualitdtsmanagement der Industrie ist/war die Six-Sigma-Methode eine populare 2 4.56 . 102
Modeerscheinung. Damit ist die Abweichung eines Messwertes vom Mittelwert um das 4.5- R 270 . 102
fache (nicht etwa das 6-fache) der Streuung gemeint. - ] 4 6.93. 105
Das ist ziemlich albern da es aulSer Rauschprozessen in RF und Optik kaum reale Vorgange 9 5.73 - 1[]_{?
gibt die in hoher Prazision normalverteilt sind — und schon gar nicht bei industriellen i 1971077
Prozessen die immer durch Riickkopplungen geprégt sind. T 2.56. 10712

8 1.24. 10719

Das physikalische Rauschen bei einem AWGN-Kanal entspricht jedoch mit allerhdchster
Prazision dem mathematischen Modell der Normalverteilung.
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Normalverteilung (Gaul3-Verteilung)
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1.3 Der Begriff des diskreten Kanals / AWGN oktale Quantisierung

Teil 1, Seite 21

Wenn beim AWGN 1m Demodulator nicht binar mit 1 Bit sondern oktal mait
3 Bit quantisiert wird, so ergibt sich ein DMC mit Ay, = {—+/Fe, +vE:} und
oktalem A, = {—1,—-1", —1", 1" +1" +1",+1', +1}. Von einiger Bedeutung
ist dabei die Wahl der 7 Sprungstellen in der Quantisierungskennlinie, was in
149] genauer analysiert wird.
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Bild 1.4. Oktale Quantisierung der AWGN-Empfangswerte
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Bild 1.5. Ubergangswahrscheinlichkeiten beim oktal quantisierten AWGN
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Das Grundprinzip der Blockcodierung zeigt Bild 1.7: Der Datenstrom der In-
fosymbole bzw. Codesymbole wird unterteilt in Blocke der Lange k bzw. n,
die als Infowdrter w = (ug,...,up_1) bzw. Codewdrter a = (ag,...,a,_1) be-
zeichnet werden. Dabel gilt £ < n. Der Encoder ordnet jedem Infowort ein
Codewort zu. Am Ausgang des diskreten Kanals entsteht das Empfangswort
y = (yg,...,Un_1), aus dem der Decoder die Schiatzung i = (g, ..., up_q) filr ™| Encoder

das Infowort gewinnt,

Die Zuordnung der Codewdrter zu den Infowdrtern im Encoder ist (1) ein-

deutig und umkehrbar, indem zwel verschiedenen Infowortern zwei verschiedene
Codeworter zugeordnet werden, so dafl zu jedem Codewort genau ein Infowort Ah;t(r:act
gehort; (2) zeitinvariant, indem die Zuordnungsvorschrift immer gleich bleibt:
(3) gedichtnislos, indem jedes Infowort nur auf ein Codewort wirkt und jedes
Codewort nur durch ein Infowort bestimmt wird.
u=(dg,...,0k-1) y =(Yo,---.¥n-1)
- Decoder |=

Definition 1.4. Durch die vorangehend beschriebene Methode wird ein (n, k)-
Blockcode definiert, der in ausfiihrlicherer Schreibweise auch als (n, k, diin)o-
Blockcode bezeichnet wird, wobei q die Stufenzahl der Symbole u;, a;, u; und dgp
die Minimaldistanz (siehe Definition 1.8) bezeichnet. Als Blocklinge wird n be-
zeichnet und als Coderate wird das Verhdlinis von k zu n bezeichnet:

R = k <1 FEinheit: Infosymbol/K analbenutzunyg. (1.4.1)

T

Bild 1.7. Prinzip des (n, k)-Blockecodes

Als Code C wird die Menge aller Codewérter bezeichnet.  Statt C wird auch die Bezeichnung I verwendet
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Die Coderate R < 1 ist mit der eigentlich dimensionslosen Einheit Infosym-
bol/Codesymbol versehen. Da pro Codesymbol der diskrete Kanal genau einmal
benutzt wird, ergibt sich die in (1.4.1) angegebene Einheit.

Die Datenraten werden immer auf Bit statt Symbol bezogen, d.h. die In-
iab?ﬁtmte rp hat die Einheit Infobit/s und die Codebitrate r. hat die Einheit
Codebit/s. Bei g-stufigen Symbolen entspricht ein Symbol genau log, ¢ Bits,
so daf 13,/ log, ¢ die Infosymbolrate und r./ log, g die Codesymbolrate bzw. die
Kanalbenutzungsrate ist. Pro Sekunde werden also r./(n - log, ¢) Codeblocke
iibertragen. Die Codierung bewirkt wegen

1 n |
.}ac — rb . — e r‘b . — (1.4.2
R k )
eine Erhhung der Datenrate um den Faktor 1/R = n/k, der deshalb zuweilen
auch als Bandbreitenexrpansionsfaktor bezeichnet wird. R = 1 bedeutet unco-
dierte Ubertragung. Manchmal ist es erforderlich, die Coderate autf Bits statt
aul Symbole zu beziehen:

ke
Ry = R-logyq = . log, q Einheit: Infobit/Kanalben. (1.4.3)

Im binéren Fall gilt natiirlich Ry = R.

Die Anzahl der Infoworter der Linge & mit ¢-stufigen Symbolen betrigt
offensichtlich ¢* und somit gibt es auch ¢F = |C| = ¢"# = 2% Codewdrter. Die
Anzahl der moéglichen Sendeworter der Liange n betrigt jedoch ¢". Der Code C
ist also eine Untermenge der Miichtigkeit ¢* in der Menge aller ¢" Worter.
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Die Giite_eines Codes wird ausschliefilich dadurch gepriagt, wie geschickt
aus den ¢" Wortern die ¢* Codewdrter ausgewiihlt werden. Es wird darauf hin-
auslaufen, dafl sich die Codewdrter moglichst stark voneinander unterscheiden
miissen.

Der Encoder trifft nur eine Zuordnung zwischen den ¢* Infowortern und den
¢® Codewértern. Wie diese Zuordnung iiber die Forderungen der Eindeutigkeit,
Zeitinvarianz und Gedichtnislosigkeit hinaus organisiert ist, bleibt im Prinzip
weitgehend belanglos. Insofern ist der Begrift Gliite eines Encoders sinnlos. Aller-
dings werden in der Praxis fast ausschlieBlich systematische Encoder verwendet
(siehe Definition 1.5) und zur Vereinfachung der Realisierung fast ausschlieBSlich
lineare Codes (siche Kapitel 3) bzw. zyklische Codes (siche Kapitel 5).

Definition 1.5. Bei eimem systematischen Encoder (auch: systematischer Co-
de) erfolgt die Zuordnung zwischen Infowdrtern und Codewdrtern derart, dafs
das Infowort explizit Teil des Codewortes ist. Die restlichen n—k Stellen heiffen
dann Priifstellen (Priifbits, parity bits).

Beispiel 1.1. Die beiden Zuordnungen (Priifstellen hinten bzw. vorn)

00 — 000 00 — 000
01 — 011 01 — 101
10 — 101 10 — 110
11— 110 11~ 011

erzeugen den gleichen (3,2)y Code C = {000,011,101,110}. Der Codemenge
kann nicht angesehen werden, in welcher Weise encodiert wurde. Beide Encoder
sind als gleichwertig anzusehen. |
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Es seien . y. z jeweils Worter der Liange n mit g-stufigen Werten (beispielsweise
Codeworter oder Empfangsworter).

Definition 1.7. Die Hammingdistanz dy(x. y) ist definiert als die Anzahl der

Abweichungen zwischen den Komponenten von x und y. Sofern eine Null defi-
niert ist, wird als Hamminggewicht wy(x) die Anzahl der Komponenten von x
bezeichnet, die ungleich Null sind.

Fiir den Zusammenhang zwischen Abstand und Gewicht gilt:
wy(x)=dyg(xz,0) mit 0=(0,...,0). (1.5.1)
Falls im Wertebereich der Symbole eine “Subtraktion” definiert ist, gilt weiter:
dy(z,y) = wy(xz —y). (1.5.2)

Satz 1.1. Die Hammangdistanz ist eine NMetrik im mathematischen Sinn, d.h.
es gelten folgende Eigenschaften:

du(2.y) = du(y. o) (1.5.3)
0<dg(z,y)<n (1.5.4)
dy(z,y)=0 — x=y (1.5.5)
dH(my) SdH(iBZ)—f—dH(Z’yJ (136)

Falls Addition und Subtraktion im Wertebereich der Symbole
so gelten fiir das Hamminggewicht folgende Eigenschaften:

wy(x) =wy(—) (1.5.7)
0<wgy(z)<n (1.5.8)
wyg(lx)=0 — x=20 (1.5.9)
wyle+y) <wg(x)+wy(y). (1.5.10)

X du(x,y)

Bild 1.8. Veranschaulichung der Dreiecksungleichung fiir die Hammingdistanz
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Definition 1.8. Die Minimaldistanz d,;, eines (n, k, dy,)-Blockcodes C ist de-
finiert als die minimale Hammingdistanz zwischen allen Codewdrtern:

dmin = min{dg(a,b) | a,b € C, a # b}. (1.5.11)

Die Minimaldistanz ist der wichtigste Parameter. der die Giite eines Codes
bestimmt. Die vollstiindige Charakterisierung eines Codes wird spéter durch die
Gewichtsverteilung gegeben (siehe Definition 3.7). Zur Bestimmung der Mini-
maldistanz miissen die Abstinde aller Codeworterpaare betrachtet werden. Je
egroBer die Minimaldistanz ist, je stirker sich also die Codewdrter voneinander
unterscheiden, desto besser ist der Code. Bei gegebener Coderate R = k/n und
gegebener Blocklinge n sollte derjenige Code gewihlt werden, der zu grofiem
dpin fiithrt. Normalerweise wird d,;, erofer (d.h. besserer Code), wenn die Co-
derate kleiner wird (d.h. mehr Bandbreite erforderlich) oder wenn die Blockldnge
groBier wird (d.h. komplexere Verarbeitung erforderlich).
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Beispiel 1.2. Der (7,4);-Hamming-Code besteht aus 16 Codewdrtern der

Linge T:

C = { 0000000, 1000011,
0001111, 1001100,
0010110, 1010101,
0011001, 1011010,
0100101, 1100110,
0101010, 1101001,
0110011, 1110000,

0111100, 1111111 }.
Der Code ist hier durch eine Aufzihlung der Codeworter gegeben und nicht
durch die (unwesentliche) Art der Encodiervorschrift (systematisch, Infobits
vorn). Der Vergleich der ersten beiden Codewdrter ergibt dp;, < 3. Bei der
Betrachtung aller Paare findet sich kein Paar mit der Hammingdistanz 2, so daf3
dmin = 3 folgt. |

Klar ist schon jetzt. dafi es besserer Methoden zur Beschreibung der Code-
menge und zur Berechnung der Minimaldistanz bedarf — dazu wird spiéiter eine
algebraische Struktur auf der Codemenge eingefiihrt.
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Die optimale Decodiervorschrift ist dadurch definiert, dafi die Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeit P, = P(4 # w) nach dem Decoder minimal wird:

Unterstellt wird also ein stochastischer Kanal (beispielsweise ein DMC), der
zu Fehlern im Emplangswort fiihrt, die moglicherweise durch den Decoder nicht
korrigiert werden konnen und damit zu Fehlern im geschéitzten Infowort fiithren.
Derartige Fehler sollen withrend einer Ubertragung von vielen Worten moglichst
selten auftreten. Nicht beriicksichtigt wird dabei, ob in einem falsch geschitz-
ten Infowort nur ein Fehler oder mehrere Fehler enthalten sind. Eine solche
Minimierung der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit B, = P(u; # wu;) ist wesentlich
schwieriger.

Ziel ist also, dall das geschitzte Infowort moglichst oft exakt mit dem In-
fowort auf der Sendeseite iibereinstimmt. Diese Forderung ist das Kriterium,
nach dem der Decoder konstruiert werden soll. Es wird sich gleich zeigen, daf3
man diese Konstruktionsvorschrift fiir den Decoder ableiten kann, auch wenn
das Kriterium P, gar nicht explizit berechnet werden kann:

P,=P(d+#w) — Minimum = P(a # a). (1.6.1)

Wegen der eindeutigen Zuordnung zwischen Infowortern und Codewortern kann
anstelle des Infowortes auch das Codewort geschiitzt werden.
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Bild 1.9. Zur Herleitung der Decodiervorschrift

Bild 1.9 zeigt das Prinzip zur Herleitung der Decodiervorschrift. Der Decoder
wird wie angegeben zerlegt in einen Codewortschétzer (hier mit § bezeichnet)
und ein Encoder-Inverses. Dieses Encoder-Inverse ist eine direkte Umkehrung des
Encoders und hat zu den geschitzten Codewortern @ lediglich das zugehorige
Infowort @@ zu bestimmen. Das ist eine triviale Operation, beispielsweise sind bei
systematischen Encodern lediglich die Priifstellen auszublenden.

Die gesamte Intelligenz des Decoders steckt im Codewortschiitzer, der im
Gegensatz zum Encoder-Inversen nicht die Encodiervorschrift, sondern nur die
Codemenge kennen mufl. Zum Empfangswort y wird also im Codewortschéitzer
das geschitzte Codewort bestimmt — formal ist das eine Abbildung wie folgt:

0 yr—o(y)=aecC. (1.6.2)
Die Funktion ¢ ist so zu konstruieren, dafi die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
minimal wird:

Py = P(3(y) # a) (1.6.3)
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Bei der Ubertragung iiber einen diskreten Kanal mit Hard-Decision (also mit
Ain = Aoue) sind folgende Fille zu unterscheiden:

Yy=a
yeC\{a}

yZC

Fehlerfreie Ubertragung.

Verfilschung in ein anderes Codewort — dieser Fall kann niemals
erkannt oder korrigiert werden,

Die Verfilschung ist generell erkennbar und eventuell korrigierbar
durch den Decoder. Bei d(y) = a wird korrekt decodiert und bei
0(y) # a wird falsch decodiert. Der Fall §(y) = undefiniert tritt
zwar beim idealen Decoder nicht auf, aber bei praktisch realisierten
Decodern ist dieser Fall jedoch durchaus sinnvoll (sieche nachfolgen-
de Erkldrung).

In der formalen Beschreibung ordnet 6 jedem der ¢" moglichen Empfangsworte
eines der ¢* Codewdrter zu. Spiter wird sich noch zeigen, daff man bei der Reali-
sierung des Decoders teilweise darauf verzichtet, jedem moglichen Empfangswort
die optimale Schitzung zuzuordnen — stattdessen wird die optimale Decodier-
vorschrift nur fiir die hdufiger vorkommenden Empfangsworter realisiert. Mit
dieser Methode konnen sich fiir den Decoder ganz erhebliche Vereinfachungen
bei der Realisierung ergeben.
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Voraussetzung (gleiche Apriori-Wahrscheinlichkeiten) zur Herleitung
der Decodiervorschrift: Alle ¢* Infowérter sollen mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit g% von der Quelle abgegeben werden.

Mit dieser Voraussetzung treten auch alle Codeworter mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit ¢—* auf. Die Wahrscheinlichkeit, daff ein Fehler bei der Decodie-
rung auftritt unter der Voraussetzung, dafl das Codewort a gesendet wurde,
ergibt sich aus der Summation iiber diejenigen Empfangsworter, die zu einer
Schitzung ungleich a fiithren:

P(é(y) # a | a gesendet) Z P(y empfangen | a gesendet)

5(9‘}#&
- Z Py|m(y‘a
y
d(y)#a

Ferner gilt bei der Summation iiber alle Codewérter und alle Empfangsworter:

Z Pyz(yla) = Z P,z (arbitrary y empfangen |a)

acC.y acC

=Zl=gk.

(1.6.4)

(1.6.5)

Aus dem Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit (A.3.1) folgt nun:

P, =P((y) # a)
= Z P(6(y) # a | a gesendet) - P

(a gesendet)

acC
=" Y Pulyla)-g*  with (1.6.4)
acC ¥
(y)#a
( S Pyl - 3 R ya))
acC,y acC.y
s(y)=a
=1-q¢* Y Pplyla) with (16.5)
acC.y
i(y)=a
=1—-qg". Z P
Yy
Zur Minimierung von P, sollte fiir jedes Empfangswort y also é(y) = d so

gewithlt werden, daf die Ubergangswahrscheinlichkeit Py.(y|a) maximal wird.
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Satz 1.2 (Maximum-Likelihood-Decoder MLD). Die Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt deco-
diert wird: Zum Empfangswort y wird als Schatzung a € C dasjenige Codewort

gewdhlt, bei dem die Ubergangswahrscheinlichkeit mazimal wird:

Pyz(y a) = Py.(y|b) fiir alle b € C.

(1.6.6)

Die ML-Decodierung kann auch mehrdeutig sein — in diesem Fall wird dann

irgendein Codewort mit mazimaler Ubergangswahrscheinlichkeit gewdhlt.

Dieses Ergebnis ist auch anschaulich einfach zu verstehen: Bei gegebenem
Empfangswort wird dasjenige Sendewort bzw. Codewort gesucht, das am wahr-
scheinlichsten gesendet wurde. Die Berechnung der Wort-Fehlerwahrscheinlich-

keit selbst erfolgt spater in Kapitel 3.
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Noch anschaulicher werden diese Ergebnisse, wenn der g-nére symmetrische

DMC betrachtet wird. Aus (1.3.2) und (1.3.3) folgt dann fiir v = (yg, ..., ¥Un_1)
und @ = (ag,....a,_1) mit d = dg(y, a):

n—1

Pyo(yla) = | | Py=(vilas)
i=0
n—1 . .
_ {1—Pe lfyizﬂi}
0 pe/(g—1) ify #a

— -t ()

d
_ - n. Pe .
=(1=p) ((1—%)(@—1))' (1.6)

Der linke Faktor ist unabhingig von 4@ und somit mufl nur der rechte Faktor
durch geeignete Wahl von @ maximiert werden. Fur p, < 0,5 ist der Quotient
kleiner als 1 und somit ergibt sich das Maximum, wenn d = dy(vy. a) minimal
wird:

Satz 1.3 (MLD fiir Hard-Decision-DMC). Die Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit Py, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert wird:
Zum Empfangswort y wird als Schitzung a € C dasjenige Codewort gewdhlt,
das vom Empfangswort den minimalen Hammingabstand hat:

dy(y,a) <dy(y,b) firalle b eC. (1.6.8)
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Beispiel 1.3. Es wird der (5,2),-Code C = {00000,11100,00111, 11011} be-

a as az g

trachtet, fiir den offensichtlich d;, = 3 gilt. In der nachfolgenden Tabelle
sind fiir drei als beispielhaft gewihlte Empfangsworter die Abstinde zu allen
Codewoértern angegeben und die daraus resultierende Entscheidung des Code-

wortschatzers:
y | duyly.a) dy(y,a) dy(y,a;) dy(y,a,) | 0(y)
10000 1 2 4 3 a
11000 2 1 5 2 Qo
10001 2 3 3 2 a, or ay -

Schon beim (7, 4)-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 wird diese Methode ziem-
lich umsténdlich, so dafl praktisch anwendbare Codes zwei Forderungen geniigen
sollten: (1) Die Minimaldistanz d,,;, soll moglichst groff sein. (2) Die Struktur
der Codemenge C muf so sein, dafl sich im Decoder die Suche nach dem mini-
malen Hammingabstand moglichst einfach organisieren lafit. Beide Forderungen
setzen eine algebraische Struktur voraus, denn fiir (1) ist die Struktur notwendig,
um iiberhaupt gute Codes konstruieren zu konnen und fiir (2), um realisierbare
Decoder zu ermoglichen.
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Satz 1.3 soll nun in entsprechender Form auch fiir den AWGN abgeleitet
werden. Nach (1.3.11) gilt fiir die Verteilungsdichten:

n—1

fy=(yla) = | fy|x(yi

;)

:: nhg ( )
(g exp( Z )
y — ) (1.6.9)

=c- exp( v,

Dabei ist ¢ eine Konstante und ||y — al||? die euklidische Norm von y— @ bzw. der
euklidische Abstand zwischen y und a. Der rechte Faktor mufl durch geeignete
Wahl von @ maximiert werden. Dies wird erreicht durch Minimierung der Norm
und somit folgt:

Satz 1.4 (MLD fiir Soft-Decision-AWGN). Die Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert wird:
Zum Empfangswort y wird als Schéitzung a € C dasjenige Codewort gewdbhit,
das vom Empfangswort den minimalen euklidischen Abstand hat:

|y — @l < ||ly—b| firalleb e C. (1.6.10)
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