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1. Einfiihrung: Codes und Kanile

In diesem Kapitel wird dargestellt, welche Bedeutung und welchen Platz die
Kanalcodierung in einem digitalen Kommunikationssystem einnimmt. Dane-
ben werden wichtige Grundbegriffe wie das Prinzip der Blockcodierung, die
Maximum-Likelihood-Decodierung und der asymptotische Codierungsgewinn
eingefiihrt.

1.1 Was ist Kanalcodierung ?

Als Begriinder der Informations- und Codierungstheorie gilt Claude E. Shannon
mit den beiden beriihmten Arbeiten A Mathematical Theory of Communicati-
on und Communication Theory of Secrecy Systems, die 1948 und 1949 im Bell
Systems Technical Journal veréffentlicht wurden (Nachdruck in [65, 66]). Die
Shannon’sche Theorie bildet auch heute noch die Grundlage fiir das Verstdnd-
nis der digitalen Ubertragung mit dem Ziel einer sicheren, zuverlissigen und
effizienten Kommunikation.

Sowohl die Datenquellen wie die Ubertragungskanile werden mit stocha-
stischen Modellen beschrieben. Mit einem mathematischen Informationsmafl
(Entropie) wird jeder Nachricht ein Informationsgehalt zugeordnet. Damit kann
die minimale Anzahl von Symbolen bestimmt werden, die zur fehlerfreien Dar-
stellung einer Nachricht unbedingt erforderlich sind. Eine ldngere Nachricht mit
dem gleichen Informationsgehalt weist dann eine Redundanz auf. Codierung
bedeutet im allgemeinen Fall die Zuordnung von Nachrichten zu einer Menge
oder Folge von Symbolen. In der Shannon’schen Theorie werden drei Arten von
Codierung unterschieden:

Quellencodierung (source coding): Die Nachrichten werden so komprimiert,
dafl zwar keine Informationen verloren gehen und somit eine perfekte Wie-
dergewinnung der Nachrichten moglich ist, aber dafiir wird die Anzahl der zu
iibertragenden Symbole reduziert. Durch Quellencodierung wird also iiber-
flisssige Redundanz eliminiert und das Ubertragungssystem entlastet.

Kanalcodierung (error control coding): Diese stellt Methoden und Verfah-
ren zur Verfiigung, mit denen Informationen von einer Quelle zur Sinke mit
einem Minimum an Fehlern iibertragen werden kénnen. Den eigentlichen In-
formationen wird sendeseitig kontrolliert Redundanz hinzugefiigt, so dafl bei
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der Ubertragung entstandene Fehler empfangsseitig erkannt und korrigiert
werden konnen. Damit 148t sich eine extrem hohe Zuverlédssigkeit der iibert-
ragenen Daten erreichen. Ferner sind Storungen kompensierbar, die durch
andere Mafinahmen, wie beispielsweise durch eine Erhéhung der Sendelei-
stung, prinzipiell nicht zu verhindern wéren.

Kryptographie: Darunter wird die Codierung zur Verschliisselung verstanden,
um Nachrichten fiir Unberechtigte unlesbar zu machen bzw. um zu verhin-
dern, dafl Nachrichten gefdlscht oder vorgetauscht werden konnen. Wahrend
durch Kanalcodierung Nachrichten auch im Fall von Stérungen lesbar blei-
ben, sollen die verschliisselten Nachrichten auch bei ungestorter Ubertragung
ohne Kenntnis des Schliissels unlesbar sein.

In diesem Buch wird nur die Kanalcodierung behandelt, und zwar in enger Ver-
bindung mit der digitalen Ubertragungstechnik und modernen Modulationsver-
fahren, sowie unter Beriicksichtigung der durch die Shannon’sche Informations-
theorie aufgezeigten prinzipiellen Grenzen und Mdéglichkeiten einer zuverlédssigen
Informationsiibertragung.

Seit 1948 hat sich die Kanalcodierung zu einer ausgedehnten anwendungs-
orientierten Wissenschaft entwickelt, die ihre wesentlichen Impulse der wechsel-
seitigen Beeinflussung theoretisch und praktisch orientierter Arbeiten verdankt.
Viele moderne digitale Systeme zur Nachrichteniibertragung erreichen ihre enor-
me Leistungsfiahigkeit tiberhaupt nur durch den Einsatz von Kanalcodierung,
dies gilt insbesondere bei stark gestorten Kanélen oder bei hohen Anforderun-
gen an die Zuverlissigkeit. Eine spezielle Form der Ubertragung (von hier nach
dort) ist die Nachrichtenspeicherung (von jetzt nach spditer), da beim Ein- und
Auslesen ebenso wie bei der Ubertragung mit Stérungen gerechnet werden mus,
die den Einsatz von Fehlerschutzverfahren erfordern.

Neben der praktischen Bedeutung stellt die Kanalcodierung auch ein nach-
richtentechnisch wie mathematisch hochinteressantes Gebiet dar, weil die Codes,
die Algorithmen und die informationstheoretischen Grenzen auf einer anspruchs-
vollen, vielschichtigen und eleganten Theorie basieren. Uber die Grundlagen der
Ubertragungstechnik und der Modulationsverfahren hinaus sind als Stichwor-
te zu nennen: Wahrscheinlichkeitstheorie und Stochastik; Matrizen und lineare
Algebra; endliche Koérper und Polynomringe; Fouriertransformationen; speziel-
le Metriken; die Analyse, Synthese und Umformung von Schieberegistern; Zu-
standsautomaten; Trellisdiagramme; sowie effiziente Algorithmen und Struktu-
ren.

Shannon konnte in der genannten Arbeit aus dem Jahr 1948 zeigen, dafl
jeder Ubertragungskanal durch eine quantitative GroBe namens Kanalkapazitit
beschrieben wird, so daff durch die Kanalcodierung eine beliebig kleine Fehler-
rate erreicht werden kann, sofern die zu iibertragende Datenrate kleiner als die
Kanalkapazitét ist und eine hinreichend aufwendige Verarbeitung in Sender und
Empfanger moglich ist. Die Kanaleigenschaften begrenzen also nicht die Qualitét
der Ubertragung, sondern nur den Durchsatz.
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In der Shannon’schen Theorie wird die Existenz entsprechend leistungsfahi-
ger Codes jedoch nur theoretisch nachgewiesen, eine praktische Konstruktions-
vorschrift fallt dabei nicht ab. In den Jahren nach 1948 gelang es nicht, die
theoretisch vorhergesagten Codes auch tatsdchlich praktisch zu finden — aller-
dings waren zur damaligen Zeit die entsprechenden Verfahren technisch ohne-
hin noch nicht realisierbar. Nach einer Phase der Erniichterung iiber den Wert
der theoretischen Erkenntnisse konzentrierte sich die weitere Entwicklung des-
halb zunéchst darauf, Codes zu finden, mit denen zwar nicht die informations-
theoretischen Grenzen erreicht werden konnen, die aber dafiir tatséchlich eine
verniinftige Realisierung erlauben. Im Vordergrund stehen dabei die Verbesse-
rungen durch die Codierung gegeniiber der uncodierten Ubertragung, wobei sich
der Vergleich iiblicherweise auf die Reduktion in der Fehlerrate oder auf die Ein-
sparung an Sendeleistung bezieht.

Inzwischen wurde eine kaum noch iiberschaubare Menge von speziellen Co-
des gefunden und analysiert. Von iiberragender praktischer Bedeutung sind aber
dennoch nur einige wenige Codeklassen, némlich die RS- und BCH-Blockcodes
sowie einige relativ einfache Faltungscodes, die deshalb hier auch vorrangig
beriicksichtigt werden. Mit dem Prinzip der Codeverkettung und leistungsféihi-
gen Algorithmen zur Decodierung ist der Abstand praktisch realisierbarer Ver-
fahren zu den informationstheoretischen Grenzen inzwischen aber ziemlich klein
geworden.

Es gibt zwei prinzipiell unterschiedliche Codeklassen, nédmlich Blockcodes
(BC, Kapitel 3 bis 7) und Faltungscodes (FC, Kapitel 8 und 9), deren theore-
tische wie praktische Behandlung sich als ziemlich unterschiedlich herausstellen
wird. Wie in fast allen anderen Biichern stehen auch hier die Blockcodes am
Anfang, da sich einige grundsitzliche Fragen sowie die Shannon’sche Informa-
tionstheorie (Kapitel 2) damit einfacher erldutern lassen. Dazu reichen schon
geringe Kenntnisse iiber Blockcodes (entsprechend Kapitel 1) aus, wahrend die
hochentwickelten RS- und BCH-Blockcodes eine sehr komplexe mathematische
Struktur aufweisen. Die Einbettung der Kanalcodierung in ein Ubertragungssy-
stem wird mit den anschliefend behandelten Faltungscodes deutlich.

Fiir Block- und Faltungscodes in Verbindung mit einfachen Modulationsver-
fahren wird hier der Begriff klassische Kanalcodierung verwendet. Die bei der
Codierung hinzugefiigte Redundanz erhéht die Datenrate, so dafi der Ubertra-
gungkanal haufiger benutzt werden mufl bzw. mehr Bandbreite benétigt wird.
Auf diese Weise lassen sich nur leistungs- aber nicht bandbreiteneffiziente Ubert-
ragungsverfahren erzielen. Mit den bahnbrechenden Arbeiten von G.Ungerbock,
die seit 1982 unter dem Begriff der trelliscodierten Modulation (TCM, Kapitel
10) bekannt sind, kann eine leistungseffiziente Ubertragung auch ohne Expansion
der Bandbreite erreicht werden. Durch TCM kann gleichzeitig die Fehlerrate und
die notwendige Sendeleistung sowie im Extremfall sogar die notwendige Band-
breite reduziert werden. Die TCM-Verfahren basieren primér auf Faltungscodes,
teilweise aber auch auf Blockcodes.

Ferner ist zwischen zwei grundsétzlichen Prinzipien bei der Kanalcodierung
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zu unterscheiden, die davon abhéngen, ob eine Information sehr schnell tibert-
ragen werden mufl und ob ein Riickkanal verfiighar ist:

FEC-Verfahren (Forward Error Correction): Die bei der Kanalcodierung sen-
deseitig hinzugefiigte Redundanz dient empfangsseitig zur Korrektur der
Ubertragungsfehler. Als Fehlerkorrekturcodes (error correction code) wer-
den Blockcodes und Faltungscodes sowie die trelliscodierte Modulation ver-
wendet. Allerdings wird sich spéter noch zeigen, dafl man Faltungscodes
und TCM-Verfahren eigentlich so nicht bezeichnen sollte, sondern besser als
Ubertragungscodes.

ARQ-Verfahren (Automatic Repeat Request): Hierbei werden die Ubertra-
gungsfehler nicht korrigiert, sondern es erfolgt empfangsseitig eine Be-
schrankung auf die Erkennung von Fehlern (error detection code). Dabei
muB allerdings vorausgesetzt werden, daf die Ubertragungszeit nicht extrem
knapp vorgegeben wird und daf ein Riickkanal verfiigbar ist. Bei erkannten
Fehlern wird nédmlich eine Wiederholung iiber diesen Riickkanal angefordert,
um die Nachricht erneut zu senden oder um sie mit zusétzlicher Redundanz
zu versehen. Zur Fehlererkennung werden fast ausschliellich Blockcodes ver-
wendet.

Der Vorteil von ARQ liegt darin, dal zur Fehlererkennung weit weniger Red-
undanz als zur Fehlerkorrektur {ibertragen werden mufl. Wenn allerdings Nach-
richten wiederholt zu {ibertragen sind, kann es zu erheblichen Verzégerungen
kommen. Der Durchsatz bei ARQ ist abhéngig von der Kanalqualitéit, wahrend
die Fehlerrate davon unabhéngig ist. Umgekehrt sind die Verhiltnisse bei FEC:
Die Kanalqualitdt bestimmt die Fehlerrate, aber nicht den Durchsatz. FEC-
und ARQ-Verfahren konnen auch kombiniert werden, indem beispielsweise die
Redundanz so dimensioniert wird, daf eine kleine Anzahl von Fehlern noch kor-
rigierbar ist, aber bei vielen Fehlern eine Wiederholung angefordert wird. Aus
Platzgriinden werden in diesem Buch aber ausschlieflich FEC-Verfahren behan-
delt.

Der Entwurf von leistungsfihigen Codierungsverfahren muf3 sich immer an
den speziellen Randbedingungen des Ubertragungssystems und inbesondere an
den Eigenschaften des Ubertragungskanals orientieren. Spezielle Anwendungen
erfordern also spezielle Codes. Zu den wichtigsten Randbedingungen, die bei der
Auswahl und Optimierung eines Ubertragungssystems mit Kanalcodierung zu
beachten sind, zihlen die Eigenschaften des Ubertragungskanals, insbesondere
die verfiighare Bandbreite; die verfiighare Sendeleistung; das vorgegebene Modu-
lationsverfahren, sofern nicht die Kanalcodierung und das Modulationsverfahren
gemeinsam optimiert werden konnen; die Begrenzungen in der Verzogerungzeit
bei der Ubertragung; die Begrenzungen in der Komplexitit der Signalverarbei-
tung in Sender und Empfinger; die Anforderungen an die Fehlerwahrschein-
lichkeit und an die zuléssigen Fehlerstrukturen nach der Decodierung; die An-
forderungen an die Synchronisation; sowie Anforderungen sonstiger Art, wenn



1.1 Was ist Kanalcodierung? 5

beispielsweise bei nichtlinearen Sendeverstéirkern Modulationsverfahren mit kon-
stanter Enveloppe erforderlich sind.

Daraus resultiert eine ziemlich komplexe Aufgabenstellung mit vielfaltigen

Losungen je nach Gewichtung der einzelnen Randbedingungen. Die folgende
Auflistung vermittelt einen Uberblick zu den vielfaltigen Anwendungen und Auf-
gaben der Kanalcodierung;:

Zur Leistungsersparnis, beispielsweise bei geostationdren Kommunikations-
satelliten (“himmlischer” Kanal) und insbesondere bei erdfernen Forschungs-
satelliten (sieche Abschnitt 12.1). Hierbei liegt der Idealfall eines AWGN-
Kanals vor (siche Abschnitt 1.3), der zu statistisch unabhéngigen Einzelfeh-
lern fiihrt.

Zur Bandbreitenersparnis, indem die durch die Codierung erzeugte Red-
undanz nicht in zusétzlich zu iibertragende Symbole miindet, sondern in
hoherstufige Codesymbole mit gleicher oder sogar reduzierter Datenrate. Als
wichtige Anwendung sind beispielsweise die Telefonkanal-Modems zu nen-
nen (siche Abschnitt 12.2). Der digitale Mobilfunk (sieche Abschnitte 12.3,
12.4) ist ein typisches Beispiel fiir eine gleichermafien leistungs- wie band-
breiteneffiziente Anwendung.

Bei hohen Anforderungen an die Zuverldssigkeit wie beispielsweise im Rech-
nerverbund, bei der Kommunikation im Bankenbereich, bei sicherheitsrele-
vanten Diensten (z.B. Fernsteuerung im Bahnverkehr) sowie bei hochkom-
primierten Daten. Hierbei sind oft Kombinationen mit kryptographischen
Codes erforderlich.

Bei zeitvariablen Stérungen, wenn ein Codewort gute und schlechte Uber-
tragungsabschnitte aufweist und der Empfanger die momentane Signalqua-
litdt gut schéitzen kann. Insbesondere bei Mobilfunkkanélen treten Fading-
einbriiche auf, die kurz gegeniiber der Codewortlange und lang gegeniiber
der Symboldauer sind.

Bei Kanélen mit Biindelfehlern, die typischerweise bei der Nachrichtenspei-
cherung auftreten, wie beispielsweise bei der Compact Disc (siehe Abschnitt
12.6).

In Kombination mit der Quellencodierung, wenn die einzelnen Quellensym-
bole unterschiedlich wichtig sind und auch unterschiedlich gut geschiitzt wer-
den sollen — aktuelle Beispiele sind die Sprachcodierung im GSM-Mobilfunk
(sieche Abschnitte 8.3, 12.3, 12.4) und die Quellencodierung fiir den digitalen
Horrundfunk.

Zur Erkennung von Fehlern anstelle der Korrektur. Im Zusammenhang mit
der Quellencodierung von Sprache und Musik zéhlen hierzu auch Mafinah-
men zur Fehlerverschleierung, so dafi erkannte Fehler nicht zu subjektiven
Auswirkungen fiithren (siche Abschnitte 12.3, 12.4, 12.6).

In Kombination mit ARQ-Verfahren wie vorangehend erlautert.

Bei Storungen, die durch erhohte Sendeleistung nicht zu unterdriicken
sind wie beispielsweise Ubersprechen, Knackgerdusche, Fading, Reflexionen,
Mehrwegeausbreitung und Verzerrungen.
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e Zur Verringerung der sogenannten Hintergrund-Fehlerrate, die bei nicht per-
fekten Sendern und Empfangern auftritt, beispielsweise aufgrund von Nicht-
linearitdten (siehe Abschnitt 12.5).

1.2 Codierung in der Nachrichteniibertragung

Das Grundprinzip einer digitalen Nachrichteniibertragung mit Quellencodierung
und Kanalcodierung zeigt Bild 1.1. Wie vorangehend dargestellt wird durch die
Quellencodierung erst Redundanz eliminiert und durch die Kanalcodierung wird
dann kontrolliert Redundanz hinzugefiigt. Die in den Quellendaten eventuell vor-
handene Redundanz ist fiir die Kanalcodierung unbrauchbar, da die Eigenschaf-
ten dieser Redundanz nicht genau kontrollierbar und steuerbar sind. Eventuell
weisen die Quellendaten auch gar keine Redundanz auf.

Transmitter

Source u Channel a
Source > > »1 Modulator
encoder encoder

Y

Noise Waveform
channel
\]
. Source a Channel y De-
Sink - <
decoder decoder modulator

Receiver

Bild 1.1. Digitale Nachrichteniibertragung mit Kanal- und Quellencodierung

Nach der Shannon’schen Theorie [39, 66] konnen wie in Bild 1.1 dargestellt
die Quellencodierung und die Kanalcodierung getrennt ausgefiihrt und optimiert
werden, was als Separationsprinzip bezeichnet wird. Allerdings kann es prakti-
sche Erfordernisse wie beispielsweise Beschrinkungen in der Ubertragungsverzo-
gerung oder in der Komplexitédt geben, so dafl ganz im Gegenteil Quellencodie-
rung und Kanalcodierung aufeinander abgestimmt werden miissen (siehe dazu
Abschnitt 12.3 und 12.4).

Jeder Encoder-Operation entspricht eine Decoder-Operation. Die Bezeich-
nung Coder wird nicht verwendet. Der in Bild 1.1 nicht dargestellte kryptogra-
phische Code ist normalerweise zwischen Quellencodierung und Kanalcodierung
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angeordnet. Nachfolgend wird die Quellencodierung und die Kryptographie nicht
mehr betrachtet, so daf§ die Kanalcodierung auch kurz als Codierung bezeichnet
werden kann.

Die Daten u werden direkt als Quellendaten angesprochen mit der Bezeich-
nung Infobits im Binérfall bzw. Infosymbole im mehrstufigen Fall. Der Encoder
iiberfiihrt die Infosymbole bzw. Infobits u in die Codesymbole bzw. Codebits a.
Dabei wird Redundanz hinzugefiigt, so dafl die Datenrate durch den Encoder
erhoht wird.

Mit dem Modulator wird der Encoder an den physikalischen Kanal (wa-
veform channel, continuous channel, transmission channel) angeschlossen. Der
physikalische Kanal kann keine diskreten Symbole iibertragen, sondern nur zeit-
kontinuierliche Signale. Somit ist es die Aufgabe des Modulators, den diskreten
Werten a derartige Signale zuzuordnen, die {iber den physikalischen Kanal iibert-
ragbar sind. Darin enthalten ist die Anpassung des modulierten Signals an den
Ubertragungsbereich bzw. an das Spektrum des physikalischen Kanals, insbe-
sondere also die Verschiebung des Basisbandsignals in die Bandpafllage. Bei den
in Kapitel 10 behandelten Verfahren der trelliscodierten Modulation ist die Auf-
teilung des Senders in einen Encoder und einen Modulator allerdings nicht mehr
eindeutig und in der Form aus Bild 1.1 auch nicht sinnvoll.

Der physikalische Kanal ist prinzipiell nicht ideal, d.h. er verdndert die Si-
gnale bei der Ubertragung. Das gilt sowohl bei drahtgebundener Ubertragung
(z.B. TeilnehmeranschluBleitung, Koaxialkabel, Glasfaserkabel), bei terrestri-
schen Funkkanélen (z.B. Mobilfunk, Richtfunk, Rundfunk, Kurzwellenfunk), bei
Satellitenstrecken, bei Speicherung (z.B. Magnetmedien, elektronische und op-
tische Speicher) wie natiirlich auch bei Kombinationen dieser Kanile. Der phy-
sikalische Kanal ist beispielsweise charakterisiert durch nichtideale Amplituden-
und Phasengénge, durch Verzerrungen, durch Storungen aufgrund von Rauschen
oder Ubersprechen oder aufgrund atmosphérischer Effekte oder verschiedener
Ausbreitungswege sowie durch absichtliche Storungen.

Am Demodulator liegen also nicht exakt die zeitkontinuierlichen Sendesigna-
le an, sondern nur eine gestorte und verfilschte Version davon. Dennoch sollte
der Empfénger die zeitdiskreten Sendewerte bzw. die Infosymbole moglichst ge-
nau rekonstruieren. Dazu wird zunéchst im Demodulator aus dem Bandpafsi-
gnal das Basisbandsignal zuriickgewonnen, was bei kohédrenten Empfangern eine
ideale Trager- und Phasensynchronisation einschliefit. Daraus wird eine zeitdis-
krete Wertefolge hergestellt, so dafl jedem Codesymbol a ein Empfangswert y
entspricht. Bei der sogenannten Soft-Decision Demodulation soll der Demodula-
tor derartige Werte y herstellen, die fiir den Decoder moglichst viel Information
enthalten — es mufl dann nicht zwangslaufig das Ziel sein, dafl y moglichst genau
a entspricht.

Der Decoder arbeitet zeitdiskret: Aus der im Takt der Codesymbole anlie-
genden Folge der Empfangswerte y wird eine Schétzung u fiir die Infosymbole
u abgeleitet, wobei diese Schatzung i.a. eine zeitliche Verzégerung aufweist. Im
idealen Fall arbeitet der Decoder sogar sequenzweise: Erst nach dem Empfang
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einer ganzen Sequenz von Empfangswerten wird auf einen Schlag die ganze Se-
quenz der Infosymbole geschétzt.

Fiir den Modulator sind die Codesymbole a nur Sendewerte ohne Kenntnis
der Codierung. Um dies in besonderen Féllen hervorzuheben, werden in Analogie
zu den Ausgangswerten y des Demodulators die Eingangswerte des Modulators
auch mit x statt a bezeichnet.

1.3 Der Begriff des diskreten Kanals

Gemaf Bild 1.2 ist der diskrete Kanal (DC, discrete channel; auch digital chan-
nel, coding channel) die Zusammenfassung von Modulator, physikalischem Kanal
und Demodulator. Der vom Modulationssystem erzeugte (zeit-)diskrete Kanal
ist also in einem sehr allgemeinen Sinn zu verstehen, enthalten darin sind u.a.
eventuell sehr komplexe Modulations- und Synchronisationsverfahren. In die-
sem Abschnitt werden idealisierte diskrete Kanéle formal beschrieben, wahrend
in Kapitel 12 einige sehr komplizierte Kanéle betrachtet werden, die bei ver-
schiedenen Anwendungen entstehen.

Ue Fyq a:xGFq:Ain: ) X € Amod
— Encoder —1 Mapping Modulator
Y
Waveform
channel
, y
OeF Y € Aout De- Y € Adem Demodu-
<—{ Decoder |= . .
mapping lator
Inner

discrete channel

Abstract discrete channel
Bild 1.2. Erzeugung des diskreten Kanals durch das Modulationssystem

In der formalen Beschreibung wird ein diskreter Kanal charakterisiert durch
das Tripel (Ain, Aout, Pyjz). Dabei bedeuten:
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A, =  FEingangsalphabet mit ¢ Werten. Dies ist der Wertebereich fiir die Info-
symbole u sowie fiir die Codesymbole a sowie fiir die geschitzten Info-
symbole u, d.h. u, a, @ sind jeweils g-stufig. Fallunterscheidungen:

Der einfachste Fall ist ¢ = 2 fiir Binéircodes, wobei die Symbole lediglich
Bits sind. Der allgemeine Fall ist ¢ = p™ mit p als Primzahl und m als
natiirlicher Zahl. Der Normalfall fiir die meisten Codes ist ¢ = 2™, wobei
den Symbole jetzt Bitgruppen (z.B. Bytes bei m = 8) entsprechen.

Aout = Ausgangsalphabet: Dies ist der Wertebereich fiir die Empfangswerte .
Fallunterscheidungen fiir den Demodulator:

Bei Hard-Decision gilt Ao = Ain, d.h. der Demodulator schétzt di-
rekt die gesendeten Werte a bzw. z. Diese Situation liegt bei einfachen
Blockcodes vor. Im binédren Fall gilt dann A;, = A,y = {0, 1}.

Bei Soft-Decision umfait A, mehr Werte als A;, — im Extremfall gilt
sogar A, = R fiir einen wertkontinuierlichen Demodulatorausgang. In
diesem Fall kann der Demodulator besonders viel Information iiber den
Kanal (Zustand, Qualitét) vermitteln. Beispielsweise teilt der Demodu-
lator dem Decoder mit, mit welcher Sicherheit er seine Entscheidungen
getroffen hat (sehr sicher oder gerade an der Grenze). Zwar kann prin-
zipiell jedes Codierungsverfahren diese Information ausnutzen, prakti-
kabel ist das jedoch meistens nur bei Faltungscodes. Ein typischer Fall
bei A, = {0, 1} ist ein 8-stufiges Aqyt, d.h. der Empfangswert wird mit
3-Bit quantisiert (siehe dazu auch Bild 1.4 und 1.5).

e = Ubergangswahrscheinlichkeit (Kanalstatistik; conditional, transition
probability): Dabei ist Py,(n|¢) die bedingte Wahrscheinlichkeit dafir,
dal y = n empfangen wurde unter der Voraussetzung, dafl x = £ gesen-
det wurde.

Input x und Output y des Kanals werden hier also als Zufallsgroflen angenom-
men, deren Werte mit £ € A;, und 1 € A,y bezeichnet werden. Vereinfachend
wird auch P(y|z) geschrieben, wenn es auf die Unterscheidung zwischen den
ZufallsgroBen und ihren Werten nicht ankommt. Fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeit gilt generell:

S PL(le) =1 firalle € € A, (1.3.1)

77€-Aout

Fiir den diskreten Kanal sind einige wichtige Fallunterscheidungen zu vermer-
ken: Neben einer Hard-Decision oder Soft-Decision Demodulation kénnen die
Ubertragungseigenschaften zeitinvariant oder auch zeitvariant sein. Ferner kann
der diskrete Kanal ein Geddchtnis haben (d.h. der Empfangswert ist nicht nur
vom zuletzt gesendeten Wert abhéngig, sondern auch von den vorangehend ge-
sendeten Werten) oder er ist gedichtnislos (d.h. der Empfangswert ist nur vom
aktuell gesendeten Wert abhéngig).
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Definition 1.1 (DMC). Als diskreter gedéchtnisloser Kanal (DMC, Discrete
Memoryless Channel) wird ein diskreter Kanal mit endlichen Alphabeten A;,
und Aoy bezeichnet, der zudem geddchtnislos und zeitinvariant sein soll. Die
Gedichtnislosigkeit ist dadurch gekennzeichnet, daf die Ubergangswahrschein-
lichkeit fiir Sequenzen in ein Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten fir Ein-
zelsymbole tibergeht:

n—1

P(yo, - Y|, - 1) = | [ Plyilzs).- (1.3.2)

1=0

Wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Hard-Decision gewisse Sym-
metrien erfiillen, reicht zur Charakterisierung des DMC ein einziger Parameter
aus:

Definition 1.2 (Symmetrischer Hard-Decision DMC). Als ein g-nérer
symrgetrischer Kanal mit Hard-Decision wird ein DMC mit Ay, = Aowe und
der Ubergangswahrscheinlichkeit

_ 1 —pe y=x
P(ylz) = { pfla—1) yZz } (1.3.3)

bezeichnet. Dieser Kanal ist eindeutig durch die Angabe der Symbol-Fehlerwahr-
scheinlichkeit p. bestimmt. Der bindre Fall mit Ay, = Aowy = {0,1} wird als
bindrer symmetrischer Kanal (BSC, Binary Symmetric Channel) bezeichnet.

Fiir p. = 0 ist der Kanal fehlerfrei und fiir p. = 1/2 bei ¢ = 2 wird in
Kapitel 2 noch gezeigt, daf eine zuverlissige Ubertragung prinzipiell unméoglich
ist. Bei einem verdnderlichen p. wiirde ein zeitvarianter Kanal vorliegen. Diese
Situation wird noch in Abschnitt 9.7 behandelt. Ausgeschrieben lautet (1.3.3)
fiir den BSC:

Pyz(0[0) = Pyu(1[1) = 1—p.
Py\x(1|0) = Pylx(o‘l) = Pe-

Mit der Wahrscheinlichkeit p. wird das Bit bei der Ubertragung verfilscht und
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p, ist die Ubertragung korrekt:

(1.3.4)

P(y:x> = 1—p
Ply#1) = pe (1.35)

Beispiel: Unter der Voraussetzung, dafl 110 gesendet wurde, wird 101 mit der
Wahrscheinlichkeit Py, (101{110) = Py,(1|1)Py.(0|1) Py (1]0) = (1 — pe) - De - De
empfangen.

Das Prinzip des BSC zeigt Bild 1.3, wobei die Kanten von x € A;, nach
y € Ao mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten P(y|x) beschriftet sind.

Fiir den g-nédren symmetrischen Hard-Decision DMC gelten einige wichtige
allgemeine Formeln:
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Ain Aout
Ain Aout 0 1_pe_qe 0
0 1-pe 0 Pe
Pe Qe
?
Pe Qe
1 1
1_pe pe
1 1
1-pe—Qe
BSC
BSEC

Bild 1.3. Modelle diskreter gedichtnisloser Kanéle (BSC, BSEC)

(1) Mit P.. (ee = error event) wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, da8 bei
der Ubertragung einer Sequenz x = (xg, 21, ...,2,_1) der Lange n minde-
stens ein Fehler auftritt:

Pee = P(y # )
=1-—P(y==x)
=1-P(Yo= 20, Yn-1= Tn_1)
=1—P(yo=120) - P(Yn—1 = Tp-1)
=1—(1—=p)" (1.3.6)
~ npe., beinp, < 1.

(1.3.7) folgt aus der Binomialentwicklung (1 —p.)™ = 37 (%) (—pe)™-

%

(2) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 eine Sequenz von n Bits in eine andere
bestimmte Sequenz verfialscht wird, wobei r Fehler auftreten, betragt:

P(von n Bits sind r bestimmte Bits falsch) = p.(1 — p.)"". (1.3.8)

(3) Die Wahrscheinlichkeit fiir  Fehler in einer Sequenz von n Bits betragt nach
der Binomialverteilung (siche Anhang A.3):

P(von n Bits sind r Bits falsch) = (n)pg(l —pe)" " (1.3.9)
r

Eine Verallgemeinerung des BSC ist der in Bild 1.3 ebenfalls dargestellte bindre
symmetrische Kanal mit Ausfillen (BSEC, Binary Symmetric Erasure Channel),
bei dem der Output ternér ist: Ay, = {0,7,1}. Hierbei entscheidet der Demo-
dulator auf den “Wert” 7, wenn die Entscheidung auf 0 oder 1 sehr unsicher
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wiére. Fiir den Decoder ist es besser, iiber den Sendewert gar keine Information
zu haben als eine Information, die in der Hélfte aller Félle falsch ist. Der BSEC
ist der einfachste Fall eines diskreten Kanals mit Soft-Decision mit

l=pe—q firy=x
P(ylz) =< ¢ firy=7 5. (1.3.10)
De sonst

Natiirlich gilt hierbei Py, (0|x) + Py,(?|z) + Py.(1]z) = 1 fir € A, = {0, 1}.
Fiir g. = 0 wird der BSEC zum BSC und fiir p. = 0 wird der BSEC zum reinen
Ausloschungskanal (BEC, Binary Erasure Channel). Ein weiteres sehr wichtiges
DMC-Modell ist:

Definition 1.3. Als AWGN-Kanal (Additive White Gaussian Noise) wird ein
Kanal mit bindrem Input bezeichnet, bei dem weifles normalverteiltes (Gauf-
sches) Rauschen v additiv iberlagert wird:

Yy=x+ .

Dabei sind x und v statistisch unabhdingig. Mit E. wird die Energie pro Code-
bit und mit No wird die einseitige Rauschleistungsdichte bezeichnet. Fir die
Alphabete qilt Ay, = {—VE.,+VE.} und Ao = R und die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten haben die Form von Verteilungsdichten:

\/;_Noexp (—(" ];05)2). (1.3.11)

Also ist y bei gegebenem x normalverteilt mit dem Erwartungswert x = £
und der Varianz 02 = Ny/2, die der Varianz des Rauschens entspricht. Wenn
der AWGN mit bindrer Modulation (ASK, Amplitude Shift Keying) betrieben
wird und im Demodulator binédr quantisiert wird, so ergibt sich wieder ein BSC
mit der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit

Pe = ylx(y<0|x:+\/EC): y\x(y>0|x=—\/ic)
_70 Lo~ ERY,
= - N an

ex
7TNO P NO

2,
_Q < ~ ) . (1.3.12)

fy\x(ﬁ\f) =

Dabei ist

1 r —n2/2 o 1 «
Qo) = E/e 2dny = §erfc (ﬁ) (1.3.13)
= P(v > ay/Ny/2) (1.3.14)
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die komplementire Gaufsche Fehlerfunktion (siche Anhang A.3). Den numeri-
schen Zusammenhang zwischen p, und E./Ny zeigt Tabelle 1.1 und der graphi-
sche Verlauf ist in den Bildern mit Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven dargestellt
(siehe z.B. Bild 1.10, Kurve “uncodiert”, E. = Ej).

Tabelle1.1. BSC-Fehlerwahrscheinlichkeit

pe | E./No [dB] || pe | E./No [dB]
1071 —0,86 10~ 13,52
1072 4,33 10712 13,93
1073 6,79 1013 14,31
1074 8,40 10714 14,66
1075 9,59 10715 14,99
10-6 10,53 10716 15,29
1077 11,31 1017 15,57
1078 11,97 1018 15,84
1079 12,55 10~19 16,09
10710 13,06 10720 16,32

Wenn beim AWGN im Demodulator nicht bindr mit 1 Bit sondern oktal mit
3 Bit quantisiert wird, so ergibt sich ein DMC mit A;, = {—v/E., +vE.} und
oktalem A,y = {—1,—1",—1",—1",+1"” +1”,4+1’, +1}. Von einiger Bedeutung
ist dabei die Wahl der 7 Sprungstellen in der Quantisierungskennlinie, was in
[49] genauer analysiert wird.

A 2f,()

\
fy\x(nl_}/E_C‘) /A
\

\
’
-/E¢ _’

1 -

P

_1 ‘ _1! ‘ _1|| ‘ _1||| +1m‘ +1ll ‘ +1l ‘ +1 n
Bild 1.4. Oktale Quantisierung der AWGN-Empfangswerte

In Bild 1.4 wird eine Kennlinie mit dquidistanten Sprungstellen angenom-
men, die genau auf die Sendewerte —/E,, ++/E, ausgerichtet ist, was im De-
modulator natiirlich eine Pegelregelung erfordert. Die Verteilungsdichtefunkti-
on der Empfangswerte f,(n) = 3 (fy«(nl — VEe) + fy«(n| + VE.)) ergibt sich
durch Uberlagerung von zwei Normalverteilungen, wobei fiir die Darstellung in
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Amod Aout
. -1

+17

+17

+1’

® +1

Bild 1.5. Ubergangswahrscheinlichkeiten beim oktal quantisierten AWGN

Bild 1.4 E./Ny = 3 dB angenommen wurde. Dabei sind die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten von —+/FE. nach 41 oder +1’ nahezu Null. In Bild 1.5 sind die
Ubergangswahrscheinlichkeiten des oktalen Kanals dagegen fiir F, /No = —3 dB
angegeben. Die Werte in Bild 1.5 werden beispielsweise wie folgt berechnet:

P(=1"| = VE) = P(=05\/E. <y < O]z = —\/E.)
:P(O75\/Ec<y<\/fc)
- Q(075 V 2EC/N0> - Q( V 2Eﬂc/]vo)

= Q(0,5) —Q(1) = 0,3085 — 0,1587 = 0,1498.

Fiir 2-dimensionale Modulationsverfahren bzw. Signalkonstellationen wird
Definition 1.3 zum 2-dimensionalen AWGN erweitert. Bei jeder Kanalbenut-
zung werden zwei Werte gesendet und zwei Werte empfangen, die in komplexer
Schreibweise zu x = xr + jrg zusammengefalt werden, wobei I fiir Inphase
und @ fiir Quadraturphase steht. Fiir das iiberlagerte Rauschen gilt entspre-
chend v = vy + jug. Die Rauschenergie in jeder Komponente ist weiterhin Ny /2
und beide Komponenten sind statistisch unabhingig. Die Rauschenergie des 2-
dimensionalen Rauschens ergibt sich {iber den Betrag einer komplexen Zahl:

E(lv)?) = E(j+vh) = %Jr% = No. (1.3.15)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit entspricht der in Bild 1.6 dargestellten 2-
dimensionalen Normalverteilung:

<_ (771 - 51) ]—;O(UQ B gQ) ) ) (1316)

1
fy\m(n\f) = 7r—N0 €xXp
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Bild 1.6. Verteilungsdichtefunktion der 2-dim. Normalverteilung (o = y/Ny/2)

Bisher wurden nur zeitinvariante und gedéchtnislose Kanéle betrachtet,
bei denen statistisch unabhéngige Einzelfehler auftreten. Die weiteren Kapitel
fithren noch verschiedene andere Kanaltypen ein: In den Abschnitten 5.6 bis 5.8,
in Kapitel 7 und in Abschnitt 9.6 werden Kanéle betrachtet, bei denen Fehler in
Biindeln auftreten. In Abschnitt 9.7 werden spezielle zeitvariante Kanéle disku-
tiert, die bei der Decodierung von Faltungscodes entstehen sowie Super-Kanéle
bei verketteten Codes. Die fiir moderne Anwendungen sehr wichtigen Kanile
mit Fading sowie mit Verzerrungen werden in Kapitel 11 diskutiert. Weitere
Kanaltypen werden in Kapitel 12 eingefiihrt.

1.4 Grundprinzip der Blockcodierung

Das Grundprinzip der Blockcodierung zeigt Bild 1.7: Der Datenstrom der In-
fosymbole bzw. Codesymbole wird unterteilt in Blocke der Linge k bzw. n,
die als Infowdrter uw = (ug, ..., ux—1) bzw. Codewdrter a = (ag,...,a,-1) be-
zeichnet werden. Dabei gilt & < n. Der Encoder ordnet jedem Infowort ein
Codewort zu. Am Ausgang des diskreten Kanals entsteht das Empfangswort
Yy = (Yo,---,Yn_1), aus dem der Decoder die Schiatzung 4 = (ug,...,U,_1) fir
das Infowort gewinnt.
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u = (ug,...,Ux_1) a=(ag,..-,8n-1)
> Encoder
\
Abstract
DC
0= (lo,...,U1) Yy =(Yo,---+¥Yn-1)
- Decoder n

Bild 1.7. Prinzip des (n, k)-Blockcodes

Die Zuordnung der Codewdrter zu den Infowdrtern im Encoder ist (1) ein-
deutig und umkehrbar, indem zwei verschiedenen Infowortern zwei verschiedene
Codeworter zugeordnet werden, so dafl zu jedem Codewort genau ein Infowort
gehort; (2) zeitinvariant, indem die Zuordnungsvorschrift immer gleich bleibt;
(3) gedichtnislos, indem jedes Infowort nur auf ein Codewort wirkt und jedes
Codewort nur durch ein Infowort bestimmt wird.

Ohne die Forderung der Gedéachtnislosigkeit wiirde sich ein Faltungscode er-
geben (siche Definition 8.1), bei dem neben dem aktuellen Infowort auch die
vorangehenden Infowdrter auf das Codewort einwirken. So gesehen sind Block-
codes also spezielle Faltungscodes.

Wegen der Gedéchtnislosigkeit und Zeitinvarianz braucht die Folge der In-
foworter bzw. Codewdrter nicht durchnumeriert zu werden, da immer nur die
Ubertragung eines Wortes betrachtet wird.

Definition 1.4. Durch die vorangehend beschriebene Methode wird ein (n, k)-
Blockcode definiert, der in ausfihrlicherer Schreibweise auch als (n,k, dwin)q-
Blockcode bezeichnet wird, wobei q die Stufenzahl der Symbole u;, a;, U; und dp;,
die Minimaldistanz (siehe Definition 1.8) bezeichnet. Als Blocklange wird n be-
zeichnet und als Coderate wird das Verhdltnis von k zu n bezeichnet:

k

R=-<1 Finheit: Infosymbol/Kanalbenutzung. (1.4.1)
n

Als Code C wird die Menge aller Codewdrter bezeichnet.

Die Coderate R < 1 ist mit der eigentlich dimensionslosen Einheit Infosym-
bol/Codesymbol versehen. Da pro Codesymbol der diskrete Kanal genau einmal
benutzt wird, ergibt sich die in (1.4.1) angegebene Einheit.
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Die Datenraten werden immer auf Bit statt Symbol bezogen, d.h. die In-
fobitrate 1, hat die Einheit Infobit/s und die Codebitrate r. hat die Einheit
Codebit/s. Bei g-stufigen Symbolen entspricht ein Symbol genau log, g Bits,
so daB 7,/ log, ¢ die Infosymbolrate und r./log, ¢ die Codesymbolrate bzw. die
Kanalbenutzungsrate ist. Pro Sekunde werden also r./(n - log, ¢) Codeblocke
iibertragen. Die Codierung bewirkt wegen

1 n

Te = Tp-

eine Erhohung der Datenrate um den Faktor 1/R = n/k, der deshalb zuweilen
auch als Bandbreitenexpansionsfaktor bezeichnet wird. R = 1 bedeutet unco-
dierte Ubertragung. Manchmal ist es erforderlich, die Coderate auf Bits statt
auf Symbole zu beziehen:

k
R, = R-log,q = o log, q Einheit: Infobit/Kanalben. (1.4.3)

Im binédren Fall gilt natiirlich R, = R.

Die Anzahl der Infoworter der Liange k£ mit ¢-stufigen Symbolen betrigt
offensichtlich ¢* und somit gibt es auch ¢* = |C| = ¢"# = 2% Codewdrter. Die
Anzahl der méglichen Sendewérter der Léange n betréigt jedoch ¢". Der Code C
ist also eine Untermenge der Michtigkeit ¢* in der Menge aller ¢" Worter.

Der Begriff des Blockcodes wurde in Definition 1.4 etwas eingeschréankt fest-
gelegt. In der allgemeinsten Form darf die Méchtigkeit |C| eine beliebige gan-

ze Zahl sein, d.h. nicht unbedingt eine g-Potenz. In diesem Fall resultiert dann

Ry, = llog2 |IClund k =nR = log, |C]
n log, q

lig. Durch diese Verallgemeinerung ergeben sich aber keine theoretischen Vorteile

und in der Praxis wird immer |C| = ¢* mit ganzzahligem k gewéhlt.

Die Giite eines Codes wird ausschlieSlich dadurch geprigt, wie geschickt
aus den ¢" Wortern die ¢* Codeworter ausgewihlt werden. Es wird darauf hin-
auslaufen, dafl sich die Codewdrter moglichst stark voneinander unterscheiden
missen.

Der Encoder trifft nur eine Zuordnung zwischen den ¢* Infowortern und den
q* Codewdrtern. Wie diese Zuordnung iiber die Forderungen der Eindeutigkeit,
Zeitinvarianz und Gedéchtnislosigkeit hinaus organisiert ist, bleibt im Prinzip
weitgehend belanglos. Insofern ist der Begriff Giite eines Encoders sinnlos. Aller-
dings werden in der Praxis fast ausschlielich systematische Encoder verwendet
(siehe Definition 1.5) und zur Vereinfachung der Realisierung fast ausschlieflich
lineare Codes (siche Kapitel 3) bzw. zyklische Codes (siche Kapitel 5).

ist nicht mehr notwendigerweise ganzzah-

Definition 1.5. Bei einem systematischen Encoder (auch: systematischer Co-
de) erfolgt die Zuordnung zwischen Infowdrtern und Codewdrtern derart, daf
das Infowort explizit Teil des Codewortes ist. Die restlichen n — k Stellen heifsen
dann Priifstellen (Priifbits, parity bits).
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Beispiel 1.1. Die beiden Zuordnungen (Priifstellen hinten bzw. vorn)

00 +— 000 00 — 000
01— 011 01 — 101
10 — 101 10 — 110
11 — 110 11— 011

erzeugen den gleichen (3,2); Code C = {000,011, 101,110}. Der Codemenge
kann nicht angesehen werden, in welcher Weise encodiert wurde. Beide Encoder
sind als gleichwertig anzusehen. [

Definition 1.6. Zwei Blockcodes heiffen identisch, wenn ihre Codemengen iden-
tisch sind. Zwei Blockcodes heiffen dquivalent, wenn nach einer geeigneten
Vertauschungsvorschrift fiir die Komponenten der Codewdrter die Codemengen
identisch sind.

1.5 Hammingdistanz und Minimaldistanz

Es seien x, y, z jeweils Worter der Lange n mit ¢g-stufigen Werten (beispielsweise
Codeworter oder Empfangsworter).

Definition 1.7. Die Hammingdistanz dy(x,y) ist definiert als die Anzahl der
Abweichungen zwischen den Komponenten von x und y. Sofern eine Null defi-
niert ist, wird als Hamminggewicht wy(x) die Anzahl der Komponenten von x
bezeichnet, die ungleich Null sind.

Fiir den Zusammenhang zwischen Abstand und Gewicht gilt:
wy(x) =dy(x,0) mit 0 =(0,...,0). (1.5.1)
Falls im Wertebereich der Symbole eine “Subtraktion” definiert ist, gilt weiter:

dy(z,y) = wy(x —y). (1.5.2)

Satz 1.1. Die Hammingdistanz ist eine Metrik im mathematischen Sinn, d.h.
es gelten folgende Figenschaften:

du(z,y) = du(y, z)
0<dy(z,y)<n
dy(z,y) =0 <= =z=y
dy(z,y) <dg(z,z)+du(z,y).
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Die Beziehung (1.5.6) wird als Dreiecksungleichung bezeichnet und ist in Bild
1.8 veranschaulicht. Falls Addition und Subtraktion im Wertebereich der Symbole
definiert sind, so gelten fir das Hamminggewicht folgende Eigenschaften:

wy(x) = wy(—x) (1.5.7)

0 <wy(z)<n (1.5.8)

w(x)=0 <= x=0 (1.5.9)

wy(z +vy) <wg(x)+wy(y). (1.5.10)
z

X du(x,y)

Bild 1.8. Veranschaulichung der Dreiecksungleichung fiir die Hammingdistanz

Definition 1.8. Die Minimaldistanz dy,;, eines (n, k, dyin)-Blockcodes C ist de-
finiert als die minimale Hammingdistanz zwischen allen Codewortern:

duin = min{dgy(a,b) | a,b €C, a # b}. (1.5.11)

Die Minimaldistanz ist der wichtigste Parameter, der die Giite eines Codes
bestimmt. Die vollstdndige Charakterisierung eines Codes wird spéter durch die
Gewichtsverteilung gegeben (siehe Definition 3.7). Zur Bestimmung der Mini-
maldistanz miissen die Absténde aller Codeworterpaare betrachtet werden. Je
grofer die Minimaldistanz ist, je stérker sich also die Codeworter voneinander
unterscheiden, desto besser ist der Code. Bei gegebener Coderate R = k/n und
gegebener Blockldnge n sollte derjenige Code gewéihlt werden, der zu groflem
din fiihrt. Normalerweise wird dp, grofier (d.h. besserer Code), wenn die Co-
derate kleiner wird (d.h. mehr Bandbreite erforderlich) oder wenn die Blocklange
grofer wird (d.h. komplexere Verarbeitung erforderlich).

Beispiel 1.2. Der (7,4),-Hamming-Code besteht aus 16 Codewortern der
Lénge 7:
C = { 0000000, 1000011,

0001111, 1001100,

0010110, 1010101,

0011001, 1011010,

0100101, 1100110,

0101010, 1101001,

0110011, 1110000,

0111100, 1111111 }.
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Der Code ist hier durch eine Aufzdhlung der Codewdrter gegeben und nicht
durch die (unwesentliche) Art der Encodiervorschrift (systematisch, Infobits
vorn). Der Vergleich der ersten beiden Codeworter ergibt dp;, < 3. Bei der
Betrachtung aller Paare findet sich kein Paar mit der Hammingdistanz 2, so dafl
dmin = 3 folgt. [ |

Klar ist schon jetzt, dal es besserer Methoden zur Beschreibung der Code-
menge und zur Berechnung der Minimaldistanz bedarf — dazu wird spéter eine
algebraische Struktur auf der Codemenge eingefiihrt.

1.6 Maximum-Likelihood-Decodierung

Die optimale Decodiervorschrift ist dadurch definiert, daf§ die Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeit P, = P(d # u) nach dem Decoder minimal wird:

Unterstellt wird also ein stochastischer Kanal (beispielsweise ein DMC), der
zu Fehlern im Empfangswort fiihrt, die moglicherweise durch den Decoder nicht
korrigiert werden konnen und damit zu Fehlern im geschétzten Infowort fiihren.
Derartige Fehler sollen withrend einer Ubertragung von vielen Worten maglichst
selten auftreten. Nicht beriicksichtigt wird dabei, ob in einem falsch geschétz-
ten Infowort nur ein Fehler oder mehrere Fehler enthalten sind. Eine solche
Minimierung der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit P, = P(u; # u;) ist wesentlich
schwieriger.

Ziel ist also, dafl das geschétzte Infowort moglichst oft exakt mit dem In-
fowort auf der Sendeseite iibereinstimmt. Diese Forderung ist das Kriterium,
nach dem der Decoder konstruiert werden soll. Es wird sich gleich zeigen, daf3
man diese Konstruktionsvorschrift fiir den Decoder ableiten kann, auch wenn
das Kriterium P, gar nicht explizit berechnet werden kann:

P,=P(4#u) — Minimum = P(4 # a). (1.6.1)

Wegen der eindeutigen Zuordnung zwischen Infowtrtern und Codewortern kann
anstelle des Infowortes auch das Codewort geschétzt werden. Die Schétzung fiir
das Infowort ist genau dann korrekt, wenn die Schétzung fiir das Codewort kor-
rekt ist. Deshalb kann die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit anstelle der Infoworter
auch iiber die Codeworter definiert werden.

Bild 1.9 zeigt das Prinzip zur Herleitung der Decodiervorschrift. Der Decoder
wird wie angegeben zerlegt in einen Codewortschétzer (hier mit J bezeichnet)
und ein Encoder-Inverses. Dieses Encoder-Inverse ist eine direkte Umkehrung des
Encoders und hat zu den geschitzten Codewortern a lediglich das zugehorige
Infowort 4 zu bestimmen. Das ist eine triviale Operation, beispielsweise sind bei
systematischen Encodern lediglich die Priifstellen auszublenden.

Die gesamte Intelligenz des Decoders steckt im Codewortschétzer, der im
Gegensatz zum Encoder-Inversen nicht die Encodiervorschrift, sondern nur die
Codemenge kennen muf. Zum Empfangswort y wird also im Codewortschétzer
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Bild 1.9. Zur Herleitung der Decodiervorschrift

das geschétzte Codewort bestimmt — formal ist das eine Abbildung wie folgt:
b :y—o(y=acC. (1.6.2)

Die Funktion 0 ist so zu konstruieren, dafl die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
minimal wird:

P, = P(3(y) # a) (1.6.3)

Bei der Ubertragung iiber einen diskreten Kanal mit Hard-Decision (also mit
Ain = Aout) sind folgende Félle zu unterscheiden:

y=a Fehlerfreie Ubertragung.

y € C\{a} Verfilschung in ein anderes Codewort — dieser Fall kann niemals
erkannt oder korrigiert werden.

y<cC Die Verfilschung ist generell erkennbar und eventuell korrigierbar
durch den Decoder. Bei 6(y) = a wird korrekt decodiert und bei
d(y) # a wird falsch decodiert. Der Fall §(y) = undefiniert tritt
zwar beim idealen Decoder nicht auf, aber bei praktisch realisierten
Decodern ist dieser Fall jedoch durchaus sinnvoll (siehe nachfolgen-
de Erkldrung).

In der formalen Beschreibung ordnet ¢ jedem der ¢ moglichen Empfangsworte
eines der ¢* Codewdrter zu. Spéter wird sich noch zeigen, dafl man bei der Reali-
sierung des Decoders teilweise darauf verzichtet, jedem moglichen Empfangswort
die optimale Schétzung zuzuordnen — stattdessen wird die optimale Decodier-
vorschrift nur fiir die haufiger vorkommenden Empfangsworter realisiert. Mit
dieser Methode konnen sich fiir den Decoder ganz erhebliche Vereinfachungen
bei der Realisierung ergeben.
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Wenn ein Empfangswort vollstindig vorliegt, so kann (abgesehen von ver-
arbeitungstechnischen Verzogerungen) sofort blockweise eine Schitzung des Co-
dewortes bzw. Infowortes erfolgen. Im Normalfall kann also eine Schétzung fiir
das erste Infosymbol empfangsseitig friithestens dann erfolgen, wenn das zuletzt
gesendete Codesymbol empfangen wurde. Somit bestimmt die Blocklange n ei-
ne untere Grenze fiir die prinzipiell mindestens auftretende Verzégerungszeit bei
der codierten Ubertragung.

Voraussetzung (gleiche Apriori-Wahrscheinlichkeiten) zur Herleitung
der Decodiervorschrift: Alle ¢* Infowérter sollen mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit ¢=% von der Quelle abgegeben werden.

Mit dieser Voraussetzung treten auch alle Codeworter mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit ¢~ auf. Die Wahrscheinlichkeit, daf ein Fehler bei der Decodie-
rung auftritt unter der Voraussetzung, dafl das Codewort a gesendet wurde,
ergibt sich aus der Summation iiber diejenigen Empfangsworter, die zu einer
Schatzung ungleich a fithren:

P(6(y) # a | a gesendet) = Z P(y empfangen | a gesendet)

5(y)¢a
= ) Pulyla) (1.6.4)
5(y?§¢a
Ferner gilt bei der Summation iiber alle Codeworter und alle Empfangsworter:
Z =(ya) Z | (arbitrary y empfangen |a)
acCy aeC
=> 1=4" (1.6.5)
aeC
Aus dem Satz von der vollsténdigen Wahrscheinlichkeit (A.3.1) folgt nun:
Py = P((y) % a)
= Z P(6(y) # a | a gesendet) - P(a gesendet)
aeC

=> > Puplyla)-¢*  with (1.6.4)

acC Y
5(y)#a
(5 utviar- 3 putola)
acC,y acC,y
3(y)=a
=1-¢" Y Pu(yla)  with (1.6.5)
acC,y
iy)=a

—1_qk Z |:cy|5
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Zur Minimierung von P, sollte fiir jedes Empfangswort y also 6(y) = @ so
gewdhlt werden, daf die Ubergangswahrscheinlichkeit Py,(y|d) maximal wird.

Satz 1.2 (Maximum-Likelihood-Decoder MLD). Die Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt deco-
diert wird: Zum Empfangswort y wird als Schitzung @ € C dasjenige Codewort
gewdhlt, bei dem die Ubergangswahrscheinlichkeit mazimal wird:

Pyo(y|@) > Py, (y|b) fir alle b € C. (1.6.6)

Die ML-Decodierung kann auch mehrdeutig sein — in diesem Fall wird dann
irgendein Codewort mit maximaler Ubergangswahrscheinlichkeit gewdhlt.

Dieses Ergebnis ist auch anschaulich einfach zu verstehen: Bei gegebenem
Empfangswort wird dasjenige Sendewort bzw. Codewort gesucht, das am wahr-
scheinlichsten gesendet wurde. Die Berechnung der Wort-Fehlerwahrscheinlich-
keit selbst erfolgt spéater in Kapitel 3.

Ohne die Voraussetzung gleicher Apriori-Wahrscheinlichkeiten ergibt sich
allerdings ein anderer Decoder, namlich der Mazimum Aposteriori Decoder
(MAP), der genau auf die Quellenstatistik angepafit ist und bei nicht gleich-
wahrscheinlichen Sendeworten zu einer kleineren Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
P, fiihrt (siehe Aufgabe 1.11). Wegen der Abhéngigkeit von der Quellenstatistik
wird der MAP-Decoder jedoch nur in Sonderfillen angewendet.

Noch anschaulicher werden diese Ergebnisse, wenn der ¢-nére symmetrische
DMC betrachtet wird. Aus (1.3.2) und (1.3.3) folgt dann fiir y = (yo, .- -, Yn—-1)
und @ = (ao, . ..,a,—1) mit d = dy(y, 4):

y|:c y| H \xyz|az
H 1_pe if y; = a;
B [lg=1) ifyi#a
d
:(1—pe)n_d'( Pe )
qg—1

1\ DPe 4
= (1 =pc) ((1_pe>(q_1)) . (1.6.7)

Der linke Faktor ist unabhéngig von @ und somit mufl nur der rechte Faktor
durch geeignete Wahl von @ maximiert werden. Fiir p, < 0,5 ist der Quotient
kleiner als 1 und somit ergibt sich das Maximum, wenn d = dg(y, @) minimal
wird:

Satz 1.3 (MLD fiir Hard-Decision-DMC). Die Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert wird:
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Zum Empfangswort y wird als Schitzung @ € C dasjenige Codewort gewdhlt,
das vom Empfangswort den minimalen Hammingabstand hat:

du(y, @) <dy(y,b) fir alle b eC. (1.6.8)

Beispiel 1.3. Es wird der (5,2),-Code C = {00000,11100,00111, 11011} be-

trachtet, fiir den offensichtlich d.;, = 3 gilt. In1 der nQachfolgenden4Tabelle
sind fiir drei als beispielhaft gew#hlte Empfangsworter die Abstdnde zu allen
Codewdrtern angegeben und die daraus resultierende Entscheidung des Code-
wortschétzers:

Yy |du(y,a) du(y,a) du(y,a3) du(y,a) | 0(y)
10000 1 2 4 3 a,
11000 2 1 5 2 a
10001 2 3 3 2 a; or ay -

Schon beim (7, 4)-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 wird diese Methode ziem-
lich umsténdlich, so dafl praktisch anwendbare Codes zwei Forderungen gentigen
sollten: (1) Die Minimaldistanz dp,;, soll moglichst groff sein. (2) Die Struktur
der Codemenge C muf so sein, daf sich im Decoder die Suche nach dem mini-
malen Hammingabstand méglichst einfach organisieren 148t. Beide Forderungen
setzen eine algebraische Struktur voraus, denn fiir (1) ist die Struktur notwendig,
um iiberhaupt gute Codes konstruieren zu kénnen und fiir (2), um realisierbare
Decoder zu ermoglichen.

Satz 1.3 soll nun in entsprechender Form auch fiir den AWGN abgeleitet
werden. Nach (1.3.11) gilt fiir die Verteilungsdichten:

n—1
=0

1=0
1 n—1
_ N n/2 o ;— Az 2
e (S
- Ly a)? (16.9)
= c-exp No y—a , .6.

Dabei ist ¢ eine Konstante und ||y — @||? die euklidische Norm von y— @ bzw. der
euklidische Abstand zwischen y und a. Der rechte Faktor mufl durch geeignete
Wahl von @ maximiert werden. Dies wird erreicht durch Minimierung der Norm
und somit folgt:
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Satz 1.4 (MLD fiir Soft-Decision-AWGN). Die Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert wird:
Zum Empfangswort y wird als Schédtzung @ € C dasjenige Codewort gewdhlt,
das vom Empfangswort den minimalen euklidischen Abstand hat:

ly —a| < |ly—b| fiirallebeC. (1.6.10)

Ausgeschrieben bedeutet das Y. (y; — a;)* < >..(yi — b;)*. Die y? konnen
entfallen und somit vereinfacht sich das zu

—_
[y

n— n—

(a7 — 2y;a;) < (b7 — 2y;b;) fiir alle b € C

Il
=)
-.
Il
o

7

und das ist dquivalent zu

[y

n— n—1

n—1 n—1

13, 1
§ iAi__g a; > ibi——g b?  fiir all belC.
2 Yia 5 - a; = 4 Yy 5 2 i ur alle

7

Il
=)

Speziell fiir bindre Codes gilt a;,b; € {+v E.,—vE.} und somit entfallen die
quadratischen Terme:

n—1 n—1
D wia; > Y yiby fiiralle b € C. (1.6.11)
1=0 1=0

Als Sendewort wird dasjenige Codewort geschétzt, bei dem die Korrelation mit
dem Empfangswort maximal wird. Dennoch sind hier 2¥ Skalarprodukte aus-
zufithren und dies ist so aufwendig, dafl Blockcodes normalerweise nur mit Hard-
Decision decodiert werden kénnen (siehe dazu auch Abschnitt 11.7).

1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns

Die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit (BER, Bit Error Rate) bzw. Symbol-Fehler-
wahrscheinlichkeit P, = P(a; # a;) bezieht sich nur auf die Infosymbole und
beriicksichtigt nicht die Priifsymbole. P, und die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
P, = P(d # a) hingen in komplizierter Weise zusammen. Da die Anzahl
der Fehler in einem fehlerhaft decodierten Wort zwischen 1 und k betrégt, gilt
folglich

1
T P, < P < P, (1.7.1)
Normalerweise erweist sich die Ndherung
dmin
P, =~ . P, (1.7.2)

als sinnvoll, die von d;, Fehlern pro falsch decodiertem Wort ausgeht. Eine
ziemlich genaue Abschitzung von P, und eine weitere Begriindung fiir (1.7.2)
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erfolgt noch in Satz 3.15 — aber dieses Problem ist bei der praktischen Beurtei-
lung von Codes von untergeordneter Bedeutung.

Der Vergleich von Codes untereinander und mit der uncodierten Ubertra-
gung erfolgt oft anhand des AWGN-Kanalmodells mit ¢ = 2 geméfl Definition
1.3. Dazu sei Ny die einseitige Rauschleistungsdichte und FE} die Energie pro
Infobit. Dann ist

E.=R-E, (1.7.3)

die Energie pro Codebit, die also um den Faktor R (Coderate) kleiner ausfillt,
sofern man gleiche Sendeleistung unterstellt. Die Signalleistung mufl dann auf-
geteilt werden auf die Infobits und auf die Priifbits, so dal pro Codebit weniger
Energie verfiigbar ist. Damit wichst die Wahrscheinlichkeit, daf§ die Codebits
im Demodulator falsch bestimmt werden. Ein Codierungsgewinn ergibt sich nur,
wenn die Korrekturfihigkeit des Codes diesen negativen Effekt {iberwiegt.

In den Bildern 1.10 und 1.11 erfolgt nun anhand des AWGN-Modells ein
quantitativer Vergleich zwischen codierter und uncodierter Ubertragung, wo-
bei P, und P, iiber E,/N, aufgetragen werden. Die Kurve fiir die uncodierte
Ubertragung entspricht direkt Tabelle 1.1. Fiir die codierte Ubertragung wer-
den zwei perfekte Codes verwendet, bei denen als wesentlicher Vorteil die Wort-
Fehlerwahrscheinlichkeit exakt berechnet werden kann (siehe dazu Satz 3.15).

1
101
x
o e
10 \\
10-3 =~
=~ S~
\ ~
1074 ~
~
~
5 \ ~ ~
10—
\ ~ uncoded
\ ~__ (Pw=Pp)

\ \
1010

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Ey/No [dB]

Bild 1.10. Fehlerwahrscheinlichkeit des (23,12)3-Golay-Codes (bei Hard-Decision)

Bild 1.10 zeigt am Beispiel des (23,12)9-Golay-Codes das prinzipielle Ver-
halten ka.r'lalcodierter Ubertragungssysteme. Bei schlechten Kanélen ist die un-
codierte Ubertragung zunéchst besser. Es gibt dann eine Schwelle (die hier bei
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etwa 5 dB liegt), von der an die codierte Ubertragung besser wird und zu ei-
nem Codierungsgewinn (in dB) fiithrt, der immer auf eine bestimmte Fehler-
wahrscheinlichkeit P, oder P, bezogen wird. Bei P, = 107% betriigt dieser Co-
dierungsgewinn etwa 2,0 dB. Unterhalb der Schwelle ergibt sich bei gleichem
Signal/Rausch-Verhéltnis eine kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit bzw. bei glei-
cher Fehlerwahrscheinlichkeit kann die Sendeleistung reduziert werden. Bei ei-
nem sehr guten Kanal mit E,/Ny — oo verlaufen die Kurven nahezu parallel
und werden gleichzeitig immer steiler. Der Unterschied zwischen P, und P, ist
dabei unbedeutend.

Der Abstand zwischen codierter und uncodierter Ubertragung wird nicht
beliebig grol bei £, /Ny — 0o, sondern konvergiert gegen einen Grenzwert, der
jetzt berechnet werden soll. Zur Unterscheidung wird deshalb die Energie pro
Infobit bei der uncodierten Ubertragung mit E; und bei der codierten Ubertra-
gung mit Ej bezeichnet.

Fiir die uncodierte Ubertragung ergibt sich P, direkt als BSC-Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit. Nach (1.3.12) und (A.3.18) gilt:

2E, _E!/N
Pb,unc = Pe = Q N /~ const - e b0, (174)
0

Wie spiter in Satz 3.15 noch gezeigt wird, gilt fiir die codierte Ubertragung mit
Hard-Decision fiir groBes FEj /Ny ndherungsweise:

Pycoa ~ const - pit. (1.7.5)

e

Dabei ist const eine vom Code abhéngige Konstante, p. ist die BSC-Bitfehler-
wahrscheinlichkeit der Codebits zu E. = RE, und t = |(dyin — 1)/2] entspricht
etwa der halben Minimaldistanz (mit |\| wird die grofite ganze Zahl < X\ be-
zeichnet). Nach (1.7.2) und (A.3.18) gilt also:

Pb,cod ~ const - Pw,cod

t+1
e

)

~ const - ¢~ FFDEu/No, (1.7.6)

~ const - p
t+1

~ const -

Der Codierungsgewinn wird auf gleiche Bitfehlerraten bezogen: Py yne = P cod-

Hieraus folgt:
_El;

const - e E4/No = const - e FUHDE/No, (1.7.7)

Die Konstanten sind allenfalls linear von Ej,/Ny bzw. t abhéngig und kénnen
somit beim Logarithmieren fiir groles £j,/N, vernachlissigt werden:

~ R(t+1)- 2 (1.7.8)

E2)
No No
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Daraus ergibt sich der asymptotische Codierungsgewinn (asymptotic coding
gain) fir Hard-Decision als:

Ganara = 10-log,o(R(t+1)) dB. (1.7.9)
Fiir Soft-Decision wird spéter in Satz 3.17 gezeigt:
Pucod A const - e~ minEo/No, (1.7.10)

Der Vergleich mit (1.7.4) ergibt den asymptotischen Codierungsgewinn fiir Soft-
Decision:

Gasott = 10-log;o(Rdmin) dB. (1.7.11)

Fiir grofles Ey/Ny ergibt sich die Fehlerwahrscheinlichkeit exponentiell aus
Eb/ N()Z
P, = const - ¢~ Fo/Nowconst, (1.7.12)

Dies gilt unabhéngig davon, ob codiert wird oder nicht. Fiir grofles F;, /Ny ver-
laufen die Kurven aus Bild 1.10 also parallel zueinander im Abstand G, hard-
Die Steigung der Kurven konvergiert gegen —oo fiir Ej,/Ny — 00. Deshalb spie-
len auch die Konstanten in (1.7.7) keine Rolle und auch der Zusammenhang
zwischen Bit- und Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit geméf (1.7.1) bzw. (1.7.2) ist
unwesentlich, denn der vertikale Abstand zwischen der P,- und der P,-Kurve
bleibt zwar konstant, aber der horizontale Abstand konvergiert gegen Null.

Unmittelbar deutlich wird die enorme Bedeutung der Minimaldistanz: Je
grofer dp;, wird bei gleicher Coderate (z.B. durch grofiere Blockldnge oder bes-
seren Code), desto mehr kann £, (codiert) gegeniiber Ej (uncodiert) vermindert
werden. Durch Soft-Decision ergibt sich prinzipiell ein asymptotischer Gewinn
von etwa 3 dB (mit ¢ + 1 &~ dpin/2):

Ga,soft ~ Ga,hard + 3701 dB. (1713)

Bei “realistischen” Werten von Ej, /Ny bzw. “mittleren” Werten von P, betrigt
der Gewinn durch Soft-Decision allerdings {iblicherweise nur rund 2 dB.

Fiir den (23, 12),-Golay-Code aus Bild 1.10 mit ¢ = 3 ergibt sich ein asym-
ptotischer Codierungsgewinn von Gy paa = 10 - log(12/23 - 4) = 3,2 dB, der
allerdings aus dem Bild nicht direkt ablesbar ist, da hierfiir ein groieres Ej, /Ny
betrachtet werden miifite. Bei P, = 1071° bzw. E},/Ny = 10,5 dB betrigt der Ge-
winn erst rund 2,5 dB. Insofern ist G, eher ein Mafl zum Vergleich verschiedener
Codes als zur Berechnung des Codierungsgewinns bei moderaten Fehlerraten.

In Bild 1.11 ist die Fehlerwahrscheinlichkeit des (7, 4)s-Hamming-Codes mit
t = 1 dargestellt. Hier gilt nur G, para = 10-log;((4/7-2) = 0,6 dB und tatsdchlich
ist die codierte Ubertragung nur geringfiigig besser und das auch nur bei einem
guten Kanal bzw. bei kleinen Fehlerwahrscheinlichkeiten. Hohe Codierungsge-
winne konnen nur bei komplexen Codes erwartet werden, insbesondere nur bei
grofen Blockldngen, und dies ist auch die Aussage des Kanalcodierungstheorems
(sieche Abschnitt 2.2).
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Bild 1.11. Fehlerwahrscheinlichkeit des (7,4)2-Hamming-Codes (bei
Hard-Decision)

Weitere Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven iiber Ej,/Nj sind in Abschnitt 3.8
(Vergleich von Hard- und Soft-Decision fiir den Hamming-Code) und insbe-
sondere in Abschnitt 7.3 (BCH-Codes) sowie in Abschnitt 9.5 (Faltungscodes)
angegeben. Die theoretische Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit erfolgt fiir
Blockcodes in den Abschnitten 3.7 und 3.8, fiir Faltungscodes in Abschnitt 9.5
und fiir die trelliscodierte Modulation in Abschnitt 10.7. Generell wird sich dabei
zeigen, dafl die Berechnung mit groflerem Ej, /Ny immer einfacher wird. Ande-
rerseits konnen Fehlerwahrscheinlichkeiten bis herunter zur Gréfienordnung 1076
noch mit verniinftigem Aufwand simuliert werden. Folglich ergédnzen sich Theo-
rie und Simulation bei den Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven nahezu perfekt.

Der bei einer konkreten Anwendung tatséchlich vorliegende Kanal ist oftmals
so kompliziert, dafl eine exakte Beschreibung nicht moglich ist. Deshalb werden
Codes meistens in Bezug auf die einfachen Modelle BSC oder AWGN entworfen,
womit gleichzeitig auch eine gewisse Robustheit gegen Kanaldnderungen gegeben
ist. Daneben werden allerdings auch noch Modelle fiir Kanéle mit Biindelfehlern
(sieche Abschnitt 5.6, 5.7) sowie fiir Fadingkanéle (siehe Abschnitt 11.2, 11.3)
verwendet.

Es ist also nicht iiberraschend, wenn der Codierungsgewinn in der Praxis
nicht prézise den theoretischen Vorhersagen entspricht. Hinzu kommen immer
sogenannte Implementierungsverluste sowie ein weiterer Effekt: Bei codierter
Ubertragung ist die Energie pro Codebit kleiner als bei der uncodierten Uber-
tragung. Damit wird die Synchronisation (Frequenz, Takt, Rahmen) eventuell
viel schwieriger, als die gesamten Operationen im Encoder und Decoder.
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Ganz anders sind allerdings die Verhéltnisse, wenn beim Einsatz von Co-
dierung das Modulationssystem und die Bandbreite nicht gedndert werden und
stattdessen die Datenrate der Infobits vermindert wird. In diesem Fall betrégt
der Gewinn Gy para = 10 - log,o(t + 1) dB.

1.8 Grundgedanke der Kanalcodierung

Insbesondere mit Blockcodes wird unmittelbar der Grundgedanke deutlich, der
hinter der Kanalcodierung steht. Es ist die gleiche Idee wie bei der Digitalisierung
in der Nachrichtentechnik mit &hnlichen Vor- und Nachteilen:

Digitalisierung bedeutet Quantisierung der Symbole im Wertebereich: Wenn
A die Quantisierungsbreite ist, so ist A/2 der maximale Quantisierungsfehler.
Daraus folgt:

Vorteil: Kleine Ubertragungsfehler (kleiner als A/2) werden vollig elimi-

niert, wihrend bei der analogen Ubertragung in jeder Verstéirkerstufe das
Signal /Rausch-Verhéltnis prinzipiell immer schlechter wird.

Nachteil: Auch ohne Ubertragungsfehler“tritt immer ein mittlerer Quantisie-
rungsfehler von /A?/12 auf. GroBe Ubertragungsfehler (groBer als A/2)
werden durch Zuordnung zur falschen Quantisierungsstufe noch vergroflert.

Fazit: Quantisierung nur dort, wo der Hauptanteil der Stérungen kleiner als
A/2 ist.

Kanalcodierung bedeutet Quantisierung ganzer Symbolfolgen im Zeitbereich:
Die n — k Priifstellen werden so gewéhlt, daf} sich die verschiedenen Codeworter
der Lange n an mindestens d,;, Stellen unterscheiden. Das ist mdglich, weil
von den ¢" moglichen Wortern nur ¢ Wérter auch tatséchlich Codewdrter sind.
Daraus folgt (wie in Abschnitt 3.2 noch detailliert gezeigt wird):

Vorteil: Bei weniger als dp;,/2 Ubertragungsfehlern liegt das Empfangswort
néher am gesendeten Wort als an allen anderen moglichen Codewdrtern und
kann somit richtig decodiert werden.

Nachteil: Bei mehr als dy,i, /2 Ubertragungsfehlern wird méglicherweise auf ein
falsches Codewort entschieden und die Anzahl der Fehler erhoht sich durch
die Codierung.

Fazit: Kanalcodierung nur dort, wo in der Mehrzahl weniger als dy,;,/2 Fehler
pro Codewort auftreten, d.h.: Kanalcodierung ist nur sinnvoll bei relativ
guten Kanélen und bei hohen Anforderungen an die Zuverléssigkeit, wéahrend
bei schlechten Kanilen eine Kanalcodierung nicht sinnvoll ist.

Die zentrale Idee der Kanalcodierung ist es, lange Infoblocke in noch ldngere
Codeblocke zu transferieren. Das Ausmafl der hinzuzufiigenden Redundanz ist
abhéngig von der Kanalqualitdt und der gewiinschten Ubertragungsqualitéit.



2. Grundlagen der Shannon’schen
Informationstheorie

Die von Shannon 1948 begriindete Informationstheorie zeigt die prinzipiellen
Grenzen und Moglichkeiten der Codierung auf, wobei Shannon sowohl Kanalco-
dierung, Quellencodierung und kryptographische Codierung betrachtet hat. In
diesem Kapitel wird nur die Informationstheorie der Kanalcodierung dargestellt
mit Beschrinkung auf den diskreten gedéchtnislosen Kanal (DMC). Obwohl bis-
her die Blockcodes nur ganz knapp behandelt wurden, sind die Ergebnisse von
Shannon dennoch schon mit diesen geringen Grundlagen verstéindlich.

2.1 Kanalkapazitat des DMC

Vorausgesetzt wird der DMC (Aiy, Aout, Py|z) geméB Definition 1.2 mit der Be-
schreibung durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten (Kanalstatistik) Py(n])
oder kurz P(y|z). Der Input des diskreten Kanals (bzw. der Output des Kana-
lencoders) wird als eine Zufallsgrofie angesehen, die durch die Apriori-Verteilung
(Quellenstatistik) P,(&) oder kurz P(x) gekennzeichnet ist. Zusammenfassung:

P(y|r) = P(y empfangen |z gesendet) Kanalstatistik

P(z) = P(x gesendet) Quellenstatistik. (2.1.1)

Aus der Quellenstatistik und der Kanalstatistik kann die Empfangsstatistik be-
rechnet werden: Die Wahrscheinlichkeit, daf§ y empfangen wird, betrdgt nach
dem Satz von der vollsténdigen Wahrscheinlichkeit (A.3.1):

P(y) = > P(ylz)- P(z) Empfangsstatistik. (2.1.2)
IEAin

Fiir die gemeinsame Verteilung, daf also x gesendet und y empfangen wird, gilt:
P(z,y) = P(ylz)- P(x) = P(x|y) - P(y). (2.1.3)

Eingefithrt wurde damit auch die bedingte Wahrscheinlichkeit P(x|y), daf =
gesendet wurde unter der Voraussetzung, dafl y empfangen wurde. Aus der ge-
meinsamen Verteilung ergeben sich P(y) und P(z) als Randverteilungen:

P(y)= > Plxyy) , Plx)= Y Play). (2.1.4)

feAin yGAout
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Zur Vollstéandigkeit wird noch vermerkt:

Z P(z) = Z P(y) = Z (ylx) = Z P(z|y) = 1. (2.1.5)

me-Ain yE-Aout yGAout -TG.AID

Der Informationsgehalt einer Zufallsgrofle (wie beispielsweise der Input x des
DMC) Wird mit der Entropie (Unbestimmtheit, siehe auch Anhang A.3) gemes-

sen: H(z Z P(z)log, P(x). Wie schon bei der Herleitung des Maximum-
€A
Likelihood-Decoders in Abschnitt 1.6 werden beim Entwurf von codierten Ubert-
ragungssystemen fiir die Apriori-Verteilung (Quellenstatistik) P, iiblicherwei-
se gleichméfig verteilte Infoworter angenommen. Dann haben die Infosymbo-
le bzw. Infoworter jeweils die maximal mogliche Entropie H(z) = log, ¢ bzw.
H(z) = k- log, q. Fiir die Entropie der Empfangswerte gilt H (y) < log, [Aout|-
Fiir die Ubertragung von Informationen iiber einen stochastischen Kanal
sind jedoch nicht die Entropien von Input und Output mafigebend, sondern der
(moglichst enge) Zusammenhang zwischen Input und Output. Dafiir wird jetzt
ein wichtiges Maf§ eingefiihrt, das auf der gemeinsamen Verteilung von Input
und Output basiert:

Definition 2.1. Zwischen zwei Zufallsgriffen und insbesondere zwischen Input
und Output des DMC kann die Transinformation (mutual information) definiert
werden, die angibt, wieviel Information eine der beiden Zufallsgréfsen iiber die
andere vermittelt:

o) — . o P(y|x)
[( 7y) IEAigj:EAouc P( )P(y| )l 52 Zx’eAin P(x’)P(y\x’) (216)

P(z,y)
E€Ain,yEAout Yy
v Ao (y)/ ce A A (y\x)/
= H(y) = H(ylz)
fEAin (x)J fEAimyEAout (J}|y)/
= Hz) = H(xly)

Die Aquivalenz der vier Formulierungen folgt aus (A.3.1) und (A.3.2). In
(2.1.6) wird I(x; y) durch die Quellenstatistik P(x) und die Kanalstatistik P(y|z)
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ausgedriickt. Die Formulierung in (2.1.7) erfolgt mit der gemeinsamen Vertei-
lung und den Randverteilungen. Die letzten beiden Formulierungen verwenden
Entropien. Die Transinformation wird in (2.1.8) dargestellt als Differenz zwi-
schen der Output-Entropie H(y) und der bedingten Output-Entropie H (y|x)
(Irrelevanz, Vorhersageunsicherheit) bzw. in (2.1.9) als Differenz zwischen der
Quellen-Entropie H (z) und der bedingten Entropie H (z|y) (Aquivokation, Riick-
schluflunsicherheit).

Die Transinformation ist offensichtlich symmetrisch in x und y. Es 148t sich
leicht zeigen, dafl alle Entropien einschliellich der bedingten Entropien sowie die
Transinformation nicht-negativ sind und somit gilt:

(1) H(y) > H(y|x): Die Kenntnis von z vermindert die Unsicherheit {iber y; im
Idealfall sollte y durch = eindeutig bestimmt sein.

(2) H(z) > H(x|y): Die Kenntnis von y vermindert die Unsicherheit iiber z; im
Idealfall sollte bei bekanntem Output des Kanals auch der Input bekannt
sein — das ist schliellich das eigentliche Ziel der Nachrichteniibertragung.

(3) I(x;y) < min{H (x), H(y)}.

Bei gleichméBig verteilten Input-Symbolen mit P,(§) = 1/¢ fiir alle € € A;, gilt
fiir die Quellenentropie allgemein

1
H(z) = Z 610g2q = log, q (2.1.10)

IEAin

und H(x) = 1 speziell fiir ¢ = 2.

Beispiel 2.1. Betrachtung der Extremfille fiir den DMC:

(1) Schlechtester Fall: Hier bestehen zwischen dem Input und dem Out-
put des DMC keine statistischen Zusammenhénge, so dafl keine Information
iibertragbar ist. In diesem Fall sind x und y statistisch unabhéngig und die ge-
meinsame Verteilung zerféllt in ein Produkt: P(z,y) = P(z)P(y). In (2.1.7) ist
dann log,(...) = 0 und somit insgesamt:

Iay)=0 , Hyle)=H(y) . H(aly) = H(x). (2.1.11)

H(y|lx) = H(y) bedeutet, dafl der Informationsgehalt von y unabhéngig davon
ist, ob = bekannt ist oder nicht. Bei einem guten Kanal sollte y aber keinen
Informationsgehalt bei bekanntem z haben, da y durch z bestimmt sein sollte.
Entsprechend ist H(x|y) = H(z) zu interpretieren.

(2) Bester Fall: Hier schaltet der Kanal transparent durch, d.h. z = y.
Damit ist der Kanal nicht mehr stochastisch, sondern deterministisch. Es gilt
P(y) = P(x) sowie

{3 351} =29 331)
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Betrachte H(y|z) in (2.1.8): Fiir y = x ist logy(...) = 0 und ansonsten ist
P(z,y) = 0. Also folgt H(y|x) = 0, d.h. bei Kenntnis von = verbleibt {iber
y keinerlei Unsicherheit und entsprechend ist H(z|y) = 0 zu interpretieren.
Insgesamt gilt:

I(x;y) = H(y) = H(x) , H(yle)=0 , H(zly)=0. (2.1.12)

Fiir gleichméBig verteilte Quellensymbole gilt I(x;y) = H(z) = log, q. [

Definition 2.2. Fir den DMC (Ain, Aows, Pyjz) ist die Kanalkapazitét C defi-
niert als das Maximum der Transinformation, wenn tiber alle moglichen Quel-
lenstatistiken (Apriori-Wahrscheinlichkeiten) mazimiert wird:

C = maxI(z;y) FEinheit: Infobit/Kanalbenutzung. (2.1.13)

xT

Es gilt 0 < C < log, ¢ (= 1 bei binirer Ubertragung). Bei C' = 0 ist der Out-
put vom Input statistisch unabhéngig und es ist keine Information iibertragbar.
Bei C = log, q schaltet der Kanal transparent durch.

Um die maximale Kanalkapazitidt zu erreichen, miifite die Quellenstatistik
(also die Verteilung der Codesymbole) an die Kanalstatistik angepafit werden,
was normalerweise nur sehr schwer moglich ist. Allerdings wird bei symmetri-
schen Kanélen das Maximum der Transinformation immer bei der gleichméfligen
Verteilung auftreten — dies gilt natiirlich insbesondere fiir den bindren Kanal.
In diesem Fall ist auch die Encodierung bindr und erzeugt eine gleichméflige
Verteilung. Im iibrigen dient die Kanalkapazitit nicht primér dem Entwurf ei-
nes Codes, sondern erlaubt die Beurteilung eines diskreten Kanals bzw. eines
Modulationssystems.

Beispiel 2.2. Berechnung von C' fiir BSC und AWGN:

(1) BSC mit der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit p.: Das Maximum in I(z;y)
tritt wegen der Symmetrie bei P,(0) = P.(1) = 0,5 auf. Mit z ist dann auch y
gleichméBig verteilt mit P,(0) = P,(1) = 0,5 und somit gilt H(y) = 1. Aus

P(z,y) = P(z)P(ylr) = {](31/—219@)/2 z;ﬁ }

folgt:

H(y‘l’) = _Pz,y(07 0) 10g2 Py\x(om) - Pz,y(07 1) 10g2 Py\x(l‘o)
— P,,(1,0)log, Pylr(0|1) — Py y(1,1)log, Py\w(lu)

1 — Pe Pe
= T 10%2(1 —pe) Y 10%2(176)

Pe 1 — Pe
Y 10%2(176) T 10%2(1 —pe).
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Damit ergibt sich die Kanalkapazitit des BSC als

C =1+ pelogy(pe) + (1 — pe)logy (1 — pe) (2.1.14)
=1— H, (pe)>
wobei Hs(p,) die in Anhang A.2 definierte bindre Entropiefunktion ist. Die Funk-
tion C' = C(pe) ist symmetrisch mit C(p.) = C(1 — p.) und es gilt C(0) = 1
und C(0,5) = 0. Die Kanalkapazitit C' wird in Bild 2.1 zusammen mit dem
Fehlerexponenten Ry (siehe Definition 2.3) dargestellt.
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Bild 2.1. C und Ry fiir den BSC

(2) AWGN: Das Maximum in I(z;y) tritt wegen der Symmetrie auch hier
bei P.(—vV E.) = P,(+VE.) = 0,5 auf. Die Verteilungsdichtefunktion von y wird
dann durch

£ = 5 (el = VB + el + V)

gegeben. Die Summation iiber y in (2.1.6) geht jetzt in eine Integration iiber:

oo

B 1 o fy\z(m + \/E)
C=5 [ (dustal+ VB tog, 22

—00
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x - Ec
+fye(n = V' Ee) log, u (ZL(T])\/_)) dn. (2.1.15)

Mit fy2(n]€) geméB (1.3.11) folgt:

—(n~VE)? /N
- (—(n VEP No Lo 2e” (1Y B/

2\/ 7TNO (n—\/E)Q/No + 6—(77+\/E_c)2/N0

—(n+VEc)? /N
+ ¢ (VB Nojo0, 2" : dn.
e—(1—VE)?/No t o—(n+VEc)?/No

Mit der Substitution v = n4/2/Ny und der Abkiirzung v = \/2E../N, vereinfacht
sich das zu

2 2 2
C = 2o, — = 4 e (at0)?/2 d
2\/271' / ( %82 e T E %52 142w ) 0

(2.1.16)
Dieses Integral kann nicht analytisch geschlossen berechnet werden. Durch nu-
merische Auswertung ergibt sich die Kanalkapazitit des AWGN als Kurve Cygg
wie in Bild 2.2 dargestellt. Die Kanalkapazitit wéchst kontinuierlich von 0 bis
1, wenn E./Ny von 0 bis +o0 lduft. |

Obwohl die Kanalmodelle BSC und AWGN von iiberragender praktischer
und theoretischer Bedeutung sind, gibt es dennoch wichtige Kanéle mit asym-
metrischen Ubergangswahrscheinlichkeiten, bei denen das Maximum der Trans-
information nicht bei der gleichméfligen Apriori-Verteilung eintritt.

2.2 Kanalcodierungstheorem

Die Bedeutung der Kanalkapazitit wird sofort klar aus dem berithmten Satz
von Shannon (1948, noisy channel coding theorem), der die Grundlage fiir die
digitale Kommunikation bildet:

Satz 2.1 (Kanalcodierungstheorem, 1.Fassung). Es sei C' die Kanalkapa-
zitdt des DMC mit ¢ = | Ai|. Dann kann durch Verwendung von Kanalcodierung
und Maximum-Likelihood-Decodierung die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, be-
liebig klein gemacht werden, sofern die Coderate R, = R -log,q kleiner als C
15t.

Genauvere Formulierung: Fir jedes € > 0 und €' > 0 ezistiert ein (n,k),-
Blockcode mit Ry = k/n -log, q, so daf gilt:

C—-—¢ <Ry,<C und P,<e.

Konverses Theorem: Bei Ry, > C kann P, eine gewisse Grenze auch bei grifstem
Aufwand nie unterschreiten.
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Bild 2.2. C und Ry fiir den AWGN (q = 2)

Der Beweis ist fiir den Spezialfall des BSC relativ einfach und wird in Ab-
schnitt 2.7 gegeben.

Dieses Ergebnis ist sicherlich iiberraschend: Die Kanaleigenschaften begren-
zen nur die Ubertragungsrate und den Durchsatz, aber nicht die Qualitét der
Ubertragung. Bei immer héheren Qualitétsanforderungen mufl also nicht die
Datenrate reduziert werden oder der Kanal selbst verbessert werden, sondern es
muf} nur die Blockldnge des Codes und damit die Komplexitét erhoht werden.
Beispiele dazu zeigen die Bilder mit den Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven fiir
BCH-Codes in Abschnitt 7.3. Formal kann das Kanalcodierungstheorem auch
so formuliert werden: Es existiert eine Folge von (ns, ks),-Blockcodes Cs, so daB
gilt:

. . kS
Slggo P,(Cs) =0 und slir(rjo o log, q = C.

Wie bereits bei Definition 1.4 erkliart wurde, ist R, = R-log, ¢ = k/n-log, q
die Coderate mit der Einheit Infobit/Kanalbenutzung. Da die Kanalkapazitét
mit dem bindren Logarithmus definiert wird und sich somit auf Infobits pro
Kanalbenutzung bezieht, mufl C' also mit R, statt R verglichen werden.
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Beispiel 2.3. zur Anwendung des Kanalcodierungstheorems (im Binérfall):

(1) Es sei C' die Kanalkapazitéit eines DMC, der pro Sekunde r, mal be-
nutzbar ist, d.h. die Codebitrate betriagt r. Bit/s. Dann kann eine Coderate R
gewahlt werden, die nur geringfiigig kleiner als C' sein muf}, so daf§ durch Kanal-
codierung mit entsprechend grofler Blocklange Infobits mit der Rate r, = R - r,
bei beliebig kleiner Bitfehlerrate iibertragen werden koénnen.

In anderer Formulierung ist C* = C - r.. die Kanalkapazitét in Infobit/s und
R < C ist dquivalent mit r, = R-r. < C -r. = C*.

(2) Beispielsweise sei r. = 1000 Bit/s und C' = 0,60 und somit C* = 600
Bit/s. Dann sind knapp 7, = 600 Infobit/s iibertragbar mit beliebig kleiner
Fehlerrate bei entsprechend grofler Blocklénge. Durch einen Wechsel im Modu-
lationssystem konnte vielleicht ein neuer DMC mit r. = 800 Bit/s und C = 0,75
bei gleichem C* = 600 Bit/s erzeugt werden. Dann ist 7, wieder auf 600 Bit/s
begrenzt. Welcher DMC der geeignetere ist und wie C' von r. abhéngt, kann
allgemein nicht beantwortet werden.

(3) Betrachte einen BSC mit p, = 0,01, der mit r. = 1 000 000 Bit/s benutz-
bar ist. Pro Sekunde werden im Mittel 990 000 Bit richtig und 10 000 Bit falsch
empfangen. Ohne Kanalcodierung sind selbst wesentlich kleinere Infobitraten als
900 000 Bit/s nicht zuverlissig tibertraghar. Die Kanalkapazitit betrigt

C =1+0,01-log, 0,01 + 0,99 - log, 0,99 = 0,919

Bit/Kanalbenutzung bzw. C* = 919 000 Bit/s. Wenn nun r, = 900 000 Bit/s
gewahlt wird mit einer Coderate R = 0,9, dann ist durch Codierung weniger als
1 Fehler pro Sekunde oder eine noch kleinere Fehlerrate erreichbar. [ ]

Das Codierungstheorem ist ein reiner Existenzsatz und gibt keine Anleitung,
wie die entsprechenden Blockcodes zu konstruieren sind. Shannon hat zum Be-
weis keine cleveren Codes konstruiert, sondern er hat die Codes einfach zufillig
gewihlt. Bei diesem sogenannten Random Coding Argument wird die Aussage
fiir den Mittelwert {iber alle Blockcodes bewiesen und es gibt dann trivialer-
weise mindestens einen Code, der so gut ist wie der Mittelwert. Allerdings darf
man hieraus nicht schliefen, dafl es sehr einfach wire, entsprechende Codes zu
finden. Tatsédchlich ist keine binéire Codeklasse bekannt (abgesehen von verket-
teten Codes), so daf mit einer Folge von Blockcodes wachsender Blockliange die
Fehlerwahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, d.h.: Fast alle Codes sind gut
mit Ausnahme derjenigen, die wir kennen. Die Ursache dieses Dilemmas liegt
darin, dafl man von den Codes mit sehr langer Blocklange nur sehr wenige Co-
des tatséchlich kennt (d.h. ihre Eigenschaften préizise kennt) — es sind némlich
nur diejenigen Codes bekannt, die eine sehr reichhaltige mathematische Struk-
tur haben und damit wird eine sehr kleine Teilmenge aller Codes ausgewéahlt.
Diese Teilmenge tragt zur Mittelwertbildung iiber alle Blockcodes nur wenig bei,
so dafl der Mittelwert iiber alle Codes weit oberhalb der Eigenschaften dieser
Teilmenge liegt.

Fiir eine Prizisierung dieser Uberlegungen wird beispielsweise auf [83, 87]
verwiesen. Auch in Abschnitt 3.4 werden Zufallscodes erneut behandelt, dort
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aber unter dem Gesichtspunkt der Minimaldistanz.

Fazit: Die mathematische bzw. algebraische Struktur der Codes ist erforder-
lich zur Analyse der Codes und fiir ihre praktische Anwendung und begriindet
damit die eigentliche Kanalcodierung, die in den folgenden Kapiteln ausfiihr-
lich behandelt wird. Andererseits verhindert diese Struktur gerade, dafl extrem
leistungsfidhige Codes im Sinne des Kanalcodierungstheorems gefunden werden
(“Satz von der geistigen Beschrianktheit des Codierungstheoretikers” [32]). Zu-
sammenfassend existieren zur Verbesserung der Ubertragungsqualitét prinzipiell
folgende Moglichkeiten:

e Erhohung der Kanalkapazitit C' durch Verbesserung des Kanals (beispiels-
weise durch mehr Sendeleistung).

e Reduktion der Coderate R erlaubt mehr Redundanz, erfordert aber hiufigere
Benutzung des Kanals und damit mehr Bandbreite.

e Erhohung der Blockldange n des Codes — dies ist die Aussage des Kanalco-
dierungstheorems.

Unbefriedigend an Satz 2.1 ist, daf die erforderliche Blocklange nicht abgeschétzt
werden kann. Dazu dient folgende Verfeinerung [14, 25, 73, 118]:

Satz 2.2 (Kanalcodierungstheorem, 2.Fassung). Es sei C' die Kanalkapa-
zitat des DMC mit g = | Ay |. Weiter sei

1+s
Er Ry) = max max |—sR, —lo E E P T 1+S
( b) 0<s<1 [)z b 82 < y‘ )

yE€Aout \TEAiL
(2.2.1)
der sogenannte Fehlerexponent oder Gallagher-Exponent. Diese Funktion ist al-
lein durch den DMC und die Coderate bestimmt und es gilt:

ET(Rb) >0 ffiT‘ R, < C

E.(Ry) =0  fir Ry >C. (2.2.2)

Dann existiert immer ein (n, k),-Blockcode mit R, = k/n -log,q < C, so daff
fiir die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, gilt:

P, < 2 BB, (2.2.3)

In (2.2.3) sind mit der Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P,, der Blockldnge n,
der Coderate Ry, sowie den im Fehlerexponenten E,.(R;) repriasentierten Kanalei-
genschaften alle wichtigen GroBen der codierten Ubertragung in einer einfachen
Formel zusammengefaf}t.

Der Fehlerexponent ist nicht wie die Kanalkapazitdt ein durch den DMC
bestimmter Parameter, sondern eine durch den DMC bestimmte Funktion der
Coderate. Bei Kenntnis der Funktion E,.(R;) kann also zu vorgegebenem P,
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0 02 04

Bild 2.3. Typischer Verlauf des Fehlerexponenten (Beispiel BSC mit p. = 0,02,
C = 0,859, Ry = 0,644)

die Blockldnge n explizit bestimmt werden. Den typischen Verlauf des Fehler-
exponenten zeigt Bild 2.3. Nicht bewiesen wird hier, da§ E,.(R;) eine U-konvexe
monoton abnehmende Funktion ist. Von R, = 0 bis zu einem Punkt R, = R
betriagt die Steigung —1 und das Maximum tritt in diesem Bereich bei s = 1 auf.
Von grofler Bedeutung ist der Wert des Fehlerexponenten an der Stelle R, = 0,
der deshalb im folgenden Abschnitt gesondert behandelt wird.

2.3 Ry-Theorem

Die Kanalkapazitat C' ist eine theoretische Schranke, von der die praktisch an-
gewendeten bzw. realisierbaren Codierungsverfahren deutlich entfernt sind. Da-
gegen ist der sogenante Ro-Wert [37, 108, 123] mit verniinftigem Aufwand er-
reichbar, was natiirlich nicht als mathematisch fundierte Aussage zu verstehen
ist. Nicht bewiesen wird hier, dal das Maximum bei E,.(0) fiir s = 1 auftritt:

Definition 2.3. Der Wert des Fehlerexponenten an der Stelle R, = 0 wird als
Ro-Wert bezeichnet:

Ry = E,(0) = max —log, »_ (Z P(x)dP(y\x)) . (2.3.1)

T yerut fBGAin

Die fiir Ry auch iibliche Bezeichnung computional cut-off rate oder R omyp
wird erst durch die Theorie der sequentiellen Decodierung motiviert, die hier
nicht behandelt wird. Wenn in der Definition des Fehlerexponenten s = 1 gesetzt
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wird, ergibt sich eine Abschéitzung nach unten:

2
By (o) 2 max | —Fy —logy (Z P(x) - P(y|) %)

z yEAout rE€Ain

= Ry — Ry.

Mit (2.2.3) ergibt sich sofort folgende explizite Abschitzung der Wort-Fehler-
wahrscheinlichkeit P, fiir Coderaten R; im Bereich zwischen 0 und Ry:

Satz 2.3 (Ro-Theorem). Fir den DMC mit Ry gilt: Es existiert immer ein
(n, k),-Blockcode mit der Coderate Ry = k/n-logy,q < Ry, so daf$ bei Maximum-
Likelihood-Decodierung fiir die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, gilt:

P, < 2 Bo=Ry) (2.3.2)

Ahnlich wie beim Kanalcodierungstheorem kann hierbei eine Coderate Ry erreicht
werden, die beliebig dicht an Ry liegt.

Der direkte Beweis des Ry-Theorems ohne den Weg iiber Satz 2.2 ist relativ
einfach und wird in Abschnitt 2.8 gegeben. Allerdings wird hier wie auch beim
Kanalcodierungstheorem wieder das Random Coding Argument angewendet, so
daB im Beweis keine Konstruktionsvorschrift fiir gute Codes abféllt.

Je néher also R, an Ry heranriickt, desto gréfler mufl die Blockldnge n
gewahlt werden, um noch die gleiche Fehlerrate zu garantieren. Zusammenfas-
sung:

0 < R, < Ry : In diesem Bereich wird P, explizit durch die Blocklange n und
die Differenz Ry — Ry begrenzt. Die Grenze ist praktisch bere-
chenbar.

Ry < Ry < C' : Hier wird P, theoretisch begrenzt durch die Blockldnge n und
die Funktion E,.(Ry). Die Grenze ist praktisch kaum berechen-
bar.

C < Ry : In diesem Bereich kann P, nicht beliebig klein werden, und eine
untere Grenze kann berechnet werden.

Die obere Grenze fiir P, gilt natiirlich nur fiir einen optimal gewéhlten Code im
Sinne des Ry-Theorems bzw. des Kanalcodierungstheorems. Fiir die praktisch
angewendeten Codes (mit rechentechnisch giinstiger Struktur) ist P, eventuell
wesentlich gréfer. Uber Satz 2.3 hinaus erweist sich Ry auch bei der Beurtei-
lung eines Modulationsverfahrens in Zusammenhang mit Kanalcodierung als
sehr niitzlich, wahrend andere Kriterien ungeeignet sind:

e Die Kanalkapazitét ist zur Beurteilung ungeeignet, weil das nur eine theore-
tische Grenze ist, die Codes mit sehr langer Blockldnge (und entsprechend
langer Verzogerungszeit und entsprechend hoher Komplexitét) erfordert.



44 2. Grundlagen der Shannon’schen Informationstheorie

e Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist ebenfalls ungeeignet, weil mit der harten
Quantisierung im Demodulator Informationen verloren gehen, die die Deco-
dierung wesentlich verbessern konnen. Dieser Informationsverlust wird mit
der Fehlerwahrscheinlichkeit nicht erfaft.

Mit Ry konnen dagegen folgende Punkte geklart werden: Die Fehlerwahrschein-
lichkeit kann sowohl fiir optimal gewihlte Codes (Rop-Theorem Satz 2.3) wie
fiir konkret gegebene Codes (Union Bound Satz 3.16) abgeschétzt werden. Fer-
ner konnen Trade-offs zwischen der Blocklange, der Coderate, der Stufenzahl
des Modulationsverfahrens, dem Signal/Rausch-Verhéltnis und der Fehlerwahr-
scheinlichkeit berechnet werden. Schlielich lassen sich mit Ry auch die Gewinne
durch Soft-Decision gegeniiber Hard-Decision sowie die optimale Auslegung der
Soft-Decision-Information bestimmen.

Es wird jetzt ein symmetrischer DMC mit bindrem Input A;, = {0, 1} vor-
ausgesetzt. Dann gilt:

_ 2
Ry = —log, Z <ZP \/m)
_ﬁerut £€A
- 2
— —log, i > (\/Pylr(n|0)+ \/Py\x(ﬂ\1)> ]
L n€Aout
= —log, |+ Z 412 (1]0) + Z yie(1]1)
L nE.Aout nEAouc
-|- Z \/ ylz (110) Pyl 77|1)]
nEAout
=1—1log, [1+ Z \/Pym(mO)wa(ml)] :
nEAout

Dies gibt Anlafl zu folgender Definition:

Definition 2.4. Fir den symmetrischen Kanal mit bindrem Input A;, = {0,1}
wird die Bhattacharyya-Schranke als

=D \/ ule (1110) By (1]1) (2.3.3)

T]GAout

definiert. Fir den Zusammenhang mit Ry gilt:
Ry=1—logy(1+7) , y=2"_—1 (2.3.4)
Offensichtlich gilt v > 0 und mit der Schwarz’schen Ungleichung folgt:

= ( > /P 1l0) Py n\1)>2

7]€Aout
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S IR SRR

nGAout nerut

Somit resultiert 0 <~ < 1. Daraus folgt wiederum 0 < Ry < 1. Im besten Fall
gilt v =10, Ry = 1 und im schlechtesten Fall gilt v =1, Ry = 0.

In Abschnitt 3.8 wird sich noch zeigen, dafl die Fehlerwahrscheinlichkeit ei-
nes Blockcodes bestimmt wird durch eine Kombination aus Codeeigenschaften
und Kanaleigenschaften. Die Kanaleigenschaften werden dabei durch ~ charak-
terisiert. Deshalb ist « die Grundlage zur Berechnung von P,,.

Beispiel 2.4. Berechnung von vy und R, fiir BSC und AWGN:
(1) BSC: Direkt aus (2.3.3) folgt

v—¢ 31 (010) Pyia(011) + 4/ Pya (110) Py (1]1)
1_pepe+ pel_pe)
4pe(1 _pe) (235)

und somit

Ro =1- 1Og2 (1 + 4pe(1 - pe)) . (236)

Dieses Ergebnis ist in Bild 2.1 zusammen mit der Kanalkapazitit dargestellt.
(2) AWGN: Die Summation in (2.3.3) geht in eine Integration iiber:

. / V EeIVED fyenl = VE) d

/ \/ (n— \/E )2 /No e—(n+m)2/N0
= . dn
VT Ng VTN

77 +Ec /NO d
VWNO/ 1

1 T 2
_ _—E./Ny —n*/No g4
=e —_— e
V7T Ny / "

= ¢~ Fe/No, (2.3.7)

Daraus folgt
Ry = 1 —log, (1 + e Fe/No) (2.3.8)

und dieses Ergebnis ist als Ry s in Bild 2.2 zusammen mit der Kanalkapazitét
dargestellt. Bei bindrer Quantisierung am Ausgang des DMC ergibt sich ein

BSC mit p. = Q(\/2E./Ny) und der Kurve Rppaq. Offensichtlich bedeutet
Hard-Decision einen Verlust von rund 2 dB gegeniiber Soft-Decision bei Bezug
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auf Ry. Wenn also der Demodulator anstelle der kontinuierlichen Werte nur
die Vorzeichen herausgibt, so mufl dieser Informationsverlust durch Erhchung
der Sendeleistung um 2 dB kompensiert werden. Der Abstand von 3 dB beim
asymptotischen Codierungsgewinn geméaf (1.7.13) stellt sich natiirlich erst bei
E./Ny — oo und nur beziiglich P, ein.

Weiter ist in Bild 2.2 auch das bei oktaler Quantisierung geméaf3 Bild 1.4 ent-
stehende R, angegeben. Es zeigt sich, daf beziiglich Ry die 3-Bit-Quantisierung
nur einen sehr geringen Informationsverlust verursacht und praktisch so gut wie
ideale Soft-Decision ist. |

2.4 Codierungsgewinn beim AWGN mit bindrem Input

Fiir den AWGN mit bindrem Input (¢ = 2) wurden C und R, bereits in den
Beispielen 2.2 und 2.4 berechnet und in Bild 2.2 dargestellt. Nachfolgend wird
speziell die Situation bei R = Ry und R = C sowohl fiir Soft-Decision wie
Hard-Decision betrachtet. Damit resultieren 4 Kurven mit Ej/Ny als Funktion
von R, die in Bild 2.4 dargestellt sind. In allen Fillen gilt E,/Ny — oo fiir
R — 1. Interessant sind insbesondere die Grenzwerte fiir R — 0. Fiir den
Zusammenhang zwischen der Energie pro Codebit und der Energie pro Infobit
gilt generell £, = RE, gemaf (1.7.3).

Zunichst wird R = Ry als praktisch maximal mogliche Coderate vorausge-
setzt. Fiir Soft-Decision gilt nach (2.3.8)

R = Ry = 1—log, (1+ e f5/MN0), (2.4.1)

Durch diese Gleichung sind R und E,/N, gegenseitig bestimmt. Die Auflosung
ergibt:

B _w‘ (2.4.2)
Die resultierende Kurve ist in Bild 2.4 als Ry dargestellt. Fiir R — 1 folgt
sofort E,/Ny — oo. Fiir R — 0 liefert (2.4.1) nur eine triviale Aussage. In
(2.4.2) ist der Quotient vom Typ 0/0 und somit ist die I’'Hospital’sche Regel

(A.1.3) anwendbar:

1 _
li — 1 21-R _ 1 27 (@) - (1)
ROO N, | oo 1
=2-In2 = 1,42dB (Kurve Ry soft)- (2.4.3)

Dieser Grenzwert kann auch aus Bild 2.4 abgelesen werden. Fazit: Fiir Ej,/Ny
kleiner als 1,42 dB ist keine Ubertragung mit R = Ry méglich! Die Ursache kann
wie folgt erklart werden: Eine sehr kleine Coderate R bedeutet eine sehr grofie
erforderliche Bandbreite (was nebenbei bemerkt praktisch sowieso unrealistisch
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E,/N, [dB]

| | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Code rate R (solid), RM (dashdotted)

Bild 2.4. Notwendiges E}/Ny fiir R = Ry bzw. R = C beim AWGN (¢ = 2)

ist) und damit eine sehr geringe Energie pro Codebit gegeniiber der Rausch-
leistungsdichte. Damit wird jedes einzelne Codebit vom Rauschen weitgehend
iiberdeckt und Ry féllt sehr klein aus. Ab einer gewissen Grenze wird dann Ry
kleiner als R, so dal R = Ry nicht mehr erreichbar ist.

Die Kurve Rgpnarg in Bild 2.4 entspricht Hard-Decision mit bindrer Quanti-
sierung und ergibt sich geméfl (2.3.6) durch

2RE
R = Ry = 1—1log, <1+ 4p.(1 —pe)> mit  pe :Q< ~ b). (2.4.4)
0

Der Abstand zwischen Soft- und Hard-Decision bei R = Ry betrédgt hier iiber
den ganzen Bereich etwa 2 dB wie in Bild 2.2. Damit wird erneut die Bedeutung
einer Soft-Decision Demodulation unterstrichen. Fiir R — 0 folgt aus (A.3.19)

suniichst 2p. ~ 1 — \/ARE,/(7Ny) sowie 2(1 — p.) ~ 1 + \/4RE,/(xNp) und

damit gilt

[ARE)} 4RE,
R = Ry~1-1 1 1-— 1
0 082 + < 7TNO) ( + 7TNO>
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4RE,
=1-1 1 1—
Og2< + 7TN0>

2RE
~ 1 —log, <2 _ 2k b) nach (A.1.8)
TiNo
R E
~ e h (A.1.6).
mln2 N nach ( 6)
Somit folgt
lim 22— ln2 =~ 338 dB (Kurve Rgpard) 2.4.5)
Rlinilﬁo = 7mln2 = 3, urve Rohard)- (2.4.

Als néchstes wird R = C' als theoretisch maximal mégliche Coderate voraus-
gesetzt. Fiir Soft-Decision gilt (2.1.16) mit v = \/2RE;/Ny. Die resultierende
Kurve wird in Bild 2.4 als Cy.g bezeichnet. Die Berechnung des Grenzwertes
fiir R — 0 ist ziemlich aufwendig, da die Verwendung linearer Approximationen
zu ungenau ist. (2.1.16) wird zunéchst als C' = [ f(o,v)do geschrieben. Fiir
R =C — 0 folgt:

R—0 R

1 o0
1 =lim — / fla,v)da

= lim A / f(a,v)da mit (A.1.3)

R—0 dR

LBy [ fe) dv  El
= mm —- - —axx wegen —_— = .

v—0 NO (% & dR N()U

Mit einer ldngeren Rechnung ergibt sich hieraus die sogenannte Shannon-Grenze

_E
ggﬁz — In2 ~ —-159dB  (Kurve Cuop), (2.4.6)

d.h. fiir £,/ Ny kleiner als —1,59 dB ist prinzipiell keine Ubertragung mit R = C
moglich — und auch das nur mit einer gegen Null gehenden Coderate.

Die Kurve Charq in Bild 2.4 entspricht Hard-Decision mit bindrer Quantisie-
rung und ergibt sich geméf (2.1.14) durch

R =C = 1—Hy(p.) mit p.=Q <,/2§Eb>. (2.4.7)

Fiir den Grenzwert bei R — 0 gilt:

Ey
- et fof )
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1 | RE,

2 RE,

~ b (A.2.5).
In2 7Ny nach ( )
Somit folgt
E In 2
ggﬁz - w; ~ 1,00 =2 037dB  (Kurve Chaa). (2.4.8)

Der Abstand zwischen Cyo und Charq ist nicht ndherungsweise konstant wie bei
den entsprechenden Ry-Kurven, sondern sinkt von etwa 2 dB bei R = 0 auf etwa
1 dB bei R = 1. Fiir R — 1 laufen die Kurven Ch,q und Ry sofr Zusammen.

Die wichtigste Folgerung aus Bild 2.4 ist jedoch: Es ist praktisch wenig sinn-
voll, Coderaten kleiner als 1/2 zu verwenden, da der Gewinn beim Ubergang von
R =1/2 auf R — 0 maximal nur rund 1 dB beziiglich Ry betrigt! Es sei aber
daran erinnert, daf diese Uberlegungen auf der Vorstellung einer begrenzten
Leistung und einer unbegrenzten Bandbreite basieren.

Beispiel 2.5. Ohne Codierung ist fiir eine Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit P, =
1075 ein Kanal mit E,/Ny = 9,59 dB erforderlich (Tabelle 1.1). Wenn nun ein
Code der Rate 1/2 verwendet wird, kann bei R = Ry eine beliebig kleine Feh-
lerrate schon bei 2,45 dB erreicht werden (und bei R — C' konnen sogar etwa
weitere 2 dB eingespart werden). Somit resultiert ein Codierungsgewinn von
7,14 dB. Mit einer kleineren Coderate R oder einer kleineren Fehlerrate P, kann
der Codierungsgewinn noch vergroflert werden. Jedoch sind diese Codierungs-

gewinne in der Praxis nur durch entsprechend aufwendige Codes zu erreichen.
[

2.5 C und Ry beim AWGN mit nicht-bindrem Input

Der AWGN wurde bisher nur mit bindrem Input A;, = {++v/E., —/E.} betrach-
tet. Damit wurde das Modulationssystem direkt vorgegeben, d.h. es wurde eine
sehr primitive Modulation mit nur zwei verschiedenen Signalen vorausgesetzt.
Von dieser Einschriankung wird jetzt abgesehen, um den physikalischen Kanal
bestmoglich ausnutzen zu konnen. Deshalb werden fiir das Eingangsalphabet
zunichst alle reellen Zahlen zugelassen: A;, = R. Ziel ist also die gemeinsame
Optimierung von Codierung und Modulation, d.h. des gesamten Senders bzw.
Empfangers in Bild 1.1.

Es wird weiterhin der zeitdiskrete AWGN wie in Definition 1.3 vorausgesetzt,
aber jetzt mit einem wertkontinuierlichen Input x. Der Output y = x + v ist
natiirlich schon allein wegen des wertkontinuierlichen Rauschens v auch wertkon-
tinuierlich. Beim Ubergang vom wertdiskreten System zum wertkontinuierlichen



50 2. Grundlagen der Shannon’schen Informationstheorie

System ist die Kanalkapazitdat weiterhin als

C = max <H(y) —H(y\x)) (2.5.1)

T

definiert, wobei die sogenannte differentielle Entropie einer wertkontinuierlichen
Zufallsgrofie y mit der Verteilungsdichtefunktion f, als

- / £,(n) - ogy £,(n) dn (2.5.2)

definiert ist. H(y) kann jedoch nicht wie im wertdiskreten Fall interpretiert wer-
den, denn eine wertkontinuierliche Zufallsgréffe nimmt unendlich viele Werte an
und hat damit eventuell eine unendliche Entropie. H(y) kann sogar auch nega-
tive Werte annehmen. Dennoch kann C' wie in (2.5.1) sinnvoll definiert werden
(siche [14] fiir eine detaillierte Diskussion). Es wird hier nicht bewiesen, dafl
das Maximum der Kanalkapazitéit durch einen normalverteilten Input x erreicht
wird. (Erinnerung: Beim ¢-stufigen wertdiskreten Input wurde eine gleichméafige
Verteilung vorausgesetzt. )

Als Folge eines normalverteilten Inputs x und eines normalverteilten Rau-
schens v ist der Output y = x+ v ebenfalls normalverteilt, womit eine analytisch
geschlossene Berechnung von C' moglich wird. Die Erwartungswerte von x, v und
y sind jeweils Null.

Mit E., = E(z?) = o2 wird die Energie pro Codesymbol bezeichnet. Die
Varianz von y = x + v ergibt sich als

o; = E(y*) = E(@®)+ E(W*) = Eu.+ No/2.

Fiir die Entropie von y folgt dann:

ro1 2 1 2
— exp <—77—2) - log, exp <—77—2) dn
\/2mo; 20, 2moy 20,
2
—1 d
082 2T 02 / /270 exp( 5) 1

— log,(e) <202) /\/Wexp< "2)dn.

Das erste Teilintegral erstreckt sich iiber die Verteilungsdichtefunktion und lie-
fert den Wert 1. Das zweite Teilintegral liefert die Varianz 05 und somit folgt:

2mo

H(y) = —1
(y) 08y ( 2 5 5

1 1
2) + - logy(e) = = logy(2meoy).
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Entsprechend folgt
1 N,
H(ylx) = ilog2 (27‘(‘670)

und daraus ergibt sich die Kanalkapazitéit als Differenz H(y) — H (y|z):

Satz 2.4. Fir den zeitdiskreten AWGN mit wertkontinuierlichem Input ergibt
sich die Kanalkapazitit als

1 2E., L :
C= 5 -log, <1 + N ) Finheit: Infobit/Kanalben. (2.5.3)
0

Wie in Abschnitt 2.4 wird auch hier die Situation bei R, = C' als theoretisch
maximal mogliche Coderate betrachtet. Statt . = RE} gilt hier E., = Ry - E.
Aus (2.5.3) folgt

1 E; By 220y _ 1
Ry = -1 1+ 2R,— bzw. — = . 254
b 5 0go ( + bNO) ZW Ny 2R, ( )

Fir R, =1 folgt E,/Ny = 1,76 dB und fiir grofleres R, mufl auch £, /Ny grofier
werden. Fiir R, — 0 ergibt sich mit (A.1.3):

I Ey I 22Fs . In(2) -2
m — = lim —————
Ry—0 Ny Ry—0 2

= In2 = —1,59 dB. (2.5.5)

Auch fiir wertkontinuierlichen Input ergibt sich also wieder die Shannon-Grenze
wie beim bindren Input, und die Erkldrung fiir die Existenz einer derartigen
Grenze ist dhnlich wie bei den Kurven in Bild 2.4.

Beispiel 2.6. Bei E.;/Ny = —5 dB betrigt nach Satz 2.4 die Kanalkapazitit
C = 3logy(1 +2-0,316) = 0,35 Infobit/Kanalbenutzung. Durch Codierung
mit R, = 0,3 Infobit/Kanalbenutzung kann eine nahezu fehlerfreie Ubertragung
erreicht werden. Jedoch gilt dann E,/Ny = E.;/No/R, = 0,316/0,3 = 0,2 dB
und dieser Wert liegt oberhalb der Shannon-Grenze. Fiir E,/Ny < —1,59 dB gibt
es kein R, mehr, so dal zu E. /Ny = RyE,/Ny ein Kanal entsteht, fiir dessen
Kapazitat C' dann C > Ry gilt. |

Beim Ubergang vom 1-dimensionalen zum 2-dimensionalen AWGN verdop-
peln sich sowohl die Rauschleistung wie die Kapazitit. Satz 2.4 fiir den 1-
dimensionalen Fall ergibt also folgende Kapazitét fiir den 2-dimensionalen Fall:

E E E
Copim| —) = 2-Ci_pim | — ) =1 1 = 2.5.6
2-D <No) 1-D (2]\70) 0g2< +No) ( )
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Unter praktischen Gesichtspunkten ist ein normalverteilter Input natiirlich
unrealistisch — das wiirde u.a. auch unbegrenzte Spitzenwerte erfordern. Nach-
folgend wird deshalb der AWGN mit ¢-stufigem Input betrachtet, wobei die
g Amplitudenwerte & € A;, &dquidistant sind und mit gleicher Apriori-
Wahrscheinlichkeit P, (&) = 1/q auftreten, d.h. als Modulationssystem wird g-
ASK (Amplitude Shift Keying) vorausgesetzt. Auch ohne Optimierung der Quel-
lenstatistik P, geméfl Definition 2.2 wird die Transinformation bei gleichméfiger
Quellenstatistik hier dennoch als Kanalkapazitéit bezeichnet. Fiir geradzahliges
q wird

3
A = {7‘ —— 1ECS r:il,i?),i’f),...,j:(q—l)} (2.5.7)
q p—
—_———

= fr
angesetzt, denn fiir die Energie pro Codesymbol gilt:

1
E(z?) = ~ 2 = B, 2.5.8
(=) = 5 ZT:E (2.5.8)
Fiir die Kanalkapazitéit bei ¢-ASK folgt nach (2.1.6)

j; 1 fylr(mgr)
Co- = —Jylx r
e = 2 4 et ose T T ey 7

1 i 2 2 2
= 1o - E e~ (1=&)*/No | E e~ (1=&s)*/No+(n=6)"/No 1.
g2 q Q\/’H'—JVO - _/ g2 - n
Mit u = ny/2/Ny und a, = &.4/2/Ny folgt daraus

1 7—(—)2/2 < ~(u=a:)?/2+ (u=a,)? /2
Z e~ W) /2 og, Ze (u=as)™/2+(u=ar)*/2 ) 1y,
qVv 2w - -

Cq—ASK = logyq —

1 i 2 2
=1lo — e " /2o ( e~ (ar—as) /2_“(“’"_“5))du. 2.5.9
wi- =3 [ (X (2:59)

Die resultierenden Kurven sind in Bild 2.5 dargestellt. Die Kurve fiir 2-ASK
entspricht der Kurve Cyop in Bild 2.2 und der Formel (2.1.16). Die Kurve Cgaug—1m
wird geméf Satz 2.4 gewonnen. Offensichtlich gilt

N log, q E.s/Ny grof§
Oq—ASK - { C(GrauuB—In Ecs/NO klein . (2510)

Die markierten Punkte in Bild 2.5 beziehen sich jeweils auf uncodierte Ubertra-
gung bei einer Symbol-Fehlerwahrscheinlichkeit P, = 107 (siche beispielsweise
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Bild 2.5. Kanalkapazitat fiir ASK beim AWGN

[57, 58] fiir die Berechnung von B,). Fiir 4-ASK und E.;/Ny = 16,8 dB gilt
P, = 107 fiir uncodierte Ubertragung und C4_askg = 2. Durch Codierung kénnte
somit bei einer Coderate von R, = 2 Infobit/Codesymbol eine beliebig kleine
Fehlerwahrscheinlichkeit zumindest theoretisch erreicht werden.

Wenn das Modulationsverfahren von 4-ASK in 8-ASK geéndert wird, so gilt
Cs_ask = 2 Infobit/Codesymbol schon bei E.s/Ny = 9,6 dB, d.h. es ergibt sich
der in Bild 2.5 markierte Codierungsgewinn von 7,2 dB. Aber schon bei einem
Codierungsgewinn von nur 4 dB, also bei E.;/Ny = 12,8 dB, ist Cs_asx = 2,455
deutlich grofler als R, = 2, so dafl hier eine sehr kleine Fehlerwahrscheinlichkeit
durch Codierung auch praktisch erreichbar ist. Wenn sogar 16-ASK verwendet
wird, so gilt Ci_ask = 2 bei E.s/Nog = 9,5 dB gegeniiber Cg_asx = 2 bei E.;/Ny
= 9,6 dB, d.h. der Codierungsgewinn erhoht sich beim Ubergang von 8-ASK zu
16-ASK nur um 0,1 dB.

Somit erweist sich eine Verdopplung des Alphabetes als vollkommen ausrei-
chend. Diese Erkenntnis bildet die Grundlage fiir die in Kapitel 10 eingefiihrte
trelliscodierte Modulation, bei der die Codierung in Bezug auf ein hoéherstufi-
ges Modulationsverfahren entworfen wird. Selbst wenn anstelle der Alphabets-
verdopplung ein wertkontinuierlicher normalverteilter Input zugelassen wird, so
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Bild 2.6. Ry fiir ASK beim AWGN

bringt das nach Bild 2.5 nur einen zusétzlichen Gewinn von weniger als 1 dB.
Fiir R, = 2 und 8-ASK betrigt die Coderate nach (1.4.3)

R, 2 Infosymbol Infobit ~ Infobit/Codesymbol

- log, q 3 Codesymbol ~ Codebit Codebit/Codesymbol | -

Den C-Kurven aus Bild 2.5 werden in Bild 2.6 die entsprechenden Ry-Kurven
gegeniibergestellt. Nach [25, 57, 118] gilt mit der Abkiirzung v = E.s/ Ny

1+v—\/1+v2+10g2 (1+vV1+0?) -1
2In2 2

fiir den Grenzfall des wertkontinuierlichen normalverteilten Inputs. Fiir ¢-stufige
ASK gilt nach (2.3.1):

0 2
1 1
RO,q—ASK = —log2 / <Z g\/ — e—(ﬁ—ﬁr)Q/No) dn
" VTN

1 ) .
= —logy, ———— / e~ (1=&r)*/2No—(n—&s) /2N°d17
2 q2 \V 7TNO ;

RoGang-m = (2.5.11)
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17 . 2
= —log, ——0—— / e~ (1= (&r+&5)/2)? /No = (& =) /4Nod7]
2 q2\/ 7TNO ;

3 Ee
= —1Og2 2 ZeXp ( r — S) mﬁo) (2512)

1 = 3 F
=—1 22 — —i “ .
089 2<q+ q Zexp< Zq2—1N0>>

=1

Die Ry-Kurven aus Bild 2.6 zeigen das gleiche Verhalten wie die C-Kurven aus
Bild 2.5 — lediglich mit einer Verschiebung von 1,5 bis 2 dB. Entsprechend ge-
ringer sind auch die Codierungsgewinne. Aber auch hier erweist sich eine Ver-
dopplung von ¢ als ausreichend. Die Kurve Ry 2_ask entspricht der Kurve Ry sof
aus Bild 2.2.

Bild 2.7 zeigt einige 1- und 2-dimensionale Signalkonstellationen, die auf
gleiches E., = E(z?) normiert sind: ASK (Amplitude Shift Keying), PSK (Pha-
se Shift Keying), QAM (Quadrature Amplitude Modulation). Eine 32-QAM
Signalkonstellation enthélt Bild 10.11. Fiir Einzelheiten zu den Modulations-
verfahren wird auf [4, 31, 57, 58, 64, 80] verwiesen. Auf den PSK- und QAM-
Konstellationen basiert die in Kapitel 10 behandelte trelliscodierten Modulation.

4-PSK 8—PSK _
4— OAM 16—QAM

Bild 2.7. Einige 1- und 2-dimensionale Signalkonstellationen

In Bild 2.8 ist Ry fiir PSK als ein 2-dimensionales Modulationsverfahren
angegeben. Fiir PSK mit

Ain = {6j27rr/q Ecs

r:QL2,“g—1} (2.5.13)
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gilt nach [118]:

q—1
Ecs .
Roq—psk = logy ¢ — log, (1 +) exp (—2 s (1 - COS(27r2/q))>>
=1 0

1. E
= —log,— ) exp (—ﬁ sin?(mi/q ) . 2.5.14
ey Yo (s 25.14)

Ry Gaus—mn flir den 2-dimensionalen Fall ergibt sich aus dem 1-dimensionalen Fall
(2.5.12) in dhnlicher Weise wie bei der Beziehung (2.5.6) fiir die Kapazitéten.
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Die starke Abweichung von Ry ,_psk zu Ry caus—1m in Bild 2.8 und gleichermaflen
auch bei den entsprechenden Kapazitatskurven erklart sich durch die Signal-
konstellation bei PSK, die mit einer 2-dimensionalen Normalverteilung keinerlei
Ahnlichkeit hat. Davon abgesehen entspricht das prinzipielle Verhalten von PSK
jedoch der ASK, d.h. auch hier ist eine Verdopplung von ¢ fiir ein praktikables
Codierungsverfahren ausreichend.

QAM verhilt sich wie ASK sowohl beziiglich C' wie Ry. Da die Signalpunkte
bei QAM und ASK gleichméBig verteilt sind, féllt die Abweichung zum wertkon-
tinuierlichen normalverteilten Input wesentlich kleiner als bei PSK aus. Kurven
fiir Cqam, Ro.gam und Cpgk finden sich beispielsweise in [14, 108, 118, 138].

2.6 Kanalkapazitidt beim AWGN mit Bandbegrenzung

Bisher wurde nur die Sendeleistung als begrenzt angesehen. Die Coderaten un-
terlagen dabei keinen Einschrankungen, d.h. der AWGN wurde als beliebig oft
benutzbar und somit von unbegrenzter Bandbreite angenommen. Dagegen ist
bei vielen Anwendungen eine moglichst effiziente Nutzung des Spektrums gefor-
dert. Deshalb wird jetzt ein zeitkontinuierlicher AWGN mit der Bandbreite W
(von —W bis +W) sowie ein wertkontinuierlicher Input vorausgesetzt.

Zusammenfassung wichtiger Grofilen mit ihren Einheiten (die Groflen in
Klammern beziehen sich auf den zeitdiskreten Kanal und sind hier nur zur Uber-
sicht mit angegeben):

R=k/n : (Coderate) [Infosymbol /Kanalbenutzung]
Ry : (Coderate) [Infobit/Kanalbenutzung]
Tp . Infobitrate [Infobit/s]
re=rpy/R : Codebitrate [Codebit /s]
W : Bandbreite [Hz]
No . eins. Rauschleist.dichte — [Watt/Hz=Joule]
N = NoW : Rauschleistung [Watt]
S : Signalleistung [Watt]
= S/r, : (Energie pro Infobit) [Watt-s=Joule]
E.= RE, : (Energie pro Codebit) [Joule]
E.s = RyE, : Energie pro Codesymbol [Joule]
C . (Kanalkapazitit) [Infobit /Kanalbenutzung]
c* . Kanalkapazitét [Infobit/s]
c*/w . Spektrale Bitrate [Infobit /s /Hz=Infobit]

Fiir den zeitkontinuierlichen AWGN wird in Satz 2.4 jetzt E(z?) = E,, durch S
und E(v?) = Ny/2 durch N ersetzt. Also sind

1 S
C = 5 - log, <1 + N) (2.6.1)

Infobit pro Kanalbenutzung iibertragbar. Nach dem Shannon’schen Abtasttheo-
rem sind bei einer Bandbreite W maximal 2IW Kanalbenutzungen pro Sekunde
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moglich (Nyquist-Rate), d.h. es sind also C* = C - 2W Infobit pro Sekunde
iibertragbar:

Satz 2.5 (Shannon-Hartley). Fir den bandbegrenzten AWGN mit wertkon-
tinuterlichem Input ergibt sich die Kanalkapazitit als

C* =W -log, <1 + %) Einheit: Infobit/s

E
=W - log, <1 + b ﬁ) . (2.6.2)

Ny W
Beir, < C* ist mit entsprechendem Aufwand eine nahezu fehlerfreie Ubertragung
mdaglich. S/N und W setzen eine prinzipielle Grenze fiir den Durchsatz, aber
nicht fiir die Ubertragungsqualitdt.

Bemerkenswert ist hier, daf mit Kanalbandbreite, Signal/Rausch-Abstand
(SNR, Signal-to-Noise Ratio) und Durchsatz die drei Schliisselparameter einer
Ubertragung in einer einzigen Formel zusammengefaft werden kénnen.

Offensichtlich ist ein Austausch zwischen der Bandbreite und dem Si-
gnal/Rausch-Abstand moglich: Ein kleines S/N kann durch ein grofieres W kom-
pensiert werden. Dies gilt jedoch nur innerhalb gewisser Grenzen — inshesondere
kann F,/Ny — 0 nicht durch W — oo ausgeglichen werden, wie sich schnell
zeigt:

m%iinoo(]* — V&EnOOW-logQ <1+ NO-W)
. s \" S
= V[l{noologQ ((1+ N0~W) > = log, exp <ﬁ0)
1 S Tb'Eb
=—— = 144. . 2.6.
In2 N() ’ 0 ( 63)

Wegen 1, < C* folgt hieraus erneut die Shannon-Grenze fiir Ey,/Ny, die fiir eine
zuverlédssige Ubertragung nicht unterschritten werden kann:

Ly > In2 =2 —1,59 dB. (2.6.4)
No

Erneut wird darauf hingewiesen, dafl dies nur ein theoretischer Grenzwert ist,

der praktisch nicht erreichbar ist, da (1) die Coderate gegen Null bzw. die Band-

breite gegen Unendlich gehen muB, (2) der Input des Kanals wertkontinuierlich

normalverteilt sein muff und (3) die Blocklinge und die Komplexitét des Codes

gegen unendlich gehen muf.

Eine untere Grenze fiir S/N gibt es natiirlich nicht. Fiir W — 0 rechnet
man einfach C* — 0 nach, d.h. ohne Bandbreite ist trivialerweise keine Uber-
tragung moglich. Zwar ist ein rauschfreier Kanal physikalisch unmdoglich, aber
mathematisch ergibt sich bei Ny = 0 die Kanalkapazitit als unendlich.
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Beispiel 2.7. Beim klassischen analogen Telefonkanal iiber Wihlleitungen be-
tragt die Bandbreite typischerweise W = 3000 Hz und der Signal/Rausch-
Abstand S/N = 30 dB. Daraus ergibt sich die Kapazitét

C™* = 3000 - log,(1 4 1000) = 29,901 kBit/s.

Unter anderen Randbedingungen kann die Kanalkapazitat auch grofer oder klei-
ner ausfallen. Der Telefonkanal ist allerdings kein reiner AWGN-Kanal, da neben
dem Rauschen auch andere Degradationen zu beriicksichtigen sind. Seit 1994
sind Modems bis zu 28,8 kBit/s nach dem Standard V.34 im Markt eingefiihrt.
Eine Ubersicht zur Technik der Modems wird in Abschnitt 12.2 gegeben. ]

Definition 2.5. Als spektrale Bitrate wird r,/W bezeichnet und als normali-
sierte Kanalkapazitét

OW = log, (1 + %) FEinheit: Infobit/s/Hz=Infobit

E, m
=1 1+— - — . 2.6.
0g2(+N0 W) (2.6.5)

Fiir den Grenzfall C* = r}, gilt

C* E, C* E, 2¢/W _1
| 14 2. bzw. e — 2.6.6
W OgQ( N W) W N T oW (26.6)
sowie die Shannon-Grenze
Ey
li — =1In2 = -1 B. 2.6.
C*/l‘gvn_)o N n 59 d (2.6.7)

Bild 2.9 zeigt die normalisierte Kanalkapazitit C*/W iiber E; /N, im Ver-
gleich mit verschiedenen digitalen Modulationsverfahren ohne Codierung. Ober-
halb der durch (2.6.6) bestimmten Kapazitiatsgrenze, also bei r, > C*, kann die
Fehlerwahrscheinlichkeit auch mit dem grofiten Aufwand nicht unter eine gewis-
se Grenze gedriickt werden. Unterhalb der Kapazitéitsgrenze, also bei r, < C*,
ist dagegen bei entsprechendem Aufwand eine nahezu fehlerfreie Ubertragung
moglich.

Die angegebenen Modulationsverfahren PSK (Phase Shift Keying), FSK
(Frequency Shift Keying) und QAM (Quadrature Amplitude Modulation) sind
ohne Codierung, mit kohdrenter Demodulation (d.h. bei idealer Tréger- und
Taktphase) und beziiglich einer Symbol-Fehlerwahrscheinlichkeit von 107° zu
verstehen. Gleiche Modulationsverfahren mit unterschiedlicher Stufenzahl sind
in Bild 2.9 durch Linien verbunden. Die spektrale Bitrate betrdgt im Bandpaf-

bereich
T, { log, q ¢-PSK, ¢-QAM, ¢-ASK }

w 2/q-logyq  ¢-FSK (2.6.8)
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Bild 2.9. Normalisierte Kanalkapazitéit im Vergleich mit verschiedenen uncodierten
Modulationsverfahren (bei einer Symbol-Fehlerwahrscheinlichkeit von 107°)

Alle Modulationsverfahren liegen etwa 10 dB oberhalb der Kapazititsgrenze
(beziiglich Ej,/Ny). Fiir kleinere Fehlerwahrscheinlichkeiten wird dieser Abstand
noch wesentlich grofler. Offensichtlich sind mit Kanalcodierung also erhebliche
Verbesserungen von digitalen Ubertragungssystemen zu erwarten, was natiirlich
einen entsprechenden Aufwand in Theorie und Realisierung rechtfertigt. In Bild
2.9 ist zwischen zwei Bereichen zu unterscheiden:

Leistungsbegrenzter Bereich (1r,/W < 1): Kennzeichen ist eine grofie Band-
breite im Vergleich zur Infobitrate. Der minimale Wert fiir £, /Ny wird durch
die Shannon-Grenze von —1,59 dB gegeben. FSK ist ein bandbreitenintensi-
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ves Modulationsverfahren, bei dem mit hoherer Stufenzahl sowohl die spek-
trale Bitrate wie das notwendige Ej,/Ny abnehmen. Kleine Einsparungen bei
Ey/Ny erfordern eine erheblich groflere Bandbreite. Bei der Kanalcodierung
in der klassischen Form mit 2-ASK oder 4-PSK (Kapitel 3 bis 9) kénnen we-
sentliche Einsparungen an Sendeleistung um den Preis erhéhter Bandbreite
und erhohter Komplexitit erreicht werden. Als eine typische Anwendung ist
die Satellitenkommunikation bei erdfernen Forschungssatelliten zu nennen
(sieche Abschnitt 12.1).

Bandbegrenzter Bereich (r,/WW > 1): Kennzeichen ist hier eine schmale
Bandbreite und ein grofies £, /Ny. Es werden hochstufige Modulationsverfah-
ren wie QAM und PSK oder Mischformen verwendet. Mit hoherer Stufenzahl
nehmen bei QAM und PSK im Gegensatz zu FSK sowohl die spektrale Bi-
trate wie das notwendige Ej,/Ny zu. Es gibt beispielsweise schon Richtfunk-
Systeme mit 1024-QAM, d.h. mit einer spektralen Bitrate von 10 Bit/s/Hz.
Eine weitere Erhohung der spektralen Bitrate erfordert jedoch ein erhebli-
ches Anwachsen von Ej,/Ny. So mufl der Anstieg von 2 auf 10 Bit/s/Hz in der
spektralen Bitrate mit einem Anstieg von 1,76 dB auf 20,10 dB bei E}/N,
bzw. von 4,77 dB auf 30,10 dB bei E.;/Ny = log, q - E/Ny kompensiert
werden.

Kanalcodierung sollte bei den meisten bandbegrenzten Anwendungen zu
keiner Erhohung der Bandbreite fithren. Anstelle der klassischen Kanalco-
dierung werden deshalb hier bandbreiteneffiziente Codierungsverfahren ver-
wendet, bei denen die Codierung gemeinsam mit der Modulation optimiert
wird. Als wesentliche Mafinahme wird dazu die Stufenzahl des Modulati-
onssystems erhoht bei gleichbleibender Bandbreite. Derartige Verfahren der
sogenannten trelliscodierten Modulation werden in Kapitel 10 behandelt.

Als eine typische Anwendungen sind Modems (siehe Abschnitt 12.2) und
Richtfunksysteme (siche Abschnitt 12.5) zu nennen. Bei Mobilfunksystemen
(siche Abschnitt 12.3 und 12.4) ist gleichermafien eine leistungs- wie band-
breiteneffiziente Ubertragung gefordert.

Zusammenfassung: Zwischen den wichtigsten Parametern einer digitalen Uber-
tragung, namlich E,/Ny, der spektralen Bitrate r,/WW und der Symbol-Fehler-
wahrscheinlichkeit P,, bestehen prinzipiell folgende Moglichkeiten des Austau-
sches, wobei (b) und (c) aber eine Anderung des Modulationsverfahrens erfor-
dern:

(a) Austausch zwischen P, und Ej,/Ny bei gleichbleibendem r,/W.
(b) Austausch zwischen P, und r,/W bei gleichbleibendem FE,/Ny.

(c) Austausch zwischen r,/W und Ej/Ny bei gleichbleibendem P,.



3. Lineare Blockcodes

Sowohl zur Konstruktion wie auch zur rechentechnisch giinstigen Encodierung
und Decodierung ist eine algebraische Struktur auf der Codemenge erforderlich.
Bei linearen Codes wird im wesentlichen nur gefordert, daf§ die Summe zweier
Codewdorter auch wieder ein Codewort ist. Bei zyklischen Codes kommen spéter
noch weitere Forderungen hinzu.

Die fiir lineare Codes erforderlichen algebraischen Grundlagen sind ziem-
lich einfach. Durch die Minimaldistanz wird die Anzahl der korrigierbaren und
erkennbaren Fehler bestimmt. Es werden einige fundamentale Zusammenhénge
zwischen der Minimaldistanz und den Codeparametern hergeleitet, die teilweise
auch fiir nichtlineare Codes giiltig sind. Schliellich wird die Gewichtsverteilung
eingefiihrt, mit der die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit erméglicht wird.

3.1 Definition linearer Blockcodes

Bei einem (n, k, dpmin)-Blockcode geméf Definition 1.4 sind sowohl die Infosym-
bole u; wie die Codesymbole a; jeweils g-stufig mit u;,a;, € F,. Das Galoisfeld
[F, ist eine Menge mit ¢ Elementen, in der eine Addition und eine Multiplikati-
on (mit den inversen Operationen Subtraktion und Division) erklért sind, und
zwar derart, daf fiir die Rechenoperationen im Prinzip die gleichen Regeln gelten
sollen wie bei den reellen oder rationalen Zahlen.

Der Vorteil von Galoisfeldern besteht darin, daf§ die Endlichkeit der Zah-
lenmenge bzw. Alphabete mit der Endlichkeit der technischen Systeme korre-
spondiert. Es gibt keine Rundungs- oder Quantisierungsfehler wie beim Rechnen
mit reellen Zahlen, sondern immer eindeutige Ergebnisse aus der endlichen Zah-
lenmenge. Nachteilig ist allerdings, dafl keine Ordnungsrelation erkldrt werden
kann, d.h. es gibt kein grofier oder kleiner zwischen Elementen des Galoisfeldes.

Eine mathematische Einfithrung in Galoisfelder wird im Anhang in den Ab-
schnitten A.4 bis A.8 gegeben. Fiir die einfachen linearen und zyklischen Codes,
die in den Kapiteln 3 bis 5 behandelt werden, reichen jedoch bereits sehr ge-
ringe Kenntnisse {iber Galoisfelder vollstindig aus. Nachfolgend wird deshalb
nur die Definition eines Galoisfeldes gegeben und dazu werden einige Beispiele
behandelt.
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Definition 3.1. Mit F, wird ein Galoisteld (endlicher Korper, finite field) be-
zeichnet. I, ist eine Menge mit ¢ Elementen, zwischen denen zwei Rechenopera-
tionen (Verkniipfungen) erklirt sind, die iblicherweise als Addition + und Mul-
tiplikation - geschrieben werden. |, soll abgeschlossen sein, d.h. fiir alle z,y € [,
sollz +y € F, und x -y € I, erfillt sein. Ferner sollen die “iiblichen” Rechen-
regeln gelten und insbesondere gibt es neutrale Elemente 0 und 1 sowie inverse
Elemente —z und x71.
Zusammenfassung aller Rechenregeln (xv,y, z € F, beliebig):

(1) z+y=y+z (Kommutativgesetz der Addition)

(2) (zr+y)+z=x+(y+2) (Assoziativgesetz der Addition)

(3) x+0=x (Ezistenz des add. neutralen Elementes (Nullelement))

(4)  Zuz existiert —v mit x + (—x) =0  (Eristenz des add. Inversen)

(5) x-y=y-x (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(6) (rv-y)-z=x-(y-z) (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(7) x-1=x (Existenz des mult. neutralen Elementes (Einselement))

(8) Zux #0 existiert x™' mit x-x~' =1  (Emzistenz des mult. Inversen)
(9) z-(y+z2)=x-y+ax-z (Distributivgesetz).

Aufgrund von (1) bis (4) wird E, auch als additive Gruppe und aufgrund von (5)
bis (8) wird F,\{0} als multiplikative Gruppe bezeichnet. Es werden folgende
Schreibweisen vereinbart:

r+(—y)=z—y , z-y=xy , Ty =-—.

Schliefilich soll - stirker als + binden. In der Schreibweise werden die Operatio-
nen 1m Galoisfeld nicht von den Operationen in den reellen Zahlen unterschie-
den, weil der Unterschied in aller Regel aus dem Kontext hervorgeht.

Generell gilt -0 = 0. Es ist zy = 0 nur dann moglich, wenn x = 0 oder
y = 0 gilt.

Galoisfelder [F, existieren nur fiir ¢ = p™, wobei p eine Primzahl und m
eine natiirliche Zahl ist. Also kann ¢ nur die Werte 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13,
16, 17,... annehmen. Fiir jedes ¢ existiert nur ein Galoisfeld in dem Sinne, daf3
zwei Galoisfelder gleicher Méchtigkeit isomorph (strukturgleich) sind, d.h. durch
Umbenennung der Elemente geht das eine Galoisfeld aus dem anderen hervor.

Die mit Abstand wichtigsten Fille sind ¢ = 2 (einfache Bindrcodes) und
g = 2™ (z.B. RS-Codes, siche Kapitel 7). Da fiir einfache Codes ¢ = 2 gilt,
besteht vorlaufig noch keine Notwendigkeit, [E,» genauer zu verstehen und Kon-
struktionsmethoden anzugeben. Jedoch gelten die Aussagen in den folgenden
Kapiteln auch fiir die komplizierteren Codes iiber F,~, so dafl alle Definitionen
und Sitze jetzt schon fiir den allgemeinen Fall formuliert werden. Im Vorgrift
auf spatere Einsichten wird lediglich vermerkt:

in & und K gilt stets 1+ 1=0. (3.1.1)
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Beispiel 3.1. Fiir den einfachen und vorldufig auch ausschliellich praktisch in-
teressanten Fall mit ¢ = p = Primzahl besteht F, aus den natiirlichen Zahlen
0,1,2,...,p—1, wobei Addition und Multiplikation modulo p erfolgen. Fiir klei-
nes p konnen die Rechenoperationen in [, durch Ergebnistabellen dargestellt
werden:

(1) E ist der wichtigste Fall:

+]0 1 -0 1

010 1 010 O

1 ‘ 10 1 ‘ 0 1

Hier gilt beispielsweise 1 4+1=0, -1 =1, -0=0, 17! = 1.
(2) Betrachte Fs:

+10 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0j]0 1 2 3 4 00 0 O 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Hier gilt beispielsweise —1 =4, —2=3,2"1=3 371 =247 =4,
(3) F, ist zwar ein Galoisfeld, kann aber nicht iiber die modulo 4 - Operation
erklart werden:

-0 1 2 3
0j0 0 0 O
110 1 2 3
210 2 0 2
310 3 2 1
Hier gibt es kein 2 € [, mit 2- 2 = 1, d.h. 27! existiert nicht. |

Definition 3.2. Die Menge aller n-Tupel (bzw. Blicke, Vektoren, Worter der
Linge n) mit Komponenten aus F, wird mit F" =T bezeichnet:

IE‘qn = {(an S >-Tn—l) | Toy ..., Tp—1 € Fq}.

Fiir die Mdchtigkeit gilt natiirlich |F'| = ¢". Zwischen den Wartern wird eine
komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation erkldrt, d.h. fir alle x,y €
F' und a € ¥, gilt x +y € F' und - & € F' mit

z+y = (To,- s Tno1) + Yor - s Yn-1) = (To+Yos- s Tn1+ Yn-1)
a-x = a (Tg,..., Ty 1) = (azg,...,ax,_1).

Fiir diese Operationen gelten die “iiblichen” Gesetze, die in Abschnitt A.5 noch-
mals zusammengestellt sind. Damit bildet F" einen Vektorraum bzw. linearen
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Raum. Fiir die Verkniipfungen im Vektorraum werden die gleichen Operati-
onszeichen verwendet wie im Galoisfeld und wie in den reellen Zahlen. Eine
Multiplikation zwischen den Wortern ist nicht definiert.

Verstandlich sind nun auch die Aussagen (1.5.7) und (1.5.10) aus Satz 1.1.
Ferner ist der Hammingabstand invariant gegeniiber Verschiebungen:

dy(z,y) =dy(z + 2,y + 2). (3.1.2)
Satz 3.1. In K" und . gilt fir beliebige Worter x und y:
(1) Wenn wy(y) eine gerade Zahl ist, dann gilt:
wy(x) gerade <= wy(x +y) gerade. (3.1.3)

(2) Wenn wy(y) eine ungerade Zahl ist, dann gilt:

wy(x) gerade <= wy(x + y) ungerade. (3.1.4)
Bei einem (n, k),-Blockcode gilt w = (ug, ..., ux—1) € IFqk fiir das Infowort
und a = (ug, . .., a,-1) € F' fiir das Codewort sowie C C E", |C| = q"* fiir den

Code.
Nach diesen vorbereitenden Definitionen und Feststellungen erfolgt nun die
Definition des linearen Codes:

Definition 3.3. Der (n, k),-Code C iber E, heifit linearer Code, wenn mit zwei
Codewdrtern auch die Summe wieder ein Codewort ist:

a,beC = a+bel.
Fiir nicht-bindre Codes mit ¢ > 2 wird zusdtzlich gefordert:
acCacF, = a-acC.

Fine dquivalente Kennzeichnung ist, daf$ C ein Vektorraum sein soll.

Beispiele: C = {000, 100,010,001} ist nicht linear
C ={000,110,011, 111} ist nicht linear
C =000, 110,101,011} ist linear.

In der Praxis wird die Beschrénkung auf lineare Codes mit keinen we-
sentlichen Verlusten erkauft — zumindest nicht bei Hard-Decision Decodierung
[73, 126]. Es sind nur wenige Fille bekannt, wo der beste bekannte lineare Code
schlechter als der beste bekannte nichtlineare Code ist. J.L.Massey [126] bezeich-
net deshalb die Beschéftigung mit nichtlinearen Codes als “Zeitverschwendung”.
Fast alle praktisch verwendeten Codes sind linear und nachfolgend werden fast
nur noch lineare Codes behandelt, obgleich einige Aussagen auch fiir nichtlinea-
re Codes gelten, was aber nicht besonders hervorgehoben wird. Die informati-
onstheoretischen Uberlegungen basieren dagegen iiberwiegend auf nichtlinearen
Zufallscodes, wie auch in Abschnitt 3.4 noch einmal deutlich werden wird.
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Beispiel 3.2. (1) Als Wiederholungscode (repetition code) wird der (n,1)s-
Code
C=1{00...0,11...1} (3.1.5)

bezeichnet. Die Linearitit ist offensichtlich. Es gilt R = 1/n fiir die Coderate
und d;, = n fiir die Minimaldistanz. Eine systematische Encodierung kann
gemif ug — a = (uo, . .., up) erfolgen.

(2) Als Parity Check Code (auch: Single Parity Check Code, SPCC) wird
der (n,n — 1)2-Code

C= {(ao,...,an_l)

niai :0} (3.1.6)

=0

bezeichnet. Der Code ist linear mit R = (n — 1)/n = 1 — 1/n. Da 000...0
und 110...0 jeweils Codeworter sind, folgt d;, = 2. Bei einer systematischen
Encodierung geméf (uq,...,up—1) — a@ = (Ug, ..., Up_1,Ug + -+ + Up_1) wird
die Summe der Infobits als Priifbit angehéngt. [

Satz 3.2. Ein linearer Code C ist invariant gegeniiber additiven Verschiebun-

gen, d.h. fir alle b€ C gilt: C+b={a+b|acC}=C.

Aus dg(a, b) = wy(a — b) folgt sofort, daf die Minimaldistanz eines Codes
gleich dem minimalen Gewicht der Codewérter ist und somit sind fiir die Be-
stimmung von dy,, jetzt also nicht mehr ¢*(¢* — 1) Paare zu betrachten, sondern
nur noch ¢* — 1 Wérter:

Satz 3.3. Fir die Minimaldistanz eines linearen (n, k, dmin)q-Codes gilt:

Apnin = min{dH(a’> b) | a, b e C7 a 7é b}
= min{wg(a) | a €C,a # 0}. (3.1.7)

3.2 Erkennung und Korrektur von Fehlern
und metrische Struktur

Bei Hard-Decision, also bei A, = Ao = F,, kann die Ubertragung interpretiert
werden als Uberlagerung des Sendewortes mit einem Fehlerwort:

y=a+e. (3.2.1)

Das Empfangswort vy ist also die Summe aus dem gesendeten Codewort a und
dem Fehlerwort (Fehlermuster) e = y — a € F,". Aufgrund der linearen Struk-
tur ist y genau dann ein Codewort, wenn e ein Codewort ist. In Analogie zu
Abschnitt 1.6 gibt es folgende Moglichkeiten:

e=0 Fehlerfreie Ubertragung.
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e € C\{0} Verfilschung in ein anderes Codewort — das kann niemals erkannt
oder korrigiert werden.

eéC Die Verfilschung ist generell erkennbar und eventuell korrigierbar
durch den Decoder.

Definition 3.4. FEin (n, k),-Blockcode C

(1) korrigiert t Fehler, wenn fiir jedes Fehlermuster e mit wy(e) < t die
Mazimum-Likelihood-Decodierung das richtige Codewort liefert (error cor-
rection,).

(2) erkennt t' Fehler, wenn fir jedes Fehlermuster e # 0 mit wy(e) < t' das
Empfangswort y = a + e kein Codewort ist (error detection).

In ausfiihrlicherer Sprechweise werden also bis zu t Fehler korrigiert. Wichtig
ist dabei, dafl wirklich jedes prinzipiell mégliche Fehlermuster vom Gewicht < ¢
korrigierbar sein muf. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die Fehlererken-
nung.

Satz 3.4. Ein (n,k,dmin),-Code erkennt t' = dpin, — 1 Fehler.

Beweis: Nach Satz 3.3 folgt aus e € C\{0} zwangsldufig wy(e) > dyin. Durch
Umkehrung ergibt sich: Ein Fehlermuster mit wy(e) < dy;, — 1 impliziert e ¢
C\{0} und wird somit zwangsldufig erkannt. |

Bereits im Beweis von Satz 2.1 wurde der Begriff der Kugel eingefiihrt:

Definition 3.5. Als Kugel K,.(z) vom Radius v um das Wort ¢ € F," wird die
Menge aller Wérter verstanden, die von & eine Hammingdistanz < r haben:

K (z)={y € F | du(z,y) <r}. (3.2.2)

Klar ist Ko(x) = {z} und K,(z) = F,". Oftmals werden die Kugeln um die
Codewdorter betrachtet — zum Inhalt der Kugeln zéhlen aber immer alle Worter
aus . Aus der Kombinatorik ist bekannt, dafl es genau (") (g — 1)" Worter
y € F' mit dy(x,y) = i gibt. Somit folgt fiir die Méchtigkeiten der Kugeln das

wichtige Resultat
r n ‘
K, ‘: Vg - 1) 3.2.3
r@=3 (7)1 (323)

Beispiel 3.3. Betrachte den (3,1);-Wiederholungscode C = {000,111} mit
dmin = 3. Fiir die Kugeln gilt:

K;(000) = {000, 100,010,001}

Ki(111) = {111,110,101,011}

K,(000) = {000, 100, 010, 001, 110, 101, 011}

K,(111) = {111,110, 101,011,001, 010, 100}

K3(000) = K3(111) = E;

K5(100) enthélt beide Codeworter. |
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Bild 3.1. Kugeln vom Radius dpi, — 1 um die Codeworter

Mit Bild 3.1 wird veranschaulicht, daf§ jede Kugel vom Radius d;, — 1 um
ein Codewort kein anderes Codewort enthélt. Denn wenn zwei Codeworter a, b
existieren mit b € K;_ . _1(a), so wiirde dgy(a, b) < dpyin — 1 folgen. Jedoch ist
dimin der minimale Abstand zwischen zwei verschiedenen Codewortern.

Bei hochstens d,;, — 1 Fehlern liegt das Empfangswort in der Kugel um das
tatséchlich gesendete Codewort. Da in dieser Kugel kein weiteres Codewort liegt,
kann das Empfangswort mit keinem Codewort verwechselt werden — abgesehen
natiirlich von der fehlerfreien Ubertragung. In einer Kugel vom Radius d,;, — 1
um ein beliebiges Wort kénnen jedoch mehrere Codeworter liegen.

dmin—1
Nach Satz 3.4 werden alle Z <7Z> (¢ —1)" Fehlermuster vom Gewicht
< dpin — 1 erkannt. Von den Fehle;rr?ustern hoheren Gewichts werden zwar nicht
alle erkannt, aber dennoch ein sehr grofler Anteil — denn jedes e mit e ¢ C
wird erkannt und deren Anzahl betrigt ¢® — ¢*. Die Quote der erkennbaren
Fehlermuster hoheren Gewichts wird noch genauer bei den zyklischen Codes in
Abschnitt 5.7 bestimmt.

Der folgende Satz zahlt (ungeachtet seines einfachen Beweises) zu den prak-
tisch wichtigsten Resultaten der Codierungstheorie:

Satz 3.5. Ein (n,k, dwin)q-Code korrigiert t Fehler, sofern 2t +1 < dyn bzw.
dquivalent t = [(dmin — 1)/2] gilt.

Beweis: Sei y = a+ e mit wy(e) < t. Dann gilt dy(y, @) < t. Sei b € C beliebig
mit b # a. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich
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2t +1 < dwin < du(a,b) < dg(a,y) +du(y,b) <t+dy(y,b).

Somit folgt dy(y,b) > t + 1. Also ist der Abstand von a zu y hochstens ¢,
wéhrend jedes andere Codewort von y mindestens den Abstand ¢+ 1 hat. Somit
wéhlt der ML-Decoder das richtige Codewort. |

I b

Bild 3.2. Decodierkugeln vom Radius ¢ = |(dmin — 1)/2] um die Codewdrter

Bild 3.2 veranschaulicht die Situation fiir Kugeln vom Radius ¢ um die Co-
deworter. Die Kugeln sind disjunkt. Wenn bei der Ubertragung das Codewort a
mit hochstens ¢ Fehlern iiberlagert wird, so liegt das Empfangswort y in K;(a)
und hat von jedem anderen Codewort mindestens den Abstand t + 1. Somit
ist das Codewort minimalen Abstandes zu y eindeutig bestimmt. Die Kugeln
vom Radius t um die Codeworter werden deshalb auch Decodierkugeln genannt.
Empfangsworter mit mehr als ¢ Fehlern liegen entweder in einer falschen Deco-
dierkugel und werden dann falsch decodiert oder sie liegen zwischen den Deco-
dierkugeln und werden dann richtig oder falsch decodiert.

Wenn iibrigens Kugeln vom Radius ¢ um beliebige Worter betrachtet werden,

so liegt auch in diesen Kugeln maximal ein Codewort, denn ansonsten wiirde aus
a,b € K;(x) ein Widerspruch folgen:

2t + 1 < dwin < dp(a,b) <dg(a,z)+dy(z,b) <t+t=2t

Beispiel 3.4. (1) Beim (3,1, 3)2-Code C = {000,111} mit ¢t = 1 werden die
Empfangsworter 000, 100,010,001 zu 000 decodiert und die Empfangsworter
111,011,101, 110 werden zu 111 decodiert.
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(2) Beim (2, 1,2)-Code C = {00, 11} mit ¢t = 0 werden die jeweils mit einem
Fehler behafteten Empfangsworter 01,10 zwar als fehlerhaft erkannt, kénnen
aber nicht richtig decodiert werden. Der ML-Decoder sollte sich hier im Idealfall
zufillig entscheiden.

(3) Betrachte einen etwas skurrilen (6,2, 3)2-Code mit ¢ = 1 und

C = {00 0000, 10 1100,01 0111,11 1011}.

3 4 3 2

Die ersten beiden Bits sollen den Infobits entsprechen. Wegen ¢ = 1 kann nur
ein Fehler sicher korrigiert werden. Wenn nun y = 00 1011 empfangen wird,
so ergeben sich die Abstidnde zu den Codewortern wie unter den geschweiften
Klammern angegeben und der ML-Decoder entscheidet folglich auf 11 1011, d.h.
beide Infobits werden korrigiert. |

Fehlererkennung und Fehlerkorrektur kénnen auch kombiniert werden:

Satz 3.6. Ein (n,k,dmin),-Code kann gleichzeitig t Fehler korrigieren und t'
Fehler erkennen (t' > t), sofern gilt:

t+t + 1< dpin. (3.2.4)

Fiirt =0 entspricht dies Satz 3.4 und firt =t' entspricht dies Satz 3.5.

Praktische Anwendung: Zum Empfangswort wird ein Codewort im Abstand
< t gesucht. Wird ein solches Codewort gefunden, so ist dieses Codewort das
Decodierergebnis. Wird kein solches Codewort gefunden, sind noch alle Fehler-
muster bis zum Gewicht d,;, — t — 1 erkennbar.

Beweis: Bilde die Menge V = U K;(b) der korrigierbaren Worter mit maximal

beC
t Fehlern. Sei y = a + e ein Empfangswort mit wy(e) = f und t < f < ¢'. Falls

y € V gelten wiirde, so gébe es ein b € C mit y € K;(b). Da y von a einen
grofferen Abstand als ¢ hat, folgt b # a und somit:

t+t/+1 Sdmin SdH(a, b) SdH(a>y)+dH(y> b) St/—i_t
R,f_/ 7

Dies ist ein Widerspruch und somit folgt y ¢ V. Also liegt das Empfangswort
nicht in der Menge der korrigierbaren Fehlermuster und wird somit als fehlerhaft
erkannt. ]

Beispiel 3.5. Betrachte erneut den Code C = {000,111} mit d,;, = 3. Bei
t =1,t =1 wird 100 decodiert zu 000. Bei ¢t = 0, = 2 wird 100 dagegen als
fehlerhaft erkannt (aus 000 oder 111 entstanden). Die Kombination ¢t = 1,¢ = 2
ist unmoglich, denn 100 wiirde einerseits decodiert zu 000 und andererseits als
fehlerhaft erkannt (mit 2 Fehlern aus 111 entstanden). |
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Die Situation in Beispiel 3.4(3) wird jetzt nochmals allgemeiner betrachtet.
Dazu sei ein (n, k, dmin),-Code mit 2t+1 < dyi, gegeben. Das Empfangswort y =
a + e weise f = dy(a,y) Fehler auf. Bei der ML-Schitzung @ erfolgen fy; =
dy(y, d) Korrekturen im Empfangswort. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

(a) Bei f <t ist die ML-Schitzung richtig mit @ = a und fy, = f.

(b) Bei f > tist die ML-Schétzung eventuell falsch mit @ # a, und fj;7, kann un-
kontrollierbar grofl werden (bis zu fy;, = n). Nach der Dreiecksungleichung
ergibt sich dy(a, @) < f + fyr und somit kann auch die ML-Schéitzung an
unkontrollierbar vielen Stellen vom gesendeten Codewort abweichen, obwohl
der Code nur ¢ Fehler korrigieren kann.

Aus “Sicherheitsgriinden” konnte die Korrektur bei der Decodierung auf
hochstens dy(y, a) < t Stellen begrenzt werden. Damit ergibt sich das so-
genannte BMD-Prinzip:

Definition 3.6. Beim Begrenzten-Minimaldistanz-Decoder (BMD, Bounded
Minimum Distance Decoder) erfolgt nur dann eine Decodierung, wenn das Emp-
fangswort innerhalb einer Decodierkugel liegt, d.h. wenn es zum Empfangswort
ein Codewort im Abstand <t gibt.

Anhand von Bild 3.3 erfolgt ein Vergleich der (fiir Hard-Decision) eingefiihr-
ten Decodierprinzipien MLD, BDD und BMD. Dabei bezeichnen die dicken
Punkte die Codeworter und a das jeweils gesendete Codewort. Der schraffier-
te Bereich repréasentiert den Entscheidungsbereich derjenigen Empfangsworter,
die zu a decodiert werden. Die Entscheidungsbereiche kénnen formal als 6~(a)
mit der Codewortschétzer-Funktion 0 gemafl (1.6.2) beschrieben werden. Gene-
rell sind die Entscheidungsbereiche disjunkt, aber nur bei MLD wird der gesamte
Raum der Empfangsworter von den Entscheidungsbereichen iiberdeckt, bei BDD
und BMD ist dagegen der Decoder nicht fiir alle Empfangsworter definiert:

MLD (Maximum-Likelihood-Decoder, siehe Satz 1.3): Fiir jedes Empfangswort
wird nach dem néchstgelegenen Codewort gesucht. Der Entscheidungs-
bereich wird im 2-dim. Fall durch die Mittelhalbierenden begrenzt und
im n-dim. Fall durch entsprechende Hyperflichen.

Das MLD-Prinzip minimiert die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit (unter
der Annahme gleicher Apriori-Wahrscheinlichkeiten).

BDD (Begrenzter-Distanz-Decoder, siche den Beweis des Kanalcodierungs-
theorems in Abschnitt 2.7): Um jedes Codewort wird eine Kugel vom
gleichen Radius ¢ gemifl (2.7.4) gelegt. Es werden nur diejenigen Emp-
fangsworter zum Kugelmittelpunkt decodiert, die in genau einer Kugel
liegen. Keine Decodierung erfolgt fiir Worter, die in keiner oder in meh-
reren Kugeln liegen. Die Entscheidungsbereiche sind also geometrisch
von relativ komplizierter Form.
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BMD

MLD

N

‘ BMD

Bild 3.3. Vergleich der Decodierprinzipien

Da mit dem BDD das Kanalcodierungstheorem bewiesen wird, ist der
BDD nur unwesentlich schlechter als der MLD.

(Begrenzter-Minimaldistanz-Decoder, siehe Definition 3.6): Um jedes
Codewort wird als Entscheidungsbereich eine Kugel vom gleichen Ra-
dius ¢t = [(dmin — 1)/2] gelegt. Damit sind die Kugeln als disjunkt
gewahrleistet. Es werden nur diejenigen Empfangsworter zum Kugelmit-
telpunkt decodiert, die in einer Kugel liegen. Keine Decodierung erfolgt
fiir Worter, die aulerhalb der Kugeln liegen.

Beim BMD erfolgt also eine “Decodierung bis zur halben Minimaldi-
stanz”.



80 3. Lineare Blockcodes

Der BMD ist natiirlich schlechter als die ML-Decodierung, aber die wesentlichen
Vorteile des BMD liegen in der vereinfachten Realisierung des Decoders bei
wichtigen Codeklassen wie den RS- und BCH-Codes. Der Vergleich zwischen
diesen Decodierprinzipien wird in Abschnitt 3.4 fortgefiihrt.

3.3 Schranken fiir die Minimaldistanz

Die Bedeutung von d,,;, und ¢ sind nach dem vorangehenden Abschnitt klar.
Wie héangen diese Groflen aber mit den Codeparametern n, k, ¢ zusammen?

Satz 3.7 (Singleton-Schranke). Fir einen linearen (n, k, dmin),-Code mufs
din <1 — k +1 (3.3.1)

gelten. Bei Gleichheit in der Singleton-Schranke liegt ein sogenannter MDS-Code
(Mazimum Distance Separable) vor.

Beweis: Alle Codeworter unterscheiden sich an mindestens dp,;, Stellen. Wenn
bei allen Codewortern die ersten d,,;,, — 1 Stellen gestrichen werden, so sind die
gekiirzten Codewdrter der Lénge n — dp,in + 1 immer noch alle verschieden. Es
gibt also ¢* verschiedene gekiirzte Codewdrter im Raum der ¢~ 9min*1 gekiirzten
Wérter. Dies ist aber nur moglich, wenn k < n — dy, + 1 gilt. |

Fiir ¢ korrigierbare Fehler muf3 also 2¢ < n — k und fiir ¢ erkennbare Fehler
mufl ¢ < n — k gelten. Pro Korrektur sind also zwei Priifstellen erforderlich,
wéhrend pro Erkennung nur eine Priifstelle erforderlich ist.

Die einzigen bindren MDS-Codes sind die trivialen (n, 1, n),-Wiederholungs-
codes. Dagegen sind g-nére MDS-Codes wie die RS-Codes (siche Kapitel 7) von
enormer praktischer Bedeutung. Dennoch darf man nicht folgern, dai MDS-
Codes das absolute Optimum darstellen und die Entwicklung von Blockcodes
damit einen Endpunkt erreicht hétte. Auch ein MDS-Code kann nédmlich noch
verbessert werden, indem bei gleichen Parametern n, k, d.,;, die Machtigkeit ¢
des Alphabetes verringert wird. Mit den MDS-Codes kann das Kanalcodierungs-
theorem nicht bewiesen werden.

Eine sehr wichtige Eigenschaft der MDS-Codes ist:

Satz 3.8. Bei einem (n, k,n—k+1),-MDS-Code ist durch k beliebig ausgewdhlte
Codesymbole das gesamte Codewort eindeutig bestimmit.

Beweis: Gegenannahme: Es gibt zwei verschiedene Codeworter a, b, die an k
Stellen identisch sind. Somit gibt es maximal an n — & Stellen Unterschiede, d.h.
dy(a,b) < n — k. Jedoch ist n — k + 1 der minimale Abstand zwischen den
Codewortern, so dal die Annahme widerlegt ist. ]
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Satz 3.9 (Hamming-Schranke, sphere-packing bound). Fir einen line-
aren (n, k, dwin)q-Code, der bis zu t Fehler korrigieren kann, muj$

nk>2X)q—1 MwThkszEKD@—N] (3.3.2)

r=0

gelten. Speziell fiir ¢ = 2 bedeutet das:

2""“22(2)=1+n+(g’)+---+(7;). (3.3.3)

FEin sogenannter perfekter Code liegt vor, wenn eine Zahl t existiert, so daf
Gleichheit in der Hamming-Schranke gilt. In diesem Fall sind die Decodierprin-
zipten MLD und BMD identisch.

Beweis: Die Decodierkugeln um die Codewoérter sind disjunkt. Da es ¢* Co-
deworter gibt, betrigt die Gesamtzahl aller Worter in allen Decodierkugeln nach

(3.2.3) genau
(e

und diese Zahl muf} kleiner oder gleich sein als die Gesamtzahl ¢™ aller Worter.
Bei Gleichheit in der Hamming-Schranke sind die Decodierkugeln so dicht ge-
packt, daf sie den gesamten Raum ;" ausschopfen. [ ]

Satz 3.9 ist eines der praktisch wichtigsten Resultate der Codierungstheorie.
Fiir gegebene Werte n, k, ¢ kann die Anzahl der bestenfalls korrigierbaren Fehler
bestimmt werden, sofern der Code giinstig gewahlt ist. Fiir einen schlechten Code
kann ¢ allerdings eventuell viel kleiner sein als es nach der Hamming-Schranke
moglich wire.

Die Hamming-Schranke macht keine Aussagen iiber die Existenz von Codes!
Wenn fiir eine Parameterkombination n, k, ¢, ¢ die Hamming-Schranke erfiillt ist,
dann wird damit noch léngst nicht die Existenz eines entsprechenden Codes mit
dmin > 2t + 1 garantiert. Nur der umgekehrte Fall ist garantiert: Wenn die Pa-
rameterkombination der Hamming-Schranke nicht geniigt, dann kann prinzipiell
kein entsprechender Code existieren. Sinngeméf gilt dies auch fiir die Singleton-
Schranke sowie die noch einzufiihrende Plotkin-Schranke und die Elias-Schranke.

Beispiel 3.6. (1) Der (7,4, 3);-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 mit dy;, = 3
und t = 1 ist perfekt, denn es gilt 27~* = 1 4 7. Es gibt kein Wort, das von allen
16 Codewortern einen Abstand > 2 hat.

(2) Die Existenz des sogenannten (23,12, 7),-Golay-Codes mit ¢t = 3 wird
hier nicht gezeigt. Einfach ist nur der Nachweis, dafl ein solcher Code perfekt

ist:
23 23 23
223712 — 2048 = 1 :
=t (0)+(5) ()
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(3) Betrachte einen (127,113, d)o-Code (der sich in Kapitel 7 als BCH-Code
herausstellen wird). Gesucht ist d unter der Annahme, da§ der Code bestmoglich
konstruiert wurde. Aus der Hamming-Schranke folgt:

127

1+ 127 = 8120 t=2
s _yeaga s |2
= 127 (127
Lh12r 4 () () = 341504 t=3

Es folgt ¢ = 2 und somit d = 5 oder d = 6. Bei 113 Infobits mit 14 Priifbits
kénnen also 2 Fehler korrigiert werden oder es sind 4 (eventuell auch 5) Fehler
erkennbar.

(4) Nach der Hamming-Schranke kénnten ein (20, 10)2-Code mit ¢ = 2 und
ein (100, 50)2-Code mit ¢ = 11 existieren, wobei die Coderate jeweils 1/2 betragt.
Durch 5-fache Wiederholung kann aus dem (20, 10)-Code ebenfalls ein (100, 50)-
Code konstruiert werden, indem die 10er-Abschnitte des 50er-Infowortes wie
beim (20, 10)-Code encodiert werden. Der so entstehende Code kann aber weder
11 noch 10 Fehler korrigieren, sondern weiterhin nur 2 Fehler, denn 3 Fehler in
einem 20er-Abschnitt sind nicht korrigierbar.

Gute Codes grofler Blockléinge konnen also nicht mit dem Wiederholungs-
prinzip aus Codes kurzer Blocklénge erzeugt werden. |

Der Begriff perfekter Code ist eigentlich iibertrieben, da perfekte Codes von
geringer praktischer Bedeutung sind. Perfekt sind nur die Hamming-Codes und
Golay-Codes (aufwendiger Beweis) sowie:

Satz 3.10. Der (n, 1)s- Wiederholungscode ist bei ungerader Blocklinge ein per-
fekter Code.

Beweis: Sei n = dyi, = 2t + 1 und sei y € E' beliebig: Fir wy(y) < t gilt
du(y,0) = wy(y) < tund fir wy(y) > t+ 1 gilt du(y, 1) = n — wy(y) <
t. Also folgt Ky(0) U Ki(1) = E' und somit schopfen die ¢-Kugeln um die
Codeworter den Raum vollsténdig aus. |

Satz 3.11 (Plotkin-Schranke). Fir einen linearen (n, k, dmin)q-Code mufs

_ k-1 _
g <MD nle—1)
- -1 q
gelten. Die Niherung gilt fiir grofies k.

(3.3.4)

Beweis: Aus Symmetriegriinden nimmt jedes Codesymbol jeden der ¢ méglichen

Werte gleichhéufig an. Somit ist (¢ — 1)/q das mittlere Gewicht eines Codesym-

bols und n(qg—1)/q das mittlere Gewicht eines Codewortes. Wenn vom Nullwort

abgesehen wird, erhoht sich das mittlere Gewicht eines Codewortes auf
n(g—-1) ¢

q -1
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und dieses mittlere Gewicht muf3 natiirlich grofier als das minimale Gewicht sein.
|

Die Singleton-, die Hamming- und die Plotkin-Schranke geben obere Grenzen
fiir einen Code mit gewissen Eigenschaften an, wobei die Existenz eines solchen
Codes nicht garantiert wird. Die folgende untere Schranke sichert dagegen die
Existenz eines Codes, womit allerdings wie beim Kanalcodierungstheorem nicht
die praktische Kenntnis des Codes verbunden ist:

Satz 3.12 (Gilbert-Varshamov-Schranke). Es existiert immer ein linearer
(n, k, dwin)q-Code, sofern

r

Tn? 1
( )(q — 1)< gk (3.3.5)
0

gilt. Fiir verschiedene weitere Formen dieser Schranke siehe z.B. [18, 115].

Beweis: Im Vorgriff auf ein spiter abzuleitendes Resultat (Satz 4.4) ist zu zeigen,
daf eine Matrix (Priifmatrix) mit n Spalten der Lidnge n — k so konstruiert
werden kann, dafl jede Auswahl von d,;, — 1 Spalten linear unabhéngig ist.

Die erste Spalte braucht nur ungleich der Nullspalte zu sein. Die zweite
Spalte darf kein Vielfaches der ersten Spalte sein. Die dritte Spalte darf keine
Linearkombination der ersten beiden Spalten sein. Derart seien n — 1 Spalten
konstruiert und zu zeigen ist, dafl noch eine n-te Spalte konstruierbar ist.

Damit von den n Spalten jeweils d,,;, — 1 Spalten linear unabhéingig sind,
darf die n-te Spalte keine Linearkombination von < d.;, — 2 Spalten aus den
ersten n — 1 Spalten sein.

Die Anzahl der Linearkombinationen von genau r Spalten aus n — 1 Spalten
dmin_2

n—1 n—1
betragt —1)" und it gibt es | = —1)" Linear-
etrég ( . )(q )" und somit gibt es Z ( . )(q )" Linear

r=1
kombinationen von < d;, — 2 Spalten aus n — 1 Spalten. Fiir die n-te Spalte

gibt es ¢"~* Moglichkeiten, von denen diese [ Moglichkeiten sowie die Nullspalte
ausgeschlossen sind, d.h. es mufl ¢"~* > [ + 1 sein. [ |

Auch der Beweis der Gilbert-Varshamov-Schranke bietet wie die Beweise des
Kanalcodierungstheorems oder des Ry-Theorems kein praktikables Konstrukti-
onsverfahren fiir gute Codes, da sich bei schlecht {iberlegter Auswahl der Spalten
Codes mit uniibersichtlicher bzw. unbrauchbarer Struktur ergeben.

Beispiel 3.7. Betrachte einen (63,k,5)s-Code, d.h. vorgegeben wird die
Blocklange 63 und es wird die Korrektur von 2 Fehlern verlangt und dabei sollen
so wenig Priifstellen wie moglich verwendet werden. Aus der Hamming-Schranke

folgt:
2

63
Z( ) — 146341953 = 2017 < 2"k,
T

r=0
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Also existiert eventuell ein Code mit nur 11 Priifbits, d.h. £ < 52. Aus der
Gilbert-Varshamov-Schranke folgt:

r
r=0

3
62
Z ( ) =1+ 62+ 1891 + 37820 = 39774 < 2"F,

Also ist die Existenz eines Codes gesichert mit nur 16 Priifbits, d.h. k > 47.
Tatséchlich gibt es einen (63,51, 5),-BCH-Code (siehe Tabelle 7.1), d.h. dieser
Code ist ziemlich gut und die Suche nach einem noch besseren Code lohnt hier
kaum. |

3.4 Asymptotische Schranken fiir die Minimaldistanz

Es wird jetzt der Fall n — oo bei konstanter Coderate R betrachtet, so dafl da-
mit auch £k = Rn — oo impliziert wird. Fiir alle oberen bzw. unteren Schranken
aus dem vorangehenden Abschnitt gibt es asymptotische Formen, bei denen die
sogenannte Distanzrate dyi,/n gegen einen Grenzwert bei n — oo konvergiert.
Bei den asymptotischen Schranken werden dann dieser Grenzwert der Distanz-
rate und die Coderate direkt miteinander verkniipft. Nachfolgend werden nur
Binércodes betrachtet.

Singleton-Schranke: Aus (3.3.1) folgt direkt dyin/n < (n—k+1)/n~1—-R
und somit:

dmin

R < 1- .
n

(3.4.1)

t
Hamming-Schranke: Aus (3.3.2) folgt direkt 1 — R > n"'log, Z (n) Die
T
r=0
rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert nach Satz A.1 gegen die binére

Entropiefunktion, indem A = t/n & dy,/(2n) gesetzt wird:

dmin
R < 1—-H. . 3.4.2
<1-m () (342
Plotkin-Schranke: Aus (3.3.4) folgt lediglich 1/2 > dyyin/n. Mit zusétzlichem
Aufwand [53] kann aber gezeigt werden:
dmin

R < 1-—2-20 (3.4.3)
n

Elias-Schranke: Diese obere Schranke ist scharfer als alle anderen oberen
Schranken und es gilt [12, 32, 53]:

dmin
1—14/1-2

R < 1-H, 5 n_|. (3.4.4)
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Gilbert-Varshamov-Schranke: Aus (3.3.5) folgt nach Logarithmieren mit

dinin—2
~ —1 dmin -2 dmin
Satz A.1l:  n —k = log, Z (n ) ~ nH, <71) ~ nH, < )
r n— n

r=0
Daraus ergibt sich schliellich die asymptotische untere Schranke

d .
R = 1-1H, ( mm) : (3.4.5)
n
1.0
0.8 1 Singleton
Plotkin
R= X | Hamming (upper bounds)
n .
Elias
0.6 |
0.4 4
0.2 4
Gilbert—
1 Varshamov
(lower bound)
O T T T T 1 T T T =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

dmin

n

Bild 3.4. Asymptotische Schranken

In Bild 3.4 erfolgt ein Vergleich der asymptotischen Schranken, indem die
Coderate R als Funktion von dy;,/n dargestellt wird. Alle Codes liegen un-
ter den oberen Schranken, insbesondere also unter der FElias-Schranke, und
es gibt einige gute Codes oberhalb der unteren Gilbert-Varshamov-Schranke,
d.h. im schraffierten Bereich. Unterhalb des schraffierten Bereiches liegende Co-
des sind als schlecht anzusehen. Im Bereich grofler Coderaten erweist sich die
Hamming-Schranke als fast gleichwertig mit der Elias-Schranke. Die asymptoti-
sche Singleton-Schranke ist dagegen fiir ¢ = 2 praktisch wertlos.

Nach der Gilbert-Varshamov-Schranke ist zumindest die Existenz von soge-
nannten asymptotisch guten Codefamilien (ns, ks, ds) mit

. ks . dy
lim — >0 und lim — >0 (3.4.6)

§—00 g §—00 TNig



86 3. Lineare Blockcodes

garantiert. Dies erscheint auf den ersten Blick wenig bedeutsam und ganz selbst-
versténdlich, aber alle bekannten Codefamilien (abgesehen von verketteten Sy-
stemen) erfiillen diese Eigenschaft nicht und sind damit asymptotisch schlecht,
wie gleich noch gezeigt wird. Die prinzipielle Erkldrung der Ursache wurde be-
reits beim Kanalcodierungstheorem in Abschnitt 2.2 gegeben.

Wie ist es eigentlich méglich, dafl es Codes gibt, die die Singleton-Schranke
(MDS-Codes) bzw. die Hamming-Schranke (perfekte Codes) annehmen, obwohl
die kleinere Elias-Schranke das scheinbar ausschlieft? Wie vorangehend bereits
erwahnt liegt die Ursache darin, daf§ bei allen bekannten Codefamilien entweder
die Coderate gegen Null oder die Distanzrate gegen Null konvergiert:

MDS-Codes: Das wichtigste Beispiel fiir MDS-Codes stellen die RS-Codes
nach Definition 7.1 dar, die bei fester Coderate von der Form

(nv kvdmin)q - (q - 17 R(q - 1)7 (1 - R)(q - 1) + 1)q

sind. Hier gilt zwar dy,i,/n — 1— R, aber n — oo ist mit ¢ — oo verkoppelt.
In der binédren Interpretation bleibt die Minimaldistanz unverindert (siehe
Kapitel 7), so dafl die Form

(1, &, dimin)2 = ((¢ — 1) logy ¢, R(q — 1) logy ¢, (1 — R)(¢ — 1) + 1)z
mit dpin/n — 0 resultiert.

Perfekte Codes: Hier spielen die kurzen Golay-Codes asymptotisch keine Rol-
le. Hamming-Codes sind nach Satz 4.10 von der Form

(N, k,dmin)2 = (2" —1,2" —r —1,3),

und somit gilt R — 1 und dp,/n — 0 fiir 7 — oco. Wiederholungscodes sind
nach Satz 3.10 von der Form

(n, k?, dmin)2 = (2n -+ 1, ]_, 2n -+ 1)2
mit R — 0 und dyn/n = 1.

Die niichsten Uberlegungen schliefen an den Beweis des Kanalcodierungstheo-
rems an. Vorausgesetzt wird ein BSC mit der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit p, und
das BMD-Prinzip gemif Definition 3.6, d.h. nur bei weniger als dy,;,/2 Fehlern
erfolgt eine Korrektur. Damit fiir die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, — 0 fiir
n — oo gilt, mufl zumindest die Mehrzahl aller Fehlermuster richtig korrigiert
werden. Da im Mittel die Anzahl der Fehler np, betragt, mufl somit zumindest
npe < dmin/2 gelten. Das ist gleichbedeutend mit p, < dpin/(2n) bzw.

dmin
RHamming =1~ H2 < om

) < 1—H(p)=C.

Da fiir die asymptotischen Schranken sogar R < Rpjias < RHamming gelten muf,
ist R ~ C mit P, — 0 nicht erreichbar. Mit dem BMD-Prinzip kann also die
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Kanalkapazitdt nicht erreicht werden und somit ist BMD wesentlich schlechter
als das BDD- und MLD-Prinzip.

Fazit: Asymptotisch gute Codes miissen in rechentechnisch giinstiger Weise
eine Fehlerkorrektur etwas iiber die halbe Minimaldistanz hinaus ermoglichen
(wenn schon die ideale ML-Decodierung unpraktikabel ist). Diese Codeeigen-
schaft ist bei der Suche nach asymptotisch guten Codes mindestens so bedeut-
sam wie die Maximierung der Minimaldistanz.

Beim Beweis des Kanalcodierungstheorems wurde P, — 0 bei n — oo fiir
den Mittelwert iiber alle zufillig gewéhlten Codes gezeigt. Mit dem né&chsten
Satz wird eine dhnliche Mittelwert-Aussage fiir die Distanzrate formuliert: Bei
den meisten Codes liegt die Distanzrate in der Ndhe der Gilbert-Varshamov-
Schranke bzw. rund die Hélfte aller Codes sind besser als diese Grenze. Nur bei
wenigen Codes treten starke Abweichungen von der Grenze auf, d.h. nur wenige
Codes weisen eine wesentlich bessere oder wesentlich schlechtere Distanzrate auf
(53, 130].

Satz 3.13. Bei zufillig gewdhlten Bindrcodes liegt die Distanzrate duyn/n asym-
ptotisch auf der Gilbert-Varshamov-Schranke, insbesondere gilt fiir den Erwar-
tungswert:

R = 1- H, (lim %) . (3.4.7)

n—0o00 n

Beweis: Es wird gezeigt, dafl die Verteilungsfunktion der Distanzrate fiir n — oo
gegen eine Sprungfunktion konvergiert, wobei fiir die Sprungstelle A genau
Hy(\) = 1 — R gilt. Dazu werden die Codewdrter zuféllig und statistisch un-
abhéngig voneinander gewéhlt, was natiirlich einen nichtlinearen Code impli-
ziert. Fiir 0 < A < 1/2 und a, b € C gilt:

P (dL > )\) - P(dH(a,, b) > An fiir alle b € C\{a})
n

= [] P(du(a,b)>xn)

bec\(a}

=[] Plag Kn(b))
bec\(a}

= [ [1-2"Kw(0)].
bec\(a)

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus P(a € M) = 27"| M| wie in (2.7.6). Mit

An k
n dmin -n -l
=3 (2) — | Ka(b)] folgt P< > A) — |1-27"s,]" . Durch Loga-
=0
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rithmieren ergibt sich daraus

mP(%TEA):@h—nqn@—gﬂ

wzn(pog)”)

Nach Satz A.1 gilt fiir n — oc:

A A
i — on(1-Hz()
5 > i) 2 2V o
2k — 1 1
s, A~ 2n(R—l+n‘ logs Sn) 2n(R—l+H2 ) ]

2n
Damit folgt

. dmin _ _ -2 R<1-H. ()\)
_ on(R—1+Hs(\) 1y _ 2
lim In P < 2 A) =2 In(e™) {—200 R>1- Hz(/\)}

und somit

. Amin - 1 R<1-— HQ(}\)
ﬁﬁp<n ZA)“{o R>1—Hy(\) [° (3-4.8)

Bei R < 1— Hy(A) gilt also fast immer dp,/n > A, wihrend bei R > 1 — Hy()\)
fast immer d,;,/n < A gilt. Folglich ist bei R = 1 — Hy(\) meistens dpyin/n = A
zu erwarten. Einen Beweis fiir lineare Codes enthilt [130]. |
Dieser Satz unterstreicht die Leistungsfédhigkeit von Zufallscodes, obwohl wie
bereits in Abschnitt 2.2 erwéhnt kein konstruktives Verfahren zum FErreichen
der Gilbert-Varshamov-Schranke bekannt ist — zumindest nicht im Binéarfall. Es
gilt sogar eine gewisse Umkehrung [83, 87]: Wenn ein Code nicht mehr echt
zufillig ist, sondern gewisse reguldre Strukturen enthélt (die beispielsweise eine
kompaktere Beschreibung als durch reine Aufzéhlung der Codewérter erlauben),
dann wird die Gilbert-Varshamov-Schranke im Mittel nicht mehr erreicht.

3.5 Gewichtsverteilung

Zwar ist die Minimaldistanz der wichtigste Parameter eines Blockcodes, aber
zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit mufl die gesamte sogenannte Ge-
wichtsverteilung bekannt sein:

Definition 3.7. Die Gewichtsverteilung (weight distribution) eines linearen
(n, k, dwin)q-Blockcodes ist ein Satz von Parametern Ao, ..., A,, wobei A, die
Anzahl der Codewdrter vom Hamminggewicht r bezeichnet. Der Gewichtsvertei-
lung ist in umkehrbar eindeutiger Weise eine Gewichtsfunktion (weight enume-
rator) zugeordnet, wobei Z nur ein formaler Platzhalter ist:

A(Z) = zn:ATZT =Y zvn, (3.5.1)
r=0

acC
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FEine andere oft verwendete Form der Gewichtsfunktion ist

W(X,Y)=Y AX"y =Y xrwnl@ywnle) (3.5.2)
r=0

acC

Berechnungen mit der Gewichtsfunktion erfolgen immer in den ganzen Zah-
len — unabhéngig vom zugrundeliegenden Galoisfeld I, fiir die Info- und Code-
symbole. Die Gleichheiten in (3.5.1) und (3.5.2) sind klar. Fiir den Zusammen-
hang zwischen den beiden Formen der Gewichtsfunktion gilt:

AZ)=W(,Z) , WX,Y)=X"A <§) | (3.5.3)

Es gelten folgende Eigenschaften:

Ag=A0)=1 , A, <(g—1)"
A, =0 fiir 0 <r <dppn

Zn:AT = A(1) = ¢~ (3.5.6)

Bei manchen Codes ist die Gewichtsverteilung symmetrisch, was &quivalent auch
mit der Gewichtsfunktion formuliert werden kann:

A=A, firaller < AZ)=2"-AZ" (3.5.7)
& W(X,Y)=W(Y,X)

Die Gewichtsverteilung kann analytisch geschlossen nur fiir wenige Codes be-
rechnet werden — dazu zdhlen aber die Hamming-Codes und die MDS-Codes.
Aquivalente Codes haben identische Gewichtsverteilungen, da eine Vertauschung
der Codeworter-Komponenten die Gewichte nicht dndert.

Beispiel 3.8. (1) Fiir den (7,4, 3),-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 ergibt sich
Ay = A7 =1 und Az = A, = 7 durch einfaches Abzéahlen. Die Gewichtsvertei-
lung ist symmetrisch mit A(Z) =1+ Z"+7(Z3+ Z*) = Z7- A(Z71).

(2) Fiir den (n, 1, n)s-Wiederholungscode gilt offensichtlich A(Z) =1+ Z".

(3) Betrachte den (n,n — 1,2)y-Parity Check Code: Die 2"~! Infowdrter der
Lénge £k = n — 1 haben eine binomiale Gewichtsverteilung, d.h. es gibt (";1)
Infoworter vom Gewicht r. Beim Anhéngen der Priifstelle werden Infoworter
geraden Gewichts mit einer Null ergénzt (Gewicht bleibt unveréndert) und In-
foworter ungeraden Gewichts werden mit einer Eins ergénzt (Gewicht wird auf
den geraden Wert erhoht). Folglich gilt Ay, = ("_1) + ( ”_1) = (2’"; ) und Ay, =0

2r 2r—1
bzw.

n
( ) r gerade
A = r . (3.5.8)
0 r ungerade
Die Eigenschaft (3.5.6) kann mit (A.2.2) einfach verifiziert werden. |
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Viele Codes weisen in grober Nédherung eine binomiale Gewichtsverteilung
auf [45], d.h. im binéren Fall gilt:

A, ~ 2k (n) . (3.5.9)

Fir A, ist diese Approximation aber normalerweise ungeeignet und auch
(3.5.5) ist nicht erfiillt. Die vorangehenden Beispiele zeigen deutlich den be-
grenzten Nutzen dieser Naherung.

Es wird jetzt wie beim Beweis des Kanalcodierungstheorems ein Zufalls-
code (Random Code) betrachtet, bei dem die Codebits in allen Codewortern
zuféllig und statistisch unabhéngig gewahlt werden, wobei 0 und 1 jeweils mit
50% Wahrscheinlichkeit auftreten. Dann ist das Gewicht eines Codewortes exakt
binomialverteilt geméf (A.3.5) mit € = 0,5. Diese Verteilung besitzen auch die
Fehlermuster eines BSC mit p. = 0,5 geméf (1.3.9). Bei einem wie vorangehend
definierten Zufallscode gilt (3.5.9) fiir die Erwartungswerte der Gewichtsvertei-
lung exakt, d.h.

E(4,) = 2+ <”) (3.5.10)

Allerdings ist dieser Zufallscode nicht linear und Codeworter kénnen sogar iden-
tisch sein. Zufallscodes mit garantiert verschiedenen Codewértern sowie syste-
matische Zufallscodes werden in [104] behandelt. Fiir den Fall linearer Zufallsco-
des wird in Satz 4.5 noch bewiesen, daf§ die Gewichtsverteilung im Mittel exakt
folgende Form hat:

1 r=0
ien | (T n—k
_ <r<np-—
B(4,)={ * 7") (7" )} tsrsn=k L (3.5.11)
gk—n (" n—k<r<n
T

Die Bezichungen (3.5.4) bis (3.5.6) konnen leicht verifiziert werden. Bei linearen
Zufallscodes ist (3.5.9) bzw. (3.5.10) im Mittel iiber alle Codes néherungsweise
erfiillt.

3.6 Wahrscheinlichkeit unerkannter Fehler
bei Fehlererkennungscodes

In diesem Abschnitt werden ausschliefilich Fehlererkennungscodes betrachtet,
wéhrend die beiden folgenden Abschnitte dann die Berechnung der eigentlichen
Fehlerwahrscheinlichkeit behandeln, die sich immer auf Fehlerkorrekturcodes be-
zieht.

Die Wahrscheinlichkeit eines unerkennbaren Fehlermusters kann exakt mit
Hilfe der Gewichtsverteilung berechnet werden. Fiir die Wahrscheinlichkeit eines
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unkorrigierbaren Fehlermusters sind dagegen verschiedene Félle zu unterschei-
den: Eine exakte Berechnung ist nur bei der Decodierung geméafi BMD-Prinzip
moglich. In allen anderen Fiéllen kann die Fehlerwahrscheinlichkeit dagegen nur
abgeschétzt werden, wobei die Gewichtsverteilung des Codes sich nur bei Soft-
Decision auswirkt.

Satz 3.14 (Fehlererkennung). Vorausgesetzt wird ein linearer (n,k, dwmin)q-
Code mit der Gewichtsverteilung Aq, ..., A, < A(Z). Bei Ubertragung iiber
den q-ndren symmetrischen Hard-Decision DMC mit der Symbol-Fehlerwahr-
scheinlichkeit p. kann die Wahrscheinlichkeit P,. (ue = undetected error) eines
unentdeckbaren Fehlermusters exakt berechnet werden:

P = Plecc\(op = 3 A () (-p) (3:6.1)

r=dmin

= (1—p.)" {A ((q_ 1)%1 —pe)) B 1] |

Fiir kleines p. und g = 2 gilt

Pue ~ Z Ar pz - A(pe) —1 (362)
r=dmin
~ Ag, . - plmin, (3.6.3)
Im bindren Fall wird P,. normalerweise maximal bei p, = 1/2 und ist dann

durch die Anzahl der Priifstellen exponentiell begrenzt:

2k —1
Pie < Puclpe=1/2) = —5— < 9~ (n=h), (3.6.4)

Achtung: Es gibt aber auch sogenannte improper Codes mit P,. > 27" bej
Pe <K 1/2. Deshalb wird (3.6.4) auch als triigerische Schranke bezeichnet.

Beweis: (1) Die Gleichheit in (3.6.1) folgt direkt aus

! ((CI— 1)%1 —pe)> B 1+1ZZ;A" (quel)r(l —pe) "

Es ist unwesentlich, ob die Summation bei r = 1 oder r = d,;, beginnt. Die
Formeln (3.6.2) und (3.6.3) fur kleines p, folgen direkt aus (3.6.1). Auch (3.6.4)
ergibt sich direkt aus (3.6.1) mit Hilfe von (3.5.6).

(2) Beweis von (3.6.1): Es sei a, = (a,0,...,0,,_1) mit 0 <v < ¢~ — 1 eine
Aufzéhlung der Codewérter mit ag = 0. Dann gilt:

q"-1

P, = PlecC\{0}) = ) Ple=a,).

v=1
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Offensichtlich bedeutet e = a, folgendes:
an n—wgy(a,) Stellen gilt e; =a,; =0 mit Ple; =0)=1—p,
an wy(a,) Stellen gilt e; = a,; # 0 mit P(e; # 0) = p..

Die Wahrscheinlichkeit, daf e; einen speziellen Wert # 0 annimmt, betréigt
Pe/(q — 1). Somit folgt dhnlich wie bei (3.5.1) und (3.5.2):

gk -1 D wg(ay)
Pu= S (1= pyoned) ()

v=1 q_l

n

S i)

r=1

Hierbei entsprechen v = 0 und r» = 0 beide dem Nullwort. ]
Beispiel 3.9. (1) Fiir den (7,4, 3);-Hamming-Code aus Beispiel 3.8(1) gilt

P = T02(1—p)* + 021 — pe)® + pl = Tp° — 21p* +21p° — 7p8 + .

(2) Fiir den (n, 1, n)s-Wiederholungscode folgt aus der Definition von P,
direkt P,. = P(e =11...1) = pZ. Das gleiche Ergebnis liefert A(Z) =1+ Z™:

P = (1- )" (A( P )—1) ~0-nr gt -

L =pe 1—pe)"

(3) Fiir den (n,n — 1,2)s-Parity Check Code gilt nach (3.5.8):
& (n 2r n—2r
Pu = 3 (5 )

Bei p. = 1/2 gilt P, =~ 1/2 und bei kleinem p, gilt P,. ~ %pg

(4) Als Beispiel fiir einen improper Code wird ein duflerst ungiinstig gewahl-
ter systematischer (2k,k,1)s-Code betrachtet, bei dem alle Priifstellen iden-
tisch Null sind. Somit gilt A, = (¥) fir 0 < r < k und 4, = 0 fiir r > k
bzw. A(Z) = 3, (F)Z" = (Z + 1)* nach (A.2.2). Fiir den BSC mit der Bit-
Fehlerwahrscheinlichkeit p. gilt nach (3.6.1)

RMZO—mW<<Zk-H)—4>=O—MVU—U—MVW

Insbesondere ergeben sich daraus folgende Spezialfélle:

2781 —-27"")~0 bei p.=1/2
Pue — . —1/k’ .
1/4 bei p.=1-2 ~ 0
Also ist die Wahrscheinlichkeit unerkannter Fehler klein bei hoher BSC-
Fehlerrate, aber grof§ bei kleiner BSC-Fehlerrate. Folglich verletzt dieser Code
die Schranke (3.6.4). |
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Erstaunlicherweise sind fiir die so simpel erscheinende Formel (3.6.1) keine
allgemein giiltigen Aussagen ableitbar. Lediglich fiir den Fall p, = 1/2 gilt ge-
nerell das in (3.6.4) angegebene Ergebnis. In [120, 147] und einer Reihe weiterer
Arbeiten wurden einzelne Codeklassen daraufhin untersucht, ob mit kleinerem
pe auch P,. kleiner wird. Normalerweise ist das der Fall — jedoch gibt es auch ei-
nige spezielle Codes wie beispielsweise den (63, 24),-BCH-Code, die tatséchlich
die triigerische Schranke (3.6.4) verletzen. Ublicherweise werden zur Fehlerer-
kennung aber die Abschnitt 5.6 diskutierten CRC-Codes verwendet.

3.7 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Hard-Decision

Bei Hard-Decision wird das Empfangswort y = a + e weiterhin wie in (3.2.1)
interpretiert als Uberlagerung des Sendewortes a mit einem Fehlerwort e. Die
Wabhrscheinlichkeit P,. = P(e # 0) fiir das Auftreten eines Fehlermusters
ungleich Null wurde bereits in (1.3.6) angegeben und die Wahrscheinlichkeit
P, = P(e € C\{0}) fir das Auftreten eines unerkennbaren Fehlermusters
wurde vorangehend in Abschnitt 3.6 berechnet. Bei der Fehlerkorrektur inter-
essiert die Wahrscheinlichkeit P, fiir das Auftreten eines Fehlermusters, das zu
einem nicht korrigierbaren oder falsch korrigierten Empfangswort fiithrt. Dabei
ist natiirlich eine Abhéngigkeit vom verwendeten Decodierprinzip zu erwarten.

Satz 3.15 (Fehlerkorrektur). Vorausgesetzt wird ein linearer (n,k,dmin)q-
Code mit t = |(dwimn — 1)/2] und ML-Decodierung. Bei Ubertragung iiber den
qg-ndaren symmetrischen Hard-Decision DMC mit der Symbol-Fehlerwahrschein-
lichkeit p. gilt fir die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, folgende Abschdtzung:

P, < 1- Zt: (Z) pr(l—po)"" = ézl (Z) pil—p)"™". (3.7

Bei der Decodierung nach dem BMD-Prinzip oder bei perfekten Codes gilt
hier sogar Gleichheit, d.h. P, kann exakt berechnet werden. Fiir die Bit-
Fehlerwahrscheinlichkeit P, gilt allgemein die Abschdtzung

B < Xn: mm{LTT”} (:)p£(1 — p)" (3.7.2)

r=t+1

Fiir kleines p. gelten ndiherungsweise die Abschdtzungen:

dmin
Py S (t_tl)piﬂ , P < min{l, ; }-Pw. (3.7.3)

Beweis: Da das MLD-Prinzip besser als das BMD-Prinzip ist, braucht nur die
Gleichheit fiir BMD bewiesen zu werden. Eine korrekte BM-Decodierung erfolgt



94 3. Lineare Blockcodes

genau dann, wenn maximal ¢ Fehler auftreten:

P, =1 — P(richtige Decodierung)
:1—P(UJH(6) St) = P(wH(e) Zt+1)

=1- ZP(wH(e) =r) = Z P(wy(e) =r).

r=t+1

Die Anzahl der Fehler in einem Wort der Lange n ist nach (1.3.9) binomialver-
teilt:

Plun(e) =) = (7)ot - py

Damit ist (3.7.1) bewiesen, wobei die Gleichheit in (3.7.1) auch direkt aus der
binomischen Formel (A.2.2) folgt. Fiir P, gilt

1
P, = EP(Anzahl Bitfehler pro decodiertem Wort)

1 n
=z Z E(Anz. Bitfehler pro dec. Wort | wy(e) =71) - P(wy(e) =)
r=0

1 n
<o 2; min{k,r + t} P(wn(e) = 7),
denn die Anzahl der Bitfehler pro Wort ist einerseits begrenzt auf die Anzahl k
der Infobits und andererseits begrenzt auf r 4 ¢, denn bei BMD gilt

wH(a'u 6’) S wH(a7y>+wH(y7(i)
i,[p-/ i,t_/

Fiir kleines p. dominiert der erste Summand im rechten Term von (3.7.1). Fiir
Py gilt dabei (r +t)/k = (2t + 1)/k = dpn/k. Fiir groferes p. werden die
Fehlerwahrscheinlichkeiten mit (3.7.3) aber eventuell unterschétzt, so dafl sich
die obere Schranke in eine untere Schranke verwandeln kann. [

Fiir den Beweis des Satzes wurde die ML-Decodierung zur BM-Decodie-
rung verschlechtert. Dabei spielt nur die Minimaldistanz des Codes eine Rol-
le, so dafl in Satz 3.15 die Gewichtsverteilung des Codes nicht auftaucht.
Das Ergebnis (3.7.3) wurde bereits in Abschnitt 1.7 zur Herleitung des asym-
ptotischen Codierungsgewinns bei Hard-Decision benutzt mit dem Ergebnis
Ganara = 10 - log,o(R(t 4+ 1)) dB. Mit (3.7.3) wird auch nochmals die Naherung
(1.7.2) fiir den Zusammenhang zwischen Bit- und Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
begriindet.

Achtung: Schon bei einigermaflen kleinen Werten von p. kann die Differenz
im linken Term von (3.7.1) numerisch kaum ausgewertet werden, so daf in diesem
Fall immer der rechte Term benutzt werden sollte.

Mit den Resultaten aus Satz 3.15 wurden die Bit- und Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeiten in den Bildern 1.10, 1.11, 3.5 sowie die BCH-Kurven in Ab-
schnitt 7.3 berechnet.
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Beispiel 3.10. (1) Der (7,4, 3);-Hamming-Code mit ¢ = 1 ist nach Beispiel
3.6(1) perfekt und somit gilt nach (3.7.1):

7 7 ,
P,=1- (0)192(1 —pe) — (1)pi(1 —pe)® = 1= (1=p)" — Tpe(1 — p.)°
=1—(1—Tpe+21p> —p>...) = Tp(1 — 6p. +p?...)

7
~21p? = 2
2= (O)

Damit wurde die Ndherung (3.7.3) bestétigt. Der asymptotische Codierungsge-
winn betrégt G paa = 10 - log,((4/7 - 2) = 0,6 dB.

(2) Der (n,1,n)s-Wiederholungscode mit n = 2¢ + 1 ist nach Satz 3.10
perfekt und es gilt natiirlich P, = P,. Fiir kleines p. gilt nach dem linken Teil
von (3.7.3) ndherungsweise P, = P, ~ (Qtt:ll)pte“. Die exakte Rechnung nach
(3.7.1) ergibt bei

0,00001 n=1
pe =« 0,0018 n=3
0,010 n=>5

jeweils B, = P, = 107°. Mit einer groferen Blocklinge bzw. einer kleineren
Coderate kann also ein schlechterer Kanal kompensiert werden. Wenn aber der
BSC aus einem bindr quantisierten AWGN entsteht, so erweist sich der Wieder-
holungscode als schlecht: Aus p. = Q(\/2RE,/Ny) ergibt sich ndmlich

9.6 n=1
E 9
Fb: 11,0 n=3 »dB
0 11,3 n=5

als notwendiges Verhéiltnis fiir P, = P, = 1075, d.h. die Codierung verlangt
einen besseren Kanal. Entsprechend erweist sich auch der asymptotische Codie-
rungsgewinn mit G, para = —1,8 dB (n = 3) bzw. —2,2 dB (n = 5) als negativ.
Triviale Codes wie der Wiederholungscode erweisen sich also als wertlos oder
sogar als nachteilig. ]

3.8 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Soft-Decision und im
allgemeinen Fall (Union Bound)

Es wird nun der allgemeine DMC mit bindrem Input (¢ = 2) betrachtet. Die Feh-

lerwahrscheinlichkeit eines ML-decodierten Blockcodes erweist sich nachfolgend

als abhéngig von den:

e Codeeigenschaften, gegeben durch die Gewichtsverteilung (Definition 3.7).

e Kanaleigenschaften, gegeben durch die Bhattacharyya-Schranke « (Definiti-
on 2.4). Rekapitulation der beiden Standardkanile:

— 4pe(1 - pe) BSC
TE e EeNo AWGN (g=2) [



4. Blockcodes in Matrixbeschreibung

Das Prinzip der ML-Decodierung, die informationstheoretischen Grenzen und
die prinzipielle Leistungsfiahigkeit von Blockcodes sowie die Berechnung der Feh-
lerwahrscheinlichkeit bei codierter Ubertragung konnten in den vorangehenden
Kapiteln allein mit der aufzéhlenden Beschreibung eines Blockcodes dargestellt
werden.

Fiir eine verniinftige Definition von Codes grofler Blocklinge und fiir die
rechentechnisch giinstige Verarbeitung in Encoder und Decoder ist jedoch ei-
ne kompakte Beschreibung mit Matrizen erforderlich, die zusammen mit eini-
gen weiteren wichtigen Konzepten wie beispielsweise dem dualen Code und der
Syndrom-Decodierung Thema dieses Kapitels ist.

Wirklich leistungsféhige und praktisch relevante Codierungsverfahren erge-
ben sich allerdings erst durch Aufpréigung einer weiteren Struktur neben der
Linearitédt. Die so entstehenden zyklischen Codes und ihre Beschreibung durch
Polynome werden im néchsten Kapitel dargestellt.

4.1 Generatormatrix

Vorausgesetzt wird ein linearer (n, k),-Code C. Nach Definition 3.3 ist die Co-
demenge C ein Vektorraum mit ¢* Wortern bzw. Vektoren. C kann auch als
Untervektorraum des Vektorraums ;" aller ¢" moglichen Worter aufgefafit wer-
den. Fiir die Grundbegriffe zu Vektorrdumen wird auf Abschnitt A.5 verwiesen.
Insbesondere ist jede Linearkombination von Codewortern wieder ein Codewort,

d.h.
!

a,...,.qy€C, ay,...,.qq€F, — Zaiaiec.
i=1

Die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Worter entspricht der Dimen-
sion des Vektorraums bzw. des Codes und wird als Dim(C) geschrieben. Klar
ist Dim(C) < n und weiter gilt sogar Dim(C) = k, da ein Vektorraum der Di-
mension k iiber F, genau ¢* Worter enthélt. Jede Auswahl von Dim(C) linear
unabhéangigen Wortern bildet eine Basis fiir den Code.

Mit " werden die Worter bzw. Vektoren der Linge n mit Elementen aus
[, bezeichnet. Entsprechend steht Fqk’” fiir die Menge der (k,n)-dimensionalen
Matrizen mit Elementen aus [,.
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Definition 4.1. Fine Matriz G € Fqk’" heifit Generatormatrix fir den linearen
(n,k)q-Code C, wenn gilt:

¢={uG|uch}. (4.1.1)

Die Generatormatriz erzeugt den Code und liefert gleichzeitig eine Encodiervor-
schrift, indem die Codewdrter in folgender Form erzeugt werden:

90,0 gon—1
(a07 ceey an—l) = (Uo, s 7uk’—1) :

9k-1,0 e Jk—1,n—1
= (wogoo +** + Uk-1Gk-1,0, - s UoGon—1 + *** F+ Uk—1Gk—1.n—1)
= u0(g0,0, - -+ > Gon—1) + + Up—1(gk-1,0, - - s Ih—1,0-1)-
Die Zeilen der Generatormatriz sollen linear unabhdngig sein und bilden deshalb

eine Basis fir C mit Dim(C) = k.

Die Zeilen der Generatormatrix sind offensichtlich Codeworter zu den Ein-
heitsvektoren als Infoworter. Jeder von einer Generatormatrix erzeugte Code ist
linear, denn aus a; = u; G folgt:

l l

Zai<u,-G) = <Zz:ll:aiui)-G = u-G.

g
2
8

I

i=1 1=1
u

Der Zeilenrang (Spaltenrang) einer Matrix ist die Anzahl der linear unabhéngi-
gen Zeilen (Spalten) bzw. die Dimension des davon erzeugten Vektorraums.
Zeilenrang und Spaltenrang stimmen iiberein und werden deshalb kurz Rang
genannt. Wegen n > k sind die Spalten der Generatormatrix natiirlich linear
abhingig.

Beispiel 4.1. Betrachte den (7,4);-Hamming-Code mit der aufzihlenden Be-
schreibung von C geméfl Beispiel 1.2. Eine passende Generatormatrix ist

1000 011
0100101
0010110
0001 111

G:

mit dem systematischen Encoder

(ug, w1, ug, uz) — (ug, ut, g, Uz, Uy + Ug + ug, Ug + ug + ug, U + Uy + usz).
Zahlenbeispiel:

(1,1,0,1) — (1,1,0,1,0+1+1,1 40+ 1,1+ 14+ 1) = (1,1,0,1,0,0,1).
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Die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen ist 4, wie aus den ersten
vier Komponenten ersichtlich ist (die restlichen drei Komponenten spielen fiir
die Dimension keine Rolle, sondern nur fiir die Minimaldistanz). Auch die ma-
ximale Anzahl der linear unabhéngigen Spalten ist 4, da die ersten vier Spalten
offensichtlich linear unabhéngig sind und die restlichen drei Spalten Linearkom-
binationen der ersten vier Spalten sind. Die Zeilen der Generatormatrix bilden
eine Basis fiir den Code, d.h. 1000011, 0100101, 0010110, 0001111 sind vier linear
unabhéngige Codeworter. |

Satz 4.1 (Elementare Zeilenoperationen). Es sei G eine Generatormatric
fir den (n,k),-Code C. Dann sind in G die folgenden sogenannten elementaren
Zeilenoperationen erlaubt, ohne dafs sich der Code dadurch dndert:

(1) Vertauschung zweier Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar ungleich Null.
(3) Addition einer mit einem Skalar multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile.

Also erzeugen die vier folgenden Generatormatrizen jeweils den gleichen Code:

[/ g; ag; gi
: : : : (4.1.2)
9; 9i 9j g T agi

Mit diesen elementaren Zeilenoperationen (sowie eventuell zusditzlicher Spalten-
vertauschungen) kann G dberfihrt werden in die sogenannte Zeilennormalform
(Gaufsche Normalform, kanonische Staffelform, row echelon form):

G = (Ek ‘P). (4.1.3)
Dabei ist B, € Fqk’k eine Einheitsmatriz und P € Fqk’"_k.

Die Zeilennormalform entspricht einem systematischen Encoder, der also
immer erreicht werden kann. Falls zum Erreichen der Form (4.1.3) Spaltenver-
tauschungen erforderlich sind, &ndert sich damit die Codemenge und die Codes
sind nicht mehr identisch, sondern nur noch #dquivalent (siehe Definition 1.6).
Die Distanzeigenschaften und die Gewichtsverteilung #dquivalenter Codes sind
aber identisch.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt genau wie in der linearen Algebra fiir re-
elle Zahlen. Wenn G nicht den maximalen Rang k hétte, dann wiirde durch
die elementaren Zeilenoperationen eine Nullzeile entstehen mit der Konsequenz
|C| < ¢"!, was aber der Definition der Encodierung widerspricht.
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Beispiel 4.2. Betrachte wieder den (7,4),-Hamming-Code. Nach den Beispie-
len 4.1 oder 1.2 sind 1111111, 1011010, 0110011, 1110000 jeweils Codeworter.
Wenn diese Codewoérter linear unabhéngig sind (was per Augenschein nicht so-
fort entscheidbar ist), dann bilden diese Worter ebenfalls eine Basis und die
damit gebildete Generatormatrix G; muf} einen identischen Code erzeugen:

1111111
1011010
0110011
1110000

G, =

Durch die elementaren Zeilenoperationen wird nun versucht, G; in G aus Bei-
spiel 4.1 zu tberfithren: Addiere Zeile 1 zu Zeile 2 und zu Zeile 4:

1111111
0100101
0110011
0001111

G, =

Addiere Zeile 2 zu Zeile 1 und zu Zeile 3:

1011010
0100101
0010110
0001111

G; =

Addiere Zeile 3 zu Zeile 1:

1001100
0100101
0010110
0001111

Addiere Zeile 4 zu Zeile 1:

1000011
0100101
0010110
0001111

G; =

Dies ist wieder die originale Generatormatrix aus Beispiel 4.1. ]

Offensichtlich ist die Minimaldistanz kleiner oder gleich dem minimalen
Hamminggewicht aller Zeilen der Generatormatrix, da die Zeilen Codeworter
sind. Das folgende Beispiel zeigt aber, dafl d,,;, auch echt kleiner als das mini-
male Zeilengewicht sein kann:

G = < (1] 1 1 (1) ) erzeugt C = {0000,1110,0111,1001}.
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4.2 Priifmatrix

Ein Code kann nicht nur iiber die Generatormatrix G definiert werden, sondern
auch iiber die nachfolgend erklarte Priifmatrix H . Eine mogliche Priifmatrix und
eine mogliche Generatormatrix kénnen jeweils auseinander hergeleitet werden.
Ferner wird iiber die Priifmatrix in Abschnitt 4.6 das zentrale Konzept des
Syndroms eingefiihrt.

Definition 4.2. Eine Matriz H € Fq"_k’" heifit Priifmatrix (Parity Check Ma-
triz) fir den linearen (n, k),-Code C, wenn gilt:

C:{aGIFq”

aHT = 0}. (4.2.1)

Dabei hat das Nullwort die Linge n — k. Fir die Codeworter a € C gilt also
aH" = 0 und fir alle anderen Worter a ¢ C gilt aH™ # 0. C heifit auch
Nullraum von H bzw. Zeilenraum von G.

Wie die Generatormatrix wird auch die Priifmatrix durch den Code keines-
falls eindeutig bestimmt:

Satz 4.2. Die Prifmatric H hat den maximal mdéglichen Rang n — k und es
sind die elementaren Zeilenoperationen fiir H erlaubt — aber nicht fiir HT !

Beweis in Kurzform: Wenn der Rang von H kleiner als n — k wire, konnte
durch die elementaren Zeilenoperationen eine Nullzeile erzeugt werden, was einer
Nullspalte in H” entspricht. Der Nullraum von H hiitte dann mindestens die
Dimension k + 1 und wére dann grofler als die Dimension & des Codes. Dann
wéire H keine Priifmatrix im Sinne von Definition 4.2, so daf} sich die Annahme
als falsch erweist. Folglich ist n — k der Rang von H. |

Satz 4.3. Der lineare (n, k),-Code C werde erzeugt durch die Generatormatric
G c Fqk’". Dann gilt:

(1) Die Matriz H € IFq"_k’" ist eine Priifmatrix fiir C genau dann, wenn gilt:

H#0 und GH"=0. (4.2.2)

(2) Wenn G = (Ek ) P) eine systematische Generatormatriz mit der Einheits-

matriz By, € Fqk’k und der Matriz P € Fqk’"_k ist, dann wird eine Prifmatrix
gegeben durch

H- ( _p7 ) En_k,>. (4.2.3)

Beweis: (1 “="): H sei Prifmatrix. Klar ist H # 0, denn sonst wiirde H jedes
Wort als Codewort einstufen. Fiir jedes Codewort a = uG gilt:

0=aH" = (uG)H" = u(GH").
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Dies gilt fiir jeden Vektor w und somit muf GH” = 0 sein.
(1 “<”): Sei GH = 0 und sei @ = uG ein Codewort. Dann gilt

aH" = (uG)H" = u(GH") =40 =0

und somit ist H eine Priifmatrix.
(2) Sei G = (Ek ‘ P) und H = (— PT ‘ En_k). Dann gilt

GHT:<Ek)P>-<E_nljk):—Ek-P+P-En_k:0.

Hierbei ist 0 € Iﬁ‘qk’”_k. Nach (1) ist H eine Priifmatrix. |

Beispiel 4.3. (1) Fir den (7,4),-Hamming-Code ist G aus Beispiel 4.1 be-
kannt und H wird geméf (4.2.3) gebildet:

1000011

0111100
G- | 0L00 1ol C H=|[1011010
0010 110 1101 001
0001 111
(2) Fiir den (n, 1)2-Wiederholungscode ergibt sich G direkt und daraus folgt
H:
1 1
1 1
G:<1 11 . 11>,H:
1 1
1 1

(3) Fiir den (n,n — 1)o-Parity Check Code ergibt sich H direkt und daraus
folgt G:

—_ =
—_
—_

1 1
1 1

Mit G wird eine Encodierung bewirkt, bei der das Priifbit vorangestellt ist. Aus
dem Code selbst ist die Encodierung nicht ablesbar (siehe dazu auch Beispiel
1.1). [

Eine einfache Berechnung der Minimaldistanz aus der Generatormatrix ist
wie erwdhnt nicht moglich. Jedoch gilt folgender Zusammenhang, der bereits
beim Beweis der Gilbert-Varshamov-Schranke aus Satz 3.12 angewendet wurde:
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Satz 4.4. Esset H € Fq"_k’" eine Prifmatriz fir den (n, k, dyin),-Code C. Dann
ist die Minimaldistanz dy;, die minimale Anzahl der linear abhdngigen Spalten
in H, d.h.:

Jede Auswahl von dy;, — 1 Spalten ist linear unabhdngig und es gibt minde-
stens eine Auswahl von dy;, linear abhdngigen Spalten.

Beweis: Mit hy, ..., h,_; werden die Spalten von H bezeichnet.

(1) Zu zeigen ist, dafl es keine Auswahl von dp;, — 1 linear abhéngigen
Spalten in H gibt. Gegenannahme: Es gibt eine Auswahl h; ... h; von

dmin—1

dmin — 1 linear abhéngigen Spalten. Somit existiert ein Wort y = (yo, - - -, Yn_1)

dmin—1 n—1
mit wy(y) < dpin — 1 und 0 = Z yi,hi; = Zyyh,, =yH7”. Also ist y ein
j=1 v=0

Codewort, was der Definition der Minimaldistanz widerspricht. Folglich war die
Gegenannahme falsch.
(2) Zu zeigen ist, daBl es eine Auswahl von d;, linear abhidngigen Spalten

in H gibt. Es existiert ein Codewort a = (ag,...,a,_1) mit wy(a) = dyin-
n—1

Wegen 0 = aH T— Zayh,, bestimmen diejenigen d,;, Indizes v mit a, # 0

v=0
eine Auswahl von d,,;, linear abhéngigen Spalten in H. [

Aus diesem Satz ergibt sich iibrigens direkt die Singleton-Schranke aus Satz
3.7: Da die Spalten der Priifmatrix die Lange n — k haben, kann es maximal
n — k linear unabhéngige Spalten geben. Also folgt dyin — 1 < n — k.

Beispiel 4.4. Betrachte die Priifmatrix des (7,4)s-Hamming-Codes aus Bei-
spiel 4.3(1): Keine Spalte ist ein Vielfaches einer anderen Spalte und somit sind
je zwei Spalten linear unabhéingig. Da die erste Spalte die Summe der letzten
beiden Spalten ist, gibt es drei linear abhéngige Spalten in H und somit folgt
dpin = 3. (Der Spaltenrang und der Rang von H ist jedoch 3, da es auch drei
linear unabhéngige Spalten gibt.) |

Mit der systematischen Form der Generatormatrix kann definiert werden,
was sinnvollerweise unter einem linearen Zufallscode zu verstehen ist. Die im
néchsten Satz berechnete mittlere Gewichtsverteilung wurde bereits in Abschnitt
3.5 zitiert und der Gewichtsverteilung allgemeiner Zufallscodes gegeniiberge-
stellt. Der nur an der Standard-Theorie interessierte Leser kann diesen Satz
jedoch folgenlos iibergehen.

Satz 4.5 (Lineare Zufallscodes). In der Matric P € Fy" ™" werden alle
k(n — k) Koeffizienten statistisch unabhdngig voneinander mit gleichmdfliger

Verteilung gewdhlt. Mit der Generatormatric G = <Ek)P> wird ein linearer
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(n, k)o-Zufallscode erzeugt, fir dessen Gewichtsverteilung im Mittel gilt:

1 r=20
ken | (P _ (n—k B
E(A,) = 2 7‘) ( . )] 1<r<n-k
ok—n " n—k<r<n
r

Die mittlere Gewichtsverteilung ist also ndherungsweise binomaial.

Beweis (folgt teilweise einer Idee aus [124]): Mit der binomischen Formel (A.2.2)
kann zunéchst die Eigenschaft (3.5.6) verifiziert werden, die hier von der Form

Z E(A,) = 2" ist. Jede der 2¢("=%) moglichen Matrizen P wird nach Voraus-
r=0

setzung mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 27%("=%) gewshlt. Die Codewdrter
werden in der Form a = uG = (u, uP) geschrieben.
Von den 2% moglichen Infowdrtern fithrt nur das Nullwort zu wg(a) = 0

und somit ist stets Ay = 1. Damit folgt E(A,) = 1.

Die Anzahl aller moglichen Worter vom Gewicht r betragt <n) und die An-
r

—k
zahl aller moglichen Worter (u, p) mit u = 0 vom Gewicht r betrégt (n )
r
Folglich betriagt die Anzahl aller Worter (u, p) mit u # 0 vom Gewicht r genau
(n) - (n —k = B,. Also ist B, die Anzahl aller Worter aus ;" vom Gewicht
-

,
r, bei denen die ersten k& Komponenten nicht identisch Null sind.

Sei nun r > 0: Die Wahrscheinlichkeit, dafl (u, p) mit u # 0 bei zufilliger
Wahl von P ein Codewort ist, betragt

Anzahl der P mit p = uP bei u # 0
Anzahl aller P
9(k—1)(n—k)

_ _ o—(n—k)
T 9k(n—k) = 2 ’

P((u,p)eClu#0)=

denn bei u # 0 ist p = wP ein Gleichungssystem mit n — k& Gleichungen und
k(n —k) Unbekannten, dessen Losungsraum k(n—k) —(n—k) = (k—1)(n—k)-
dimensional ist. Somit ist 2*~D(=k) die Anzahl der P mit p = wP. SchlieBlich
gilt fir r > 0

E(A,) = § P((u,p)€C) = B,-2-nh
(u,p)eR
wH((u,p))zr

und daraus ergibt sich die Formel fiir E(A,.). |
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4.3 Duale Codes und MacWilliams-Identitit

Das Beispiel 4.3(2,3) hat gezeigt, da8 der Wiederholungscode und der Parity
Check Code durch Vertauschung von G und H jeweils ineinander iibergehen.
In Verallgemeinerung dieses Prinzips ergibt sich durch Vertauschung von Gene-

ratormatrix und Priifmatrix aus dem Code C der nachfolgend definierte duale
Code C*:

Definition 4.3. Zum (n, k),-Code C gehire die Generatormatriv G € Fqk’" und
die Prifmatric H € Fq”_k’":

Durch H als Generatormatriz bzw. G als Prifmatriz wird ein (n,n — k),-
Code erzeugt, der als dualer Code C* bezeichnet wird.

Fiir beliebige @ = G € C und b = vH € C* ist das Skalarprodukt Null,
denn es gilt ab” = uGH” v" = w0v” = 0. Diese Orthogonalitiit wird auch als
a_Llb bzw. CLC* geschrieben. Anstelle von dualen Codes kénnte man auch von
zueinander orthogonalen Codes sprechen.

Satz 4.6. Fiir den dualen Code gelten die Darstellungen:
Cct= {b cE’

bla fir alle a € C} (4.3.1)

n—1
- {(bo, e ba) ‘ S " bia; = 0 fir alle (ag, - ., an-1) € c}.
=0

Ferner gilt C*+*+ = C und Dim(C*) = n — Dim(C).

Beweis: Aus Rang(G) = k und Rang(H) = n — k folgt die Aussage zur Dimen-
sion. Nach Definition des dualen Codes ist C+*+ = C klar.

Die rechts stehende Menge in (4.3.1) wird mit C’' bezeichnet. Da b € C*
zu allen a € C orthogonal ist, folgt b € C’ bzw. C+ C C’. Sei nun umgekehrt
b € C', d.h. b ist orthogonal zu allen @ = uG € C: Dann gilt offensichtlich
0= ba” = bGT w7 fiir alle w und somit folgt bGT = 0. Da G Priifmatrix fiir
C* ist, folgt also b € C*+ bzw. C' C C*. Insgesamt gilt also C*+ = C'. [

Beispiel 4.5. (1) Aufgrund von Beispiel 4.3(2,3) sind der (n,1);-Wiederho-
lungscode und der (n,n — 1)o-Parity Check Code dual zueinander.

(2) Dual zum (7,4),-Hamming-Code C ist der durch H aus Beispiel 4.3(1)
generierte (7, 3)2-Code

¢t = {0000 000, 0111 100,
1101 001, 1010 101,
1011 010, 1100 110,
0110 011, 0001 111 }.

Offensichtlich sind die 16 Worter aus C und die 8 Wérter aus Ct jeweils ortho-
gonal zueinander. ]
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Satz 4.7. Der duale Code zu einem MDS-Code ist wieder ein MDS-Code und
es gilt duyin + dibyy = n+ 2.

Beweis: Sei C ein (n, k, dmin = n — k + 1),-MDS-Code mit der Generatormatrix
G. Nach Satz 3.8 ist durch jede Auswahl von k£ Codesymbolen das Codewort
eindeutig bestimmt. Somit ist jede Auswahl von k£ Spalten aus G linear un-
abhingig. Da G Priifmatrix fiir den dualen (n,n — k,d%, . ),-Code C* ist, folgt
di. > k+1. Die Anwendung der Singleton-Schranke aus Satz 3.7 auf C* ergibt

di, <n—(n—k)+1=k+ 1. Insgesamt folgt also di;, = k + 1 und damit ist

C+ ein MDS-Code. |

Oftmals ist die Gewichtsverteilung eines Codes schwierig zu berechnen,
wéahrend die Gewichtsverteilung des dualen Codes einfach zu berechnen ist. Bei-
de Gewichtsverteilungen héangen wie folgt zusammen:

Satz 4.8 (MacWilliams-Identitéit). Es sei A(Z) die Gewichtsfunktion des
(n,k),-Codes C und A*+(Z) die Gewichtsfunktion des dualen (n,n — k),-Codes
C*. Dann gilt

A7) = q_k<1 4 (g — 1)2)"-A <ﬁ) (4.3.2)
bzw. in der Formulierung mit der Gewichtsfunktion W :
WHX,)Y) = ¢ WX+ (¢g—1)Y, X —Y). (4.3.3)
Speziell fiir ¢ = 2 vereinfacht sich das zu:
Ar(Z)y =271+ 2)"- A (i) : (4.3.4)
1+Z7
WHX,)Y)=2"" WX +Y,X -Y). (4.3.5)
Umgekehrt gilt natiirlich:
A(Z)=2""R (1 4 Z)m . AL (i) : (4.3.6)
14+ Z
WX, Y)=2"C"m. WX +v,X-Y). (4.3.7)

Fiir den einigermafien aufwendigen Beweis siehe beispielsweise [12, 44, 53, 54,
62, 71, 115]. Die A-Formulierung und die W-Formulierung kénnen sehr einfach
auseinander abgeleitet werden. Entsprechend Ct+ = C gilt:
WH(X,Y) = ¢ P . wh(x 1)V, XY
(X,Y) = ¢ WHX + (¢ 1Y, )
=X’ =Y’
=q " WX+ (- DY X YY)
=" WX+ ()Y +(-1)X-Y), X+(¢-1)Y - (X-Y))
=q " W(gX,qY)
=W(X,Y).
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Beispiel 4.6. MacWilliams-Identitédt fiir den (n, 1),-Wiederholungscode C und
den dazu dualen (n,n — 1),-Parity Check Code C*: Der Wiederholungscode hat
die Gewichtsfunktion A(Z) = 1+ Z™ und daraus folgt fiir den Parity Check

Code:
1+ 2) (1 + (;—g)n)

«1+ZW+%1—ZW>

N (:)Z*+§—ZY

.S (Z) 7

r gerade

A+ (Z) =

[\]

Dieses Ergebnis ist bereits aus Beispiel 3.8(3) bekannt. |

Definition 4.4. Der (n, k),-Code C heifit im Fall C C C* selbstorthogonal und
im Fall C = C* selbstdual.

Aufgrund der Dimensionen setzt ein selbstorthogonaler Code £ < n — k
bzw. eine Coderate R < 1/2 voraus und ein selbstdualer Code setzt 2k = n
bzw. R = 1/2 voraus. Bei einem selbstorthogonalen Code sind die Codeworter
untereinander orthogonal:

Satz 4.9. C sei ein (n,k),-Code mit einer Generatormatric G in beliebiger
Form. Dann gilt:

C ist selbstorthogonal <= GGT = 0.
Fir G = <Ek ’ P) i systematischer Form und 2k = n gilt:

C ist selbstdual <= PPT = —E,.

Beweis: “Selbstorthogonal =": Fiir die Zeilenvektoren g; von G gilt natiirlich
g; € C C C*. Da G Priifmatrix fiir C* ist, mul g;GT = 0 gelten. Somit folgt
auch GG" =0

“Selbstorthogonal <”: Zwei Codeworter @ = uG und b = vG aus C sind
wegen ab’ = uGGTv" = 0 orthogonal zueinander. Also ist @ € C orthogonal
zu C und somit folgt @ € C*+ bzw. C C C*.

“Selbstdual”: Wegen GG" = <Ek ’ P) : ( g’fp
genschaft PPT = — E, dquivalent mit der Selbstorthogonalitiit. Ein selbstdua-
ler Code ist trivialerweise selbstorthogonal. Ein selbstorthogonaler Code erfiillt
C C Ctund bei k = n — k gilt |C| = |C*| und somit folgt C = C* bzw. die
Selbstdualitit. |

Weitere Eigenschaften selbstorthogonaler Codes werden in [54, 62] behan-
delt. Selbstduale Codes werden ausfiihrlich in [115] erortert.

):m+mﬂmmﬂm
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(1)(1) (1)(1) ) = H erzeugt den
selbstdualen Code C = {0000, 1010,0101, 1111} und man verifiziert GG* = 0
bzw. PPT = —E,.

(2) Betrachte den (5,2)2-Code C mit

10 100
G:(é?égg) . H=[00010
01001

Beispiel 4.7. (1) Der (4,2),-Code mit G = (

Damit werden die Codes

C = {00000, 10100, 01001, 11101},
C*+ =Cu{00010,01011,10110,11111}

erzeugt. Wegen C C C' ist C selbstorthogonal, aber C* ist natiirlich nicht

selbstorthogonal. [ ]

4.4 Hamming-Codes und Simplex-Codes

Bisher wurde nur der (7,4);-Hamming-Code behandelt. Die Hamming-Codes
bilden jedoch eine ganze Klasse von 1-Fehler-korrigierenden bzw. 2-Fehler-
erkennenden Codes mit einer gegen 1 konvergierenden Coderate:

Satz 4.10. Ein (n,k,dnm), = (n,n — 1, 3),-Hamming-Code der Ordnung r ist
durch

1
n = :1+q+q2+~-~+qr_1 (4.4.1)

definiert. Hamming-Codes existieren fiir alle Ordnungen und sind perfekt. Bis
auf Permutationen (d.h. Spaltenvertauschungen bzw. Aquivalenzen ) ist der Code
eindeutig bestimmt. Nur fiir r = 2 liegt ein MDS-Code vor.
Speziell fiir ¢ = 2 liegt ein (2" — 1,2" — r — 1,3)3-Code vor, Beispiele sind
also
(3,1), (7,4), (15,11), (31,26), (63,57), ...

In diesem Fall enthdlt die Prifmatriz als Spalten die 2" — 1 wverschiedenen
Bindrworter der Léinge r (abgesehen vom Nullwort).

Fiir die Gewichtsfunktion gemafl Definition 3.7 gilt im bindren Fall mit Rech-
nung wn den rationalen Zahlen:

AZ) = — [+ 27 4nl+ 20D 202 (14

= Jlr 1 [(1 +Z)"+n(l-2)1- Z2)<n—1>/2],
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Beweis: Zunéchst ist n ganzzahlig. Die Existenz entsprechender Priifmatrizen
ist klar. Da die Spalten (bei ¢ = 2) den Dualzahlen entsprechen, ist keine Spalte
ein Vielfaches einer anderen Spalte. Die Spalte 1100...0 ist die Summe von
1000...0 und 0100...0 und somit gibt es drei linear abhéngige Spalten. Nach
Satz 4.4 folgt dpim = 3.

Fiir einen MDS-Code mufl 3 = dypyw = n— k+ 1 = r + 1 gelten, was

nur bei r = 2 erfiillt sein kann. Fiir einen perfekten Code mufl allgemein
t

Z (n) (g—1)" = ¢" % gelten und fiir t = 1 und n—k = r reduziert sich das auf
i

=0

1+n(q—1) = ¢" und genau so ist n definiert. Die Gewichtsformel kann rekursiv

abgeleitet werden [71] oder aus dem nachfolgend definierten Simplex-Code iiber

die MacWilliams-Identitdat berechnet werden. Offensichtlich gilt A(0) = 1 und

A1) =2"/(n+1)=2""T" =2k |

Beispiel 4.8. (1) Die Priifmatrix des (7,4, 3)s-Hamming-Codes der Ordnung
r = 3 aus Beispiel 4.3(1) ist entsprechend Satz 4.10 konstruiert. Fiir die Ge-
wichtsfunktion folgt aus (4.4.2) mit etwas Rechnung das wohlbekannte Ergebnis

1
AZ) = g0+ 2)+ 70+ 2)° (1= 2)'] = 1+72°+ 72" + 7.
(2) Fiir den (15,11, 3);-Hamming-Code der Ordnung r» = 4 kann H wie

folgt gewahlt werden:

00001111111 1000
01110001111 0100
10110110011 0010
11011010101 0001

H:

Es gibt genau 15 Binérspalten der Léange 4, wenn von der Nullspalte abgesehen
wird. Die vier Einheitsvektoren sind rechts zur Einheitsmatrix zusammengefaf3t
und die restlichen 11 Spalten sind als Dualzahlen geordnet. ]

Definition 4.5. Der zu einem bindren (2" —1,2" —r — 1, 3)s-Hamming-Code C
duale Code C*+ von der Form (2" —1,7,2"~1)y wird als Simplex-Code bezeichnet.

Die Generatormatrix des Simplex-Codes ist die Priifmatrix des Hamming-
Codes und besteht somit nach Satz 4.10 aus den spaltenweise angeordneten
Dualzahlen. Jede Zeile und auch jedes Codewort (abgesehen vom Nullwort) hat
dann das Gewicht 2"~!, wie man sich per Induktionsschluf} leicht iiberlegen kann.
Folglich gilt dy, = 2771 sowie

AYNZY =14 (2" =127 =14+ nZ20t02, (4.4.3)

Da die Differenz zweier Codeworter wieder ein Codewort ist, betridgt der Ham-
mingabstand zwischen allen Codewtrterpaaren jeweils konstant 2"~!. Ein solches
Gebilde wird in der Geometrie als Simplex bezeichnet.
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Aus der Gewichtsverteilung (4.4.3) des (n,n — k)-Simplex-Codes ergibt sich
die Gewichtsverteilung (4.4.2) des dualen (n, k)-Hamming-Codes unter Beach-
tung von n — k = r und 2" = n + 1 wie folgt:

1-7
— 9—(n—k) n AL
A(Z) =279 (1 4 Z)"A (—1 - Z)

1-7 (n+1)/2
]_ -
n <1+Z)

[(1 +Z)" 4 n(l+ Z)02(1 - Z)<"+1>/2] .

=2""(1+2)"

n—+1

Offensichtlich gilt fiir den niederratigen Simplex-Code Gleichheit in der Plotkin-
Schranke, wéhrend fiir den hochratigen Hamming-Code Gleichheit in der
Hamming-Schranke gilt. Fiir die Simplex-Codes gilt asymptotisch k/n — 0 und
Ayin/m — 1/2 fiir r — 0.

4.5 Einfache Modifikationen linearer Codes

Von geringer theoretischer aber grofler praktischer Bedeutung sind folgende Mo-
difikationen, die zu Codes mit geéinderten Parametern fiithren:

Definition 4.6. Ein (n,k,dmin),-Code kann wie folgt zu einem (', k', d,;,)q-
Code verdndert werden:

(1) Beim Expandieren (extending) werden zusdtzliche Priifbits angehdngt:
n>n, K=k R<R, d, >dnn-

(2) Beim Punktieren (puncturing) werden Prifbits unterdriickt:
n<n, K=k R>R, d, <dun-

(8) Beim Verlédngern (lengthening) werden zusditzliche Infobits angehingt:
n>n, K>k n—-K=n—-k R >R, d_, <dun-

(4) Beim Verkiirzen (shortening) werden Infobits unterdriickt:
n<n, K<k n—-K=n—-k R <R, d,, > dun-
Offensichtlich sind die Modifikationen 1 und 2 sowie 3 und 4 jeweils invers

zueinander. Eine einmal anwendbare Methode zur Expandierung beschreibt der

folgende Satz:

Satz 4.11. Jeder bindre (n, k, dyin)2-Code mit ungerader Minimaldistanz dym,
kann expandiert werden zu einem (n + 1, k, dpi, + 1)2-Code.
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Beweis: Sei ein beliebiges Codewort gegeben. Wenn das Hamminggewicht ge-
rade ist, wird eine 0 und im anderen Fall wird eine 1 als Priifbit angeh&ngt.
Der expandierte Code enthélt dann nur Codewdrter geraden Gewichts, so dafl
natiirlich d, ;, = dmin + 1 gilt. Dabei bleibt die Linearitit erhalten. [

Jeder (2" —1,2"—r—1, 3)s-Hamming-Code kann zu einem (2",2" —r—1,4),-
Code expandiert werden, so dafl neben der Korrektur eines Fehlers noch ein

weiterer Fehler erkennbar ist. Die Gewichtsfunktion lautet mit n = 2" (siehe
Aufgabe 4.11):

A(Z) = % (4 2y + -2y 2 -1 - 227, (4.5.1)

Zur Matrixbeschreibung der Expandierung sei G € IFQk’" die Generator-

matrix und H € B ®" die Priifmatrix des (n, k)s-Codes. Zum expandierten

(n + 1,k)y-Code gehort die Generatormatrix G' € F"™ und die Priifmatrix

H' ¢ F2"+1_k’"+1. Es seien s; = gio+ -+ gin-1 € B (0 < i < k—1) die
Zeilensummen von G. Der expandierte Code wird erzeugt durch:

S0

G' = G : : (4.5.2)

Sk—1

Fiir die Einheitsvektoren als Infoworter wird damit direkt die Konstruktion aus
dem Beweis von Satz 4.11 nachvollzogen. Wegen der Linearitét gilt diese Kon-
struktion auch fiir alle anderen Codewdrter. Die Priifmatrix kann so hergeleitet
werden: Die ersten n — k Priifbedingungen bleiben unverédndert bestehen. Hinzu
kommt die Bedingung, daf§ die Summe iiber alle Codebits Null sein soll. Somit
folgt:

H = H ar (4.5.3)

Beispiel 4.9. Expandierung des (7,4, 3)>-Hamming-Codes zum (8, 4, 4)o-Code:

10000111 0111100]0
, | 01001011 , | 1011010]0
“=1lootot1ol1 | ~ H=| 11010010
00011110 1111111 1

Es gilt G’H'" = 0. Das minimale Zeilengewicht in G’ ist 4. Jeweils drei Spalten
in H' sind linear unabhéngig. Die Summe der ersten drei Spalten in H' ergibt
die letzte Spalte und somit gilt d] ;. = 4. Der expandierte Hamming-Code ist
nur fiir r = 3 selbstdual. |
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4.6 Nebenklassen-Zerlegung

Die Nebenklassen-Zerlegung im Raum F," der méglichen Empfangsworter ist die
Grundlage fiir die im néchsten Abschnitt dargestellten Decodierverfahren.

Definition 4.7. Vorausgesetzt wird ein (n, k),-Code C mit der Prifmatrizc H €
Fq”_k’". Zum Empfangswort y wird das Syndrom wie folgt definiert:

s=yH". (4.6.1)

Das Syndrom hat also die Ldange n — k. Fir die Darstellung y = a + e mit
einem Codewort a und einem Fehlerwort e gilt:

s=(a+eH' =aH" + eH" = eH". (4.6.2)

Das Syndrom eines Wortes ist genau dann das Nullwort, wenn das Wort
ein Codewort ist. Das Syndrom des Empfangswortes ist also unabhingig vom
gesendeten Codewort und nur abhéngig vom iiberlagerten Fehlermuster. Es gibt
q" — ¢* verschiedene Fehlermuster, die keine Codewdrter sind, und es gibt ¢"=*
verschiedene Syndrome. Folglich ist ein Fehlermuster durch sein Syndrom nicht
eindeutig gekennzeichnet.

Die Syndrome werden als s, durchnumeriert mit 0 < p < ¢ % — 1 und
der Festlegung sy = 0. Fiir jedes Syndrom wird die Menge der Fehlermuster
definiert, die zu diesem Syndrom fiihren:

M,={echF'|eH" =s,}. (4.6.3)

Da alle Codeworter das Syndrom Null haben, gilt My = C und alle anderen
M, enthalten kein Codewort. Ferner sind die Mengen alle disjunkt, denn ein
Fehlermuster kann nicht verschiedene Syndrome haben. Es sei e, e’ € M,,. Aus
eH" = ¢ H” folgt (¢/ —e)H” = ¢’ H" — eH" = 0. Also ist die Differenz von
zwei Wortern aus M, stets ein Codewort. Fiir ein beliebiges e € M, gilt also:

e+C={e+alacC}=M, (4.6.4)

Die Menge M, kann also dargestellt werden als Summe eines beliebigen Ele-
mentes aus M, und der Codemenge. Folglich hat jede Menge M,, die gleiche
Méchtigkeit:

q"  Anzahl aller Worter
q"~%  Anzahl der Syndrome’

M| =C|=¢"= (4.6.5)

Die ¢"* Mengen M, bilden eine eindeutige disjunkte Zerlegung von "

n—k_l

q
Fr= |H M, (4.6.6)
n=0
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Definition 4.8. Die Mengen M, heiffen Nebenklassen (cosets) und die Zer-
legung (4.6.6) heifft Nebenklassen-Zerlegung (standard array). Jedes e € M,
kann als Anfithrer (coset leader) in der Darstellung M, = e + C dienen.

In Abschnitt A.4 wird das Prinzip der Nebenklassen-Zerlegung ohne Bezug
auf den Begriff des Syndroms abstrakt erklért. Die Gruppe G entspricht jetzt F
und die Untergruppe U entspricht C. Zwei Worter y, y’ stehen in Aquivalenz-
relation zueinander, wenn ihre Syndrome gleich sind bzw. wenn ihre Differenz
y — y’ ein Codewort ist. Fiir alle y € M, ist [y] = M, = y + C die zugehorige
Aquivalenzklasse bzw. Nebenklasse.

In jeder Menge M,, wird nun ein Anfiihrer e, minimalen Hamminggewichts
festgelegt:

M,=e€,+C mit wr(e,) <wy(e) fir alle e € M,,. (4.6.7)

Diese Anfiithrer minimalen Gewichts sind nicht notwendigerweise eindeutig be-
stimmt. Jedoch ist in My = C natiirlich ey = 0 eindeutig.

Beispiel 4.10. Betrachte den (5,2),-Code C = {00000,10110,01011,11101}

mit

10100
G:((l)(l](l]i(l)) , H=1 11010
01001
Daraus ergibt sich die Nebenklassen-Zerlegung in eindeutiger Weise wie folgt:
e, M s,

I
00000 | 00000 10110 01011 11101 | 000
00001 | 00001 10111 01010 11100 | 001
00010 | 00010 10100 01001 11111 | 010
00100 | 00100 10010 01111 11001 | 100
01000 | 01000 11110 00011 10101 | 011
10000 | 10000 00110 11011 01101 | 110
11000 | 11000 01110 10011 00101 | 101
01100 | 01100 11010 00111 10001 | 111

M, ist der Code. In My, My, My, M3, My, M5 sind die Anfiihrer e, minimalen
Gewichts jeweils eindeutig bestimmt. In Mg und M7 gibt es jeweils zwei Worter
mit minimalem Gewicht, so dafl hier die Anfiihrer willkiirlich festgelegt werden
miissen. Beispielsweise gilt

N O Ut W N RO

01100 4+ C = {01100, 11010,00111, 10001}
= {10001,00111,11010,01100} = 10001 + C.

Es ist leicht nachvollziehbar, dafl zu allen Fehlermustern aus M, das Syndrom
s, gehort und daB M, = e, + C gilt. Fiir dieses Beispiel wird noch dyin = 3,
t=1und L; =1+ n = 6 (zur Erkldrung siche Satz 4.13) vermerkt. |
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4.7 Syndrom-Decodierung

Es wird hier nur die Hard-Decision Decodierung betrachtet, d.h. zum Empfangs-
wort ist das Codewort mit minimalem Hammingabstand gesucht. Ein einfaches
Durchprobieren aller Codeworter funktioniert nur im Prinzip, aber nicht in der
Praxis, da der Aufwand dafiir viel zu grof ist. Die Syndrom-Decodierung hat al-
lerdings auch keine grofie praktische Bedeutung, da die Realisierung bei méchti-
gen Codes immer noch viel zu aufwendig ist. Es gibt noch weitere Verfahren
wie die Majoritéts- und die Schwellwert-Decodierung, die hier aber nicht behan-
delt werden. Wirklich leistungsfédhige Decodierverfahren ergeben sich erst bei
zyklischen Codes.

Satz 4.12. Vorausgesetzt wird ein (n, k),-Code mit den Anfihrern e, minima-
len Gewichts in der Nebenklassen-Zerlequng. Mit dem folgenden Verfahren wird
der Maximum-Likelihood-Decoder realisiert:

Wenn das Empfangswort y in einer Nebenklasse M, mit dem Anfiihrer e,
liegt, dann wird als Schitzung fiir das gesendete Codewort & = y — e, gewdbhlt.

Beweis: Wenn y in M, liegt, so existiert eine Darstellung y = e,+a’ mit a’ € C.
Somit folgt & = y — e, = a’ und damit ist @ = a’ als Codewort nachgewiesen.
Sei nun b ein beliebiges Codewort. Zu zeigen ist dy(y, d) < dy(y, b):
Wegen @, b € C folgt @ — b € C und somit e, + (@ —b) € M,,. Da e, minimales
Gewicht in M, hat, gilt folglich wy(e,) < wy(e, + 4 —b). Mit e, =y — a

folgt:

A

du(y,d) =wn(y — &) <wy(y — b) =du(y,b).

Also hat @ von y einen Abstand kleiner oder gleich als jedes andere Codewort
und somit wird die ML-Regel realisiert. |

Die sogenannte Nebenklassen-Decodierung kann wie folgt ablaufen: In der
Nebenklassen-Zerlegung wird y gesucht und damit ist u und weiter e, bekannt.
Dann ist @ = y — e, die ML-Schitzung.

Als sogenannte Syndrom-Decodierung wird das Verfahren rechnerisch ver-
einfacht: Es wird eine Tabelle mit ¢"~* Eintragungen (s, e,) angelegt. Zum
Empfangswort y wird das Syndrom s = yH” berechnet und in der Tabelle
wird s, mit s = s, gesucht. Eine weitere Vereinfachung wird mit folgendem
Beispiel erklért:

Beispiel 4.11. (Fortsetzung von Beispiel 4.10) Nachfolgend sind zwei Tabellen
angegeben, aus denen e, zu s, abgelesen werden kann. Die linke Tabelle ist
lediglich ein Ausschnitt aus der Tabelle von Beispiel 4.10, wiahrend die rechte
Tabelle eine Umordnung der linken Tabelle ist:
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| Su e, v| s, e,
0 | 000 | 00000 0 | 000 | 00000
11001 | 00001 1| 001 | 00001
2| 010 | 00010 2 1 010 | 00010
3 | 100 | 00100 31011 | 01000
4 | 011 | 01000 4 | 100 | 00100
5| 110 | 10000 51101 | 11000
6 | 101 | 11000 6 | 110 | 10000
71111 | 01100 71111 | 01100

In der rechten Tabelle sind die Syndrome als Dualzahlen durchnumeriert, so
daBl die Syndrome direkt als Adresse fiir einen Speicher verwendbar sind, der
lediglich die Anfiihrer e, enthélt. Damit entféllt die Suche nach s = s,. |

Bei groflen Blockldngen ist diese Methode aber weiterhin praktisch vollig
ungeeignet: Schon bei einem noch relativ simplen (511, 259, 61),-BCH-Code sind
insgesamt 251172% ~ 1070 Fehlermuster der Linge 511 abzuspeichern.

Die moglichen Mehrdeutigkeiten bei der Wahl der Anfiihrer in den Ne-
benklassen korrespondieren mit der moglichen Mehrdeutigkeit bei der ML-
Decodierung. Bei der BM-Decodierung entfallen diese Mehrdeutigkeiten, da der
Decoder nur bei maximal ¢ Fehlern richtig arbeiten muf3:

Satz 4.13. Bei einem (n, k, duin)q-Code mit 2t +1 < dyy;, werden bei der Deco-
dierung nach dem BMD-Prinzip bekanntlich alle Fehlermuster bis zum Gewicht
t korrigiert und die Anzahl dieser Fehlermuster betrigt

L = ‘Kt(O)‘ - Zt: (:) (q—1)". (4.7.1)

r=0

Es gibt nun unter den ¢"~* Nebenklassen mindestens L; Nebenklassen, in de-
nen der Anfiihrer minimalen Hamminggewichts eindeutig bestimmt ist. Diese L,
Anfiihrer sind genau die Worter vom Gewicht < t.

Beweis: Nach der Hamming-Schranke gilt L, < ¢"*. Zu zeigen ist, da die
Worter vom Gewicht <t jeweils verschiedene Nebenklassen erzeugen.

Dazu seien e # e’ mit wy(e),wy(e’) < t beliebig vorgegeben. Wenn nun
die beiden zugehorigen Nebenklassen nicht disjunkt wéren, so gébe es ein y mit
y=e+a=¢€+a mit a,a’ € C. Da jedoch die Differenz a —a’ = e’ — e # 0
ein Codewort ist, folgt:

dpin < wg(a —a') =wy(e —e) <wg(e) +wy(e) <t+1t < dyn.

Dies ist ein Widerspruch und somit sind die beiden Nebenklassen disjunkt. W
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Die zyklischen Codes entstehen als Teilmenge der linearen Codes, indem der Co-
demenge neben der Linearitdt noch eine zusétzliche Struktur aufgepréigt wird.
Damit konnen sehr leistungsfihige und komplizierte Codes mit guten Distan-
zeigenschaften konstruiert und kompakt beschrieben werden. Die Encodierung
und die Berechnung des Syndroms erfolgen einfach mit riickgekoppelten Schie-
beregistern. Die Decodierung vereinfacht sich so stark, daf§ praktisch fast nur
zyklische Codes verwendet werden.

Die Beschreibung zyklischer Codes erfolgt vorzugsweise mit Polynomen, wo-
bei dhnlich wie bei der Matrixbeschreibung sowohl ein Generatorpolynom wie
ein Priifpolynom existieren. Bekannte mathematische Satze wie das Divisions-
theorem und der Euklidische Algorithmus sowie die Eigenschaften des Poly-
nomzerfalls in irreduzible Faktoren vereinfachen die Analyse und Konstruktion
zyklischer Codes ganz wesentlich.

In diesem Kapitel werden neben dem gedéchtnislosen DMC mit Einzelfeh-
lern auch Kanile mit Biindelfehlern betrachtet, bei denen sich zyklische Codes
ebenfalls als sehr gut geeignet erweisen. Die RS- und BCH-Codes als die lei-
stungsfihigsten Klassen der zyklischen Codes sind durch eine weitere Struktur
gepragt und werden erst in den beiden folgenden Kapiteln eingefiihrt.

5.1 Definition zyklischer Codes
und Polynombeschreibung

Definition 5.1. Fin linearer (n, k),-Blockcode C heifst zyklisch, wenn jede zy-
klische Verschiebung eines Codewortes wieder ein Codewort ist, d.h.

(a0a"'>an—2>an—l) eC — (an—laCLO?"'aan—Q) eC. (511)

Durch mehrfache zyklische Verschiebung ergibt sich:

(n—2,An-1,00, ..., An_1,an_3) €EC
(%-3, Ap—2,Ap 1,00, « - an—4) eC
(a1,...,Qn_3,0n_2,0n_1,0a9) € C.

Es ist also unbedeutend, ob in der Definition die Verschiebung nach rechts oder
links gefordert wird.
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Beispiel 5.1. Betrachte den (7,4),-Hamming-Code aus den Beispielen 1.2 und
4.1 mit der systematischen Generatormatrix

1000011
0100 101
0010110
0001 111

G:

Offensichtlich ist dieser Code nicht zyklisch, denn 0001111 ist ein Codewort, aber
die zyklische Verschiebung 1111000 ist kein Codewort. Mit einer Vertauschung
von Spalten ergibt sich ein dquivalenter Code mit Go:

1101000 1101000
0110100 0110100
G2 = 0011010 o Gs= 0011010
0111001 0001101

Durch die elementaren Zeilenoperationen (addiere Zeile 2 zu Zeile 4) ergibt sich
ein identischer Code mit Gj. Dieser Code ist zyklisch, wie schnell einsehbar ist:
Zunéchst gehen die Zeilen der Generatormatrix durch zyklische Verschiebungen
auseinander hervor. Die Verschiebung der letzten Zeile ergibt 1000110 und dies
ist ein Codewort zum Infowort 1110. Mit Gj3 ergibt sich folgender Encoder:

U a
0000 | 0000000
1011 | 1111111
1000 | 1101000
0100 | 0110100
0010 | 0011010
0001 | 0001101
1110 | 1000110
0111 | 0100011
1101 | 1010001
1010 | 1110010
0101 | 0111001
1100 | 1011100
0110 | 0101110
0011 | 0010111
1111 | 1001011
1001 | 1100101

Das Nullwort und das Einswort verdndern sich nicht bei zyklischer Verschiebung.
Die folgenden 7 Worter gehen durch zyklische Verschiebung ineinander iiber,
wobei natiirlich das Hamminggewicht 3 immer konstant bleibt. Das gleiche gilt
fiir die letzten 7 Worter vom Hamminggewicht 4. ]

Trivialerweise bleibt ein Code zyklisch, wenn die elementaren Zeilenopera-
tionen angewendet werden, da der Code identisch bleibt. Beim Ubergang zu
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aquivalenten Codes mit Spaltenvertauschungen bleibt die Eigenschaft zyklisch
nicht notwendigerweise erhalten. Auch bei den einfachen Modifikationen geméf3
Abschnitt 4.5 kénnen zyklische Codes zu nicht-zyklischen Codes werden. Ins-
besondere bei der Kiirzung zyklischer Codes kann das jedoch durch einfache
MaBnahmen aufgefangen werden (siehe dazu beispielsweise Satz 5.17).

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, daf alle zyklischen Codes eine Genera-
tormatrix mit Bandstruktur besitzen. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie das

Beispiel
11010
G_(01101)

mit C = {00000, 11010,01101, 10111} zeigt. Aus der Generatormatrix ist nicht
direkt ablesbar, ob der Code zyklisch ist.

Zur Beschreibung zyklischer Codes sind Generatormatrizen wenig geeignet,
weil Bandmatrizen nur umsténdlich zu handhaben sind und weil das vorange-
hende Beispiel schon andeutet, dafl allein schon eine Zeile der Generatormatrix
charakterisierend fiir den Code ist. Generell werden zyklische Codes nicht mit
Vektoren und Matrizen, sondern mit Polynomen beschrieben:

Definition 5.2. Fin Vektor wird mit einem Polynom wie folgt identifiziert:

a = (ao,...,an_l) S Fqn
!
n—1
a(z) = Zaixi € F[z]n-1.
=0

Abkiirzend wird auch wy (a(x)) fir wy(a) geschrieben. Mit F [x] wird die Menge
aller Polynome beliebigen Grades und mit F;|x], wird die Menge aller Polynome
vom Grad kleiner oder gleich r bezeichnet, wobei die Koeffizienten jeweils aus I,
sind.

Die Grofle x (nicht zu verwechseln mit dem Input des diskreten Kanals) hat
dabei lediglich die Bedeutung eines Platzhalters — stattdessen kénnte auch y oder
2=t oder D geschrieben werden. Fiir Worter der Linge n gilt fir @ < a(x)

beispielsweise:

0000...0 < 0

1000...0 < 1

0100...0 <

0010...0 < 22

000...01 « "1
1111...1<—>1—|—x—|—.1172—|—-~-—|—1’n_1=J;l_ll.

Zwar existiert ein Polynom 1/(z — 1) nicht, aber die letzte Gleichung ist so zu
verstehen, dafl gilt:
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(z—D)(1+z+2°+ - +2" ) =2" -1 (5.1.2)

Ein Polynom, bei dem der hochste Koeffizient ungleich Null den Wert 1 hat,
wird als normiertes Polynom bezeichnet. Die Beschreibung durch Polynome ist
prinzipiell eindeutig, d.h. es gilt @ = b genau dann, wenn a(z) = b(x) gilt. Der
Addition von Vektoren bzw. Wortern entspricht die Addition von Polynomen.
Die Codemenge C bei einem (n, k),-Code ist eine Teilmenge bzw. Untervektor-
raum von F,[z],_1 und die Menge aller Infowérter F," entspricht genau F,[2];_1.
Natiirlich ist C als Menge von Polynomen nicht multiplikativ abgeschlossen, da
bei der Multiplikation von Polynomen vom Grad < n — 1 hohere Grade entste-
hen.

Die fiir die Codierungstheorie wichtigsten Grundlagen der Polynom-
Arithmetik werden in Abschnitt A.6 zusammengestellt. Von ganz wesentlicher
Bedeutung fiir zyklische Codes ist das in Satz A.4 formulierte Divisionstheo-
rem: Zu zwei vorgegebenen Polynomen b(x) und g(z) # 0 aus F,[z] existieren
eindeutig bestimmte Polynome a(x) und r(z) aus F,[z] mit

b(z) = a(z)g(x) + r(x) mit Grad r(z) < Grad g(x). (5.1.3)

Fiir den Rest r(z) = b(xz) modulo g(z) wird durchgehend die Schreibweise
r(x) = Rg@)[b(z)] verwendet. Rechnen modulo g(x) bedeutet, daf g(x) durch
Null ersetzt werden kann. Fiir die daraus resultierende Restklassen-Arithmetik
gelten nach Satz A.5 folgende Regeln in F,[z]:

Ry@la(z) +b(x)] = Ry [a()] + Ry(z) [b(z)] (5.1.4)
Ryla(e) - b()] = Ry | Ry a(@)] - Ry b(2)] (5.1.5)
Rywla(z)g(z)] =0 (5.1.6)
Ryw)[a(x)] = Ry [Rgu)h(z) [a(x)ﬂ (5.1.7)
Grad a(r) < Grad g(x) = Ryula(z)] = a(x) (5.1.8)
Ryn_y[x™] = g™ modulo n — g Ralm], (5.1.9)

Beim Rechnen modulo (2™ — 1) wird 2™ durch 1 ersetzt bzw. die Potenz m
durch m modulo n. Die Potenzrechnung erfolgt dabei in Z unabhéngig von I,.
Als erster Vorteil der Polynombeschreibung ergibt sich eine sehr kompakte Be-
schreibung der zyklischen Verschiebung mit Hilfe von 2™ — 1:

Satz 5.1. Die m-fache zyklische Verschiebung von (ag,ay,...,a,—1) < a(x)
ergibt (ap_my -y An_1,00, -, Un_m_1) < Run_1[z™a(z)].
Beweis:

Ryn_q[z™a(x)]
= Rx”—l[aoxm +o 4+ an—m—lxn_1 + an—mxn + -+ an—lxn_H_m]

-1 0 -1
=apx™ 4+t 1" F Qe+ Ay
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Dies entspricht dem zyklisch verschobenen Wort. |

Der 2-fachen zyklischen Verschiebung entspricht einerseits Ry [z%a(z)] und
andererseits Ryn_1[z- Ryn_1[za(x)]]. Nach (5.1.5) sind beide Ausdriicke identisch.

5.2 Generatorpolynom

Lineare Codes werden durch die Generatormatrix oder die Priifmatrix beschrie-
ben. Zyklische Codes konnen zusétzlich durch entsprechende Polynome noch
kompakter und iibersichtlicher charakterisiert werden.

Definition 5.3. Mit dem Generatorpolynom g¢(z) € E,[x],—x vom Grad n — k
iber I, wird ein linearer (n, k),-Blockcode wie folgt erzeugt:

C= {u(a:)g(a:) ) ulz) € Fq[x]k_l} (5.2.1)
- {a(x) € Fyft]n_1 | Ryw)lalz)] = o}. (5.2.2)

Das Generatorpolynom g(z) = go + 17 + . .. + gn_r_12" L + 2% wird stets
als normiert vorausgesetzt. Mit dem Generatorpolynom wird ein Encoder in fol-
gender Form ermdglicht:

u(z) —  alz) =u(x)g(zx). (5.2.3)
Beweis: “(5.2.1) bzw. (5.2.3) erzeugt einen linearen (n, k),-Code”: Zunéchst wird

Grad a(z) = Grad u(z) + Grad g(z) <n —1

<k—1 =n—k

festgestellt, d.h. n ist die Blocklinge. Natiirlich existieren genau ¢* Polynome
vom Grad < k — 1. Fir u(z) # /() gilt u(x)g(z) # o'(x)g(z) und somit gilt
IC| = ¢". Aus u(z)g(z) + v/ (x)g(z) = (u(z) + u'(x))g(z) folgt die Linearitiit.

“(5.2.1)=(5.2.2)": Fiir jedes u(z)g(z) gilt Ry [u(x)g(x)] = 0 nach (5.1.6).
Umgekehrt gilt nach (5.1.3)

a(z) = a(z)g(z) + Ryw)lalz)],

so daB Ry, [a(z)] = 0 sofort a(x) als Vielfaches von g(x) impliziert. |

Fiir u(x) = 1 folgt g(x) € C und fiir u(z) = 0 folgt 0 = 0(z) € C. Fir u(z) #
0 gilt Grad a(x) > n — k. Also existiert aufler dem Nullwort bzw. Nullpolynom
kein Codewort vom Grad < n — k:

F,[]n_t_1 NC = {0}. (5.2.4)

Offensichtlich gilt auch die Abschitzung dmim, < wg(g(z)), was direkt der
Singleton-Schranke aus Satz 3.7 entspricht.
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Das Generatorpolynom nach Definition 5.3 ist nur von der Anzahl n — k
der Priifstellen abhéngig und damit wird ein linearer Code erzeugt. Um einen
zyklischen Code zu erzeugen, mufl noch eine Abhéngigkeit von n hinzukommen.
Der folgende Satz gibt dazu ein leicht nachpriifbares Kriterium an:

Satz 5.2. Es sei g(x) ein Generatorpolynom vom Grad n —k fir einen (n, k)q-
Code C. Dann gilt:

C ist zyklisch <= g(x) ist ein Teiler von x™ — 1. (5.2.5)

Bei einem zyklischen Code ist durch Vorgabe von C das normierte Generatorpo-
lynom eindeutig bestimmt. Ferner gilt fir beliebiges w(x) € F,[z]:

a(r) eC = Run_qw(z)a(z)] €C. (5.2.6)

Beweis: “(5.2.6)”: C sei zyklisch. Dann ist mit a(x) € C auch die Verschiebung
Ryn_q[z%a(x)] € C und somit folgt:

Rx"—l

Zwixi . a(x)] = Zwinn_l[xia(x)] e C.

“(5.2.5) =": Nach Satz A.4 existieren Polynome «(z),r(z) mit:
2" —1=a(x)g(x) +r(x) mit Gradr(r) < Grad g(z) =n—k.
Somit folgt mit (5.2.6):
r(@) = Rona[r(2)] = Ben 2" =1 = a(2)g(2)] = Bona[-a(z)g(2)] € C.

Also ist r(x) ein Codewort von Grad < n — k. Das ist aber nur fiir r(z) = 0
moglich und somit ist g(x) ein Teiler von 2™ — 1.

“(5.2.5) «<=": Sei g(z) ein Teiler von z™ — 1, d.h. 2™ — 1 = h(z)g(x) mit
Grad g(x) = n — k und Grad h(x) = k. Fiir ein beliebiges Codewort a(z) =
u(z)g(x) ist zu zeigen, daf die zyklische Verschiebung R, _1[z™a(z)] wieder ein
Codewort ist. Zu 2™ u(x) existieren nach Satz A.4 Polynome a(x) und r(z) mit:

z™u(z) = a(x)h(z) + r(x) mit Grad r(z) < Grad h(z) = k.
Somit folgt:

Ron [z a(2)] = Reny[z™u(x)g(x)]
= Ryn1]o(x) h(z)g(x) + r(z)g(x) ]
=zn—1 Grad <(k—1)+(n—k)=n—1

=r(z)g(x) € C.
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“Eindeutigkeit”: Es sei ¢'(z) ein weiteres Generatorpolynom. Wegen ¢'(z) € C
existiert u(x) mit ¢'(x) = u(z)g(x). Da g(x) und ¢'(z) gleiche Grade haben, muf
u(z) den Grad Null haben, d.h. eine Konstante sein. |

Eine weitere Kennzeichnung zyklischer Codes wird in Satz A.11 bewiesen:
Ein Code C ist genau dann zyklisch, wenn C ein Ideal bzw. ein Hauptideal im
Hauptidealring F,[z],—; ist. Diese rein algebraische Charakterisierung zyklischer
Codes wird nachfolgend aber nicht wieder aufgegriffen, so daf§ der mathematisch
weniger interessierte Leser diesen Punkt iibergehen kann.

Ein zyklischer Code wird einerseits durch ein normiertes Generatorpolynom
vom Grad n — k mit n — k Koeffizienten und andererseits durch eine Generator-
matrix mit k - n Koeffizienten beschrieben. Den Zusammenhang gibt folgender
Satz:

Satz 5.3. Der zyklische (n, k),-Code werde erzeugt durch das Generatorpolynom
g(@)=go+ gz + ...+ gnp_12" "+ 2" % Dann wird der Code auch erzeugt
durch die Generatormatrix G € IE‘qk’”:

9(x)
go...... Jn—k l’g(l’)
G = go.vonn. Jn—k N : ) (5.2.7)
go-.-.-. Jn—k
a*1g()
Beweis: Sei u(x) < (ug,...,ur—1) und a(x) < (ao,...,a,—1). Dann entspricht

die Polynom-Multiplikation a(z) = u(z)g(z) der Koeffizienten-Faltung

min{k—1,i}

a; = E UpGi—v

v=max{0,i—n+k}

und dies entspricht genau der Matrix-Multiplikation @ = uG. Die Darstellung
von G als Polynomvektor ist offensichtlich. ]

5.3 Priifpolynom

Zunéchst wird an die Matrixbeschreibung eines linearen Codes mit der Genera-
tormatrix G € Fqk’” und der Priifmatrix H € Fq"_k’” mit GH” = 0 erinnert:

C = {uG’uEFqk} = {aGIFq”

aH” = 0}.

Entsprechend gilt fiir die Polynombeschreibung:
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Satz 5.4. Durch das Generatorpolynom g(x) vom Grad n — k werde der zy-
klische (n,k),-Code C erzeugt. Da g(x) ein Teiler von x™ — 1 ist, existiert ein
Priifpolynom (parity check polynomial) h(x) € F,[z], vom Grad k, so dafs

g(x)h(z) =2" -1 (5.3.1)

gilt. Mit g(x) ist auch h(x) normiert. Dann ist der Code eindeutig durch h(z)
wie folgt charakterisiert:

C = {a(x) € Fy[a]us | Ron_1fa(a)h(z)] :o}. (5.3.2)

Beweis: “Cs21 C C5.32": Sei a(z) = u(x)g(z) vom Grad < n — 1. Es gilt
a(@)h(z) = u(z)g(x)h(z) = u(z)(@" —1)

und somit Ryn_q[a(z)h(z)] = 0.

“Cs.32 C Cs21": Sei a(x) € F[z],—1 mit Ryn_q[a(z)h(z)] = 0. Zu zeigen
ist die Existenz eines u(z) € F,[z]y—1 mit a(z) = u(z)g(x). Zu a(z) und g(x)
existieren nach Satz A.4 Polynome u(z) und r(z) mit

a(z) =u(x)g(z) +r(z) mit Grad r(z) < Grad g(z) =n — k.
Somit folgt:

0 = Ronsfa(x)h(z)]
= Rana[u(x) g(2)h(z) +  r(x)h(x) | = r(z)h(z).

—_— ——
=(z"—1) Grad<(n—k)+k=n

Also folgt r(z) = 0 und damit a(z) = u(z)g(z). |

Satz 5.5. Unter den Voraussetzungen des vorangehenden Satzes mit einem
Priifpolynom h(z) = hg + hix + ... + hp_12* 1 + 2% wird eine Priifmatriz
H e Fq"_k’" gegeben durch:

h(zx)
hk ...... ho xﬁ( )
H = Moo ho o : : (5.3.3)
P oooo. h _
k 0 .Tn_k_lh(.iﬂ)

Dabei ist h(x) = 2*h(z™Y) = 1 + hy_1x + ... + hoz"* das reziproke Polynom zu
h(z) (siehe auch (A.6.3)). Natiirlich ist die Reihenfolge der Zeilen in H wie in
G beliebig.
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Beweis: Die Komponenten von H werden als H;, mit 0 < 7 < n—Fk —1,
0 < v < n—1 geschrieben. Fiir H nach (5.3.3) gilt H;, = hyy;—, und fir G
nach (5.2.7) gilt G;, = g,—; mit 0 <i < k—1,0 <v <n—1. Nachzuweisen ist
GH" = 0 gemif Satz 4.3:

GHT Z G H;, Z il j—r = Z Gl j—i—p,s
v p

wobei p = v — i substituiert wurde. Die rechte Summe entspricht der (k+j —1)-
ten Komponente in g(z)h(z) =2"—1. Aus0<i<k—1und0<j<n—k—1
folgt 1 <k+j—1i<n—1und somit (GH");; = 0. |

Beispiel 5.2. (1) Fiir den (n, 1)2-Wiederholungscode gilt

g@)=1+z+- a2 =2 SR
x—1 r+1

denn aus u(z) = wg folgt a(x) = u(x)g(z) < (ug,...,up). Daraus ergibt sich
h(z) =2 —1=x+ 1 und weiter ist

0= Rynfa(z)h(z)] = Renia(z)r — a()]
= Ryn_1|agz + -+ 12" —ag — a1 — -+ — Q12"
= Ryn_1[—ao + (ag —a))z + -+ (@ng — ap_1)2" " + a,_12"]

= (an_l — (10) + (ao — al)x + -+ (@n_g — an_l)x”_l

dquivalent mit a,_; = ag,a9 = ay,a1 = as,...,0,_2 = Ap_1 bzW. a9 = a1 =
-+ = ap—1. Nach (5.2.7) und (5.3.3) gilt:

11
11
Durch die elementaren Zeilenoperationen ergibt sich die in Beispiel 4.3(2) ange-
gebene Form von H.

(2) Mit dhnlichen Methoden ergibt sich fiir den (n,n — 1)o-Parity Check
Code g(x) =2 — 1 und h(z) = (2" —1)/(z — 1). |

Satz 5.6. Zum zyklischen (n,k),-Code C gehdre das Generatorpolynom g(x)
und das Prifpolynom h(z). Der duale (n,n — k),-Code ist dann ebenfalls zy-
klisch mit dem Generatorpolynom g*(x) = h(z) = 2*h(2~Y) und dem Priifpoly-
nom ht(z) = g(z) = 2" *g(x~'). Es gilt die Darstellung

¢t = {b(a:) € Efa]ni | Ron_i[a(@)b(a")2""Y] = 0 fir alle a(z) € c}. (5.3.4)
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Beweis: Zuniichst ist g*(x) = h(z) ein Polynom vom Grad n — k% = k und
h*(z) = g(z) ein Polynom vom Grad k* = n — k. Weiter gilt

g (@)h*(z) = 2"z )g(a™h) = a"(@™" = 1) = —(a" — 1)

Nach Definition 4.3 wird C* durch die Priifmatrix H erzeugt, die nach (5.3.3)
durch g*(x) = h(z) aufgebaut wird. Die Darstellung (5.3.4) folgt nicht direkt
aus (4.3.1), denn aLb bzw. Y, a;b; = 0 impliziert nur, da in a(z)b(z™!)z"!
der Koeffizient bei z""~! entfillt. Zum Beweis von (5.3.4) wird die rechts stehende
Menge mit C’ bezeichnet.

“Ct C C7: Sei b(z) = v(x)gt(z) € C* beliebig mit Grad v(x) <n —k — 1.
Sei a(z) = u(x)g(z) € C beliebig mit Grad u(z) < k — 1. Dann gilt

a(@)b(a)a"! = u(@)gle) vl gt ) -0
— u(@)ge) - vl () - "
= u(e) o) g () h(a)

= 0 modulo (z" — 1)

und somit b(z) € C'.
“Ct D C": Sei b(x) € C'. Wegen g(z) € C gilt Ryn_q[g(x)b(z71)z"1] = 0
und somit existiert ein Polynom «(z) mit

glz) - blal) - 2"l =ax)(@"-1).
N

Grad=n—k Grad<n-—1 Grad=n

Somit folgt Grad a(x) < n—k—1 und nach Division durch g(x) und Substitution

271 — x ergibt sich:

b(z) = 2" ra(z (e = 2" Ftala) - 2FR(zh).

Mit v(x) = 2" *ta(x!) gilt b(z) = v(z)g(z) € C*. In (5.3.4) kann iibrigens
auch Run_1[b(z)a(z™1)z""!] = 0 geschrieben werden. |

Beispiel 5.3. Sei g(r) = 1+z+23 und h(z) = 1+z+22+2*. Wegen g(z)h(z) =
2" — 1 in I, sind dies Generator- und Priifpolynom fiir einen zyklischen (7,4)o-
Code. Nach (5.2.7) und (5.3.3) gilt mit h(z) =1 + 2% + 2° + 2™

1101000 1+x+ a3 g(z

.~ |l 0110100 v+t +a2t || zg(x)
GC=G=| go11010 | 7| 22422+25 | = | 22g(x) |’

0001101 e A 3g(x)

1011100 1+a2% +2° + o h(z

H=|0101110 |« | z+23+2*+2° | =| =zh(z)

0010111 2? +zt + 2" + 2 22h(x)
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G entspricht genau der Generatormatrix Gj der zyklischen Version des
Hamming-Codes aus Beispiel 5.1. Man kann GH” = 0 verifizieren. H entsteht
natiirlich durch Spaltenpermutation aus der Priifmatrix von Beispiel 4.3(1).
Durch die elementaren Zeilenoperationen ergibt sich aus G5 ein systematischer
zyklischer Code mit:

1000 110
0100 011
Gy = 0010 111
0001 101

Der duale Code, der also einer dquivalenten zyklischen Version des (7, 3)o-Sim-
plex-Codes entspricht, wird durch g*(z) = h(z) = 1+ 22+ 2%+ 2 bzw. h'(z) =
g(z) = 14 2% + 2® erzeugt.

Auch durch g(z) = 1 + 2% + 2% wird ein zyklischer (7,4),-Code erzeugt, der
mit g(z) = 1 + z + 2% nicht identisch, aber dquivalent ist. Durch g(z) =1 + 3
oder g(x) = 1+ x + 22 + 2 wird dagegen kein zyklischer Code erzeugt, da dies
keine Teiler von 2" —1 = (14 z)(1 + 2+ 2%)(1+ 2?4+ 2%) sind, wie die Zerlegung
in irreduzible Faktoren zeigt. |

In Kapitel 7 wird noch gezeigt, dal jeder Hamming-Code eine dquivalente
zyklische Version besitzt.

5.4 Systematische Encodierung

Jeder zyklische Code kann systematisch encodiert werden, denn zu jedem zykli-
schen Code existiert eine Generatormatrix geméf (5.2.7), die geméf Satz 4.1 in
eine systematische Form tiberfiithrt werden kann, wobei der Code identisch bleibt.
Die direkte Encodierung geméfl (5.2.3) erzeugt einen nicht-systematischen Co-
de und wird deshalb nie verwendet. In diesem Abschnitt werden verschiedene
Methoden zur systematischen Encodierung angegeben, die direkt auf der Poly-
nombeschreibung beruhen und mit einfachen Schieberegistern realisierbar sind.

Satz 5.7 (Systematische Encodierung mit dem Generatorpolynom).

Es sei g(x) = go + g1z + -+ + gn_p_12" F7L 4 2"7F ein Generatorpolynom fiir
einen zyklischen (n, k),-Code. Zum Infowort w = (uy, ..., up_1) < u(x) wird als
Priifwort

p=Po, - po-i-1) < p(x) = Ryw[—2" Fu(z)] (5.4.1)
bestimmt und als Codewort wird verwendet:

a=(po,.- Pnk-1,%, -, uk-1) < ax)=p()+ " Fu(z).  (5.4.2)

Vv Vv
n—k Priifstellen k Infostellen
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Beweis: Zu zeigen ist a(z) € C. Aus (5.4.1) und (5.4.2) folgt:

Rg(z) [a(x)] = Rg(m) [Rg(m)[—x”_ku(x)] + x"_ku(x)]
= Ry [—2" "u(z) + 2" *u(z)] = 0.

Damit ist a(x) als Vielfaches von g(z) nachgewiesen. |

Die praktische Realisierung mit einem [linearen riickgekoppelten Schiebere-

gister (LFSR, linear feedback shift register) zeigt Bild 5.1. Zu Beginn ist das
Register mit Nullen vorbelegt: ¥ = 0. Der Reihe nach werden Uk—1, - - -, Uy €IN-
geschoben. Danach enthélt das Register die Priifstellen: rik) = Dm-

(i=k) (i=2) (i=1)
Ug | . .... Uk-2| Uk-1
é}
A,

O O L e O U

Bild 5.1. Systematische Encodierung mit g(x)

Beweis dafiir, daB} das Register nach Einschieben der Infosymbole tatséchlich
die Priifsymbole enthélt: Zunédchst wird die Polynom-Darstellung im bekannten
Horner-Schema notiert (zur Abkiirzung wird s = n — k und R[] = Ry []
gesetzt):

z'u(z) = upx® + x(urx® + - - - + w(up—ox® + x(ug_12° +0)) - - - ).
Daraus folgt fir p(z) = R[—z%u(x)]:

p(w) = Rl—ugz® + = R[—ura® + - - + & R[—ug_2° +  R[—up_12° +0]] - -]

—r(D(z)

=@ ()

—r(k=1) (g)

-~

—r(5) ()

Also gilt in rekursiver Schreibweise:
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r@(z) =0
r®(2) = Ry [—u_a™* + 2r V()] (i=1,... k)

Zu zeigen bleibt noch, dafl das Schieberegister diese Rekursion realisiert. Rech-
n—k—1

nen modulo g(x) bedeutet, daf§ "% durch — Z gz’ ersetzt wird. Da r@(z)
=0
vom Grad <n — k — 1 ist, gilt (formal sei r(_z)l =0):

n—k—1

1) 1

—up_" T 4 E r(l Dad 4 pimD) gt
J=0

n—k—1 4 n—k—1
=S e (et ) (-5 o)

7=0
Y (0 = (L))

Der Koeffizientenvergleich ergibt r](-i) = T](-i__ll) — gj(—up—; + rii__,i)_l) und genau

diese Operation wird im Schieberegister realisiert. ]

Beispiel 5.4. Betrachte den (7,4);-Hamming-Code mit dem Generatorpoly-
nom g(z) =1+ z+ 3. Sei u(z) =1+ 2% + 2% < 1011. Dann gilt

() = Ry [x"_ku(x)] = Rx3+z+1[x6 + 25+ x3] =1,

was auf verschiedene Arten berechnet werden kann. Erstens kann das Divisions-
verfahren angewendet werden. Zweitens ist eine direkte Berechnung wie folgt
moglich:

Ry(z) [2°] = 2 +1
Ry(a) 2] = Ry(a) (2" + 2] = 2” + 2
Rg(x)[x5] = Ry [363 +al=a"+x+1
Ry()[2®] = Rg( 2t a2 o] =@+ 1)+ @+ r) =22+ 1
5
=

P+ + @ +r+ )+ (v +1) =1

—

Drittens kann die Berechnung mit dem riickgekoppelten Schieberegister erfolgen,
wie es in Bild 5.2 dargestellt ist. Mit

a(z) = p(x) + 2*u(z) = 14 2% 4+ 2° 4+ 2% — 1001011

ergibt sich dann das Codewort. |
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£

000
110
101
100
100=p

A W N B O
-, O K
o r»r O O

Bild 5.2. Beispiel zur systematischen Encodierung mit g(x)

Anstelle des Generatorpolynoms kann auch das Priifpolynom zur systema-
tischen Encodierung verwendet werden:

Satz 5.8 (Systematische Encodierung mit dem Priifpolynom). FEs sei
h(z) = ho + hix + -+ + hy_1 2"t + 2% ein Priifpolynom fiir einen zyklischen
(n, k)q-Code. Dann wird das Codewort wie folgt gewdhlt:

a= (go, e A1, Gns - - - 1) (5.4.3)

n—k Priifstellen k Infostellen

Die Priifstellen werden dabei wie folgt bestimmt (m =n—k—1,n—k—2,...,0):

k—1
py = — Z hitm—ivx = Funktion(ami1, .-\ Gmar)- (5.4.4)
i=0
Beweis: Es ist R,»_1[a(z)h(x)] = 0 nachzuweisen geméfl Satz 5.4. Die Gleichung
k
(5.4.4) bedeutet Z hiGm—irr = 0, d.h. die (m+k)-te Potenz in a(x)h(z) ist Null.
i=0

Somit enthélt a(z)h(z) nur die Potenzen von z° bis z*~! und von z™ bis z"+~!

und folglich muff Grad R,n_1[a(z)h(z)] < k — 1 sein. Es existieren Polynome
a(z),r(r) mit

a(z) = a(x)g(z) + r(z) mit Grad r(z) < Grad g(z) =n — k.
Somit folgt:

Ryn_a[a(z)h(2)] = Rona[a(z) g(x)h(z) +  r(z)h(x) | =r(z)h(z).
N——
=an—1 Grad<(n—k)+k=n

Fir r(z) # 0 gilt Grad Ren_1[a(z)h(z)] > Grad h(z) = k, was einen Wi-
derspruch bedeutet. Also ist r(z) = 0 und damit gilt a(z) = a(x)g(z) bzw.
Ryn_qla(z)h(x)] = 0. |

Die praktische Realisierung mit einem riickgekoppelten Schieberegister zeigt
Bild 5.3. Zu Beginn (m = n — k — 1) ist das Register mit dem Infowort
Qp_fk, - -, 0ay_1 vorbelegt. Der Reihe nach entstehen am Eingang des Registers
die Priifstellen a,_y_1,...,ao mit m=n—k—1,n—k—2,...,0.
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> am+1 | [ .. . L. Am+k [—>

— + |

Bild 5.3. Systematische Encodierung mit h(z)

Beispiel 5.5. Betrachte wieder den (7,4)s-Hamming-Code mit dem Priifpoly-
nom h(z) = 1+ z + 2% + z*. Wie bei Beispiel 5.4 sei u(z) = 1 + 22 + 23. Im
Schieberegister aus Bild 5.4 wird a,,, = @42 + Gmis + amia realisiert und damit
ergibt sich wieder das gleiche a(x). |

8m+1 | 8m+2 [@m+3 | 8m+4

2 1011 0
1 0101 0
0 0010 1 |

Bild 5.4. Beispiel zur systematischen Encodierung mit h(x)

Insgesamt sind jetzt vier verschiedenen Methoden zur Encodierung bekannt:
(1) Matrix-Operation: @ = uG.

(2) Polynom-Operation: a(x) = u(x)g(z) (nicht-systematisch).

(3) Schieberegister-Implementierung mit g(z).

(4) Schieberegister-Implementierung mit h(x).

Bei (3) hat das Register die Lange n— k mit & Shifts und bei (4) die Lénge k mit
n— k Shifts. Die Anzahl der Add/Mult-Operationen betrégt also bei (3) und (4)
wie auch bei (2) jeweils (n — k)k = n?(1 — R)R. Dagegen sind bei (1) nk = n*R
Operationen notwendig. In allen vier Féllen fiihrt eine Anderung in den Code-
parametern mindestens zu neuen Koeffizienten in G bzw. g(z) bzw. h(x). Bei
Galoisfeldern mit groffem ¢ sind Addition und Multiplikation etwa aufwands-
gleich und dominieren gegeniiber den Shifts. Die Methode (3) hat den Vorteil,
dafl die jeweils n — k Operationen pro Shift parallelisierbar sind beim Einsatz
von n — k Prozessoren. Dagegen mufl die Addiererkette bei (4) sequentiell ab-
gearbeitet werden. Insbesondere bei grofien Coderaten ist (3) deshalb giinstiger
als (4) einzustufen. (1) und (2) werden normalerweise nicht verwendet.
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5.5 Syndrom

Die allermeisten Decodierverfahren, sowohl fiir einfache wie fiir komplizierte Co-
des, erfordern die Berechnung des Syndroms. Eigentlich ist das Syndrom hier
nicht neu zu definieren, denn iiber g(z) ist G und H und damit s = yH”
bestimmt. Das nachfolgend definierte Syndrompolynom s(z) stimmt mit dem
Syndromvektor s = yH” nicht notwendigerweise iiberein, da die Priifmatrix H
nicht eindeutig bestimmt ist.

Definition 5.4. Sei g(x) das Generatorpolynom vom Grad n — k eines zykli-
schen (n, k),-Codes. Zum Empfangswort y(z) = a(z) + e(x) wird das Syndrom
des Empfangswortes bzw. Fehlermusters definiert als Polynom vom Grad <
n—k—1:

s(x) = Ry@)[y(7)] = Ry[e()]. (5.5.1)

Das Syndrom ist vom Codewort a(z) = wu(x)g(z) unabhingig, denn
Ry@la(z)] = 0 ist stets erfiillt. Das Syndrom ist wie bei Definition 4.7 durch
n — k Koeffizienten gekennzeichnet. Natiirlich gilt

s(x)=0 <= yx)el <= e(z)eCl. (5.5.2)

Die rechte Aquivalenz folgt aus der Linearitit des Codes und die linke Aquiva-
lenz folgt aus (5.2.2). In Tabelle 5.1 werden alle bisher eingefithrten Polynome
zusammengefaflt:

Tabelle 5.1. Zusammenfassung Polynome

‘ Grad ‘ Polynom ‘ Name ‘
n—k g(x) Generatorpolynom
k h(z) = (2™ —1)/g(z) Priifpolynom
<k-1 u(z) Infopolynom
<n-—1 a(xz) = u(x)g(z), Ryn_1]a(x)h(z)] = 0 | Codepolynom
<n-1 e(x) Fehlerpolynom
<n-1 y(z) = a(z) + e(x) Empfangspolynom
Sn—k—1]5() =Ry y(@)] = Ry(z)le()] Syndrompolynom

‘ Normierungen: g,_ = hy =1, goho=1 ‘

Wie bei der Encodierung mit dem Generatorpolynom kann das Syndrom
durch ein riickgekoppeltes Schieberegister berechnet werden. Das Prinzip zeigt
Bild 5.5: Zu Beginn ist das Register mit Nullen vorbelegt: ¥ = 0. Der Reihe
nach werden v,_1,...,¥yo eingeschoben. Danach enthélt das Register das Syn-
drom: i) = Sm. Im Gegensatz zur Encodierung wird hier das Register n statt
k mal benutzt, so dal n(n — k) = n*(1 — R) Operationen erforderlich sind.
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(i=n)

(i=2)| Yn-2

. [ i (i)
(i=1)| Yn-1 *+) r((,l) *+) rgl) (1) Mk— [

Bild 5.5. Syndrom-Berechnung mit einem riickgekoppelten Schieberegister

Beispiel 5.6. Betrachte wieder den (7, 4)s-Hamming-Code mit dem Generator-
polynom g(z) = 1 + x + 2®. Nach Beispiel 5.4 ist a(z) = 1 + 2% + 2° + 25 ein
Codewort. Sei e(z) = z°® und somit y(z) = 1+ 23 +2° < 1001010. Das Syndrom
kann durch das Divisionsverfahren oder direkt oder mit dem riickgekoppelten

Schieberegister wie in Bild 5.6 berechnet werden: s(x) =1 + 2 < 101. [
[y [roken | r©
0 000
1,0 0 000 LJ_)O ‘GE‘ J
2|1 0 (100 ]
310 0 010
4 1 0 101
Rick  Shift
510 1 100=110+010
6|0 0 010
7 1 0 101=s

Bild 5.6. Beispiel zur Syndrom-Berechnung

5.6 Erkennung von Einzelfehlern und Biindelfehlern
sowie CRC-Codes

Es wird weiterhin ein diskreter Kanal mit Hard-Decision vorausgesetzt. Bei der
Fehlererkennung gibt es prinzipiell nur zwei mogliche Alternativen:

s(z) =0: Das Empfangswort ist ein Codewort, d.h. es liegt entweder eine feh-
lerfreie Ubertragung vor oder das Fehlermuster ist ein Codewort und
damit prinzipiell nicht erkennbar.
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s(x) # 0: Das Empfangswort ist kein Codewort und wird damit als fehlerhaft
erkannt.

Bisher wurden ausschliellich gedéchtnislose Kanéle behandelt, bei denen die
Fehler statistisch unabhéngig voneinander auftreten, so dafl ein Fehlerwort (Feh-
lermuster) aus einer Reihe von Einzelfehlern besteht. Die Anzahl dieser Einzel-
fehler entspricht dem Hamminggewicht des Fehlerwortes und dieses Gewicht ist
binomialverteilt gemaf (1.3.9). Viele reale Kaniile sind jedoch gedéchtnisbehaf-
tet und erzeugen Biindelfehler anstelle von Einzelfehlern. Sowohl zur Erkennung
wie zur Korrektur von Biindelfehlern sind zyklische Codes sehr gut geeignet.

Definition 5.5. Ein Biindelfehler (burst error) e(x) der Linge t ist dadurch
gekennzeichnet, daf$ hichstens t aufeinanderfolgende Stellen ungleich Null sind,
d.h.

e(z) = 2'b(x) mit Grad b(z) <t, 0<i<n—t (5.6.1)

Durch Grad b(z) < t wirdwy(b) <t undwgy(e) <t impliziert, aber die Umkeh-
rung gilt natirlich nicht. Selbstverstindlich kann ein Biindelfehler auch fehler-
freie Stellen enthalten. Es kann vereinbart werden, dafi Beginn und Ende eines
Biindelfehlers fehlerhaft sind, aber das ist unwichtig.

Bei zyklischen Codes wird der Begriff des Biindelfehlers sinnvollerweise da-
hingehend erweitert, daf$ der Biindelfehler auch am Ende eines Wortes beginnen
darf und sich dann zyklisch am Anfang fortsetzt: Ein zyklischer Biindelfehler
e(x) der Linge t ist dadurch gekennzeichnet, daf$ hochstens t zyklisch aufeinan-
derfolgende Stellen ungleich Null sind, d.h.

e(r) = Ryn_1[2'b(z)] mit Grad b(z) < t. (5.6.2)

Beispiele fiir Biindelfehler bei n = 8,t = 4:

10000000 : Biindelfehler
00100100 : Biindelfehler
00100010 : kein Biindelfehler, kein zyklischer Biindelfehler
00100001 : kein Biindelfehler, aber zyklischer Biindelfehler.

Leider sind Biindelfehler-erzeugende Kanéle nicht so einfach zu beschreiben
wie der Einzelfehler-erzeugende DMC. Solange aber nicht die exakte Berechnung
von Fehlerwahrscheinlichkeiten gefordert wird, reicht oft die simple Vorstellung
aus, daf} die Fehler gebiindelt auftreten. Ein Biindelfehler der Léange ¢ wird als
wahrscheinlicher angesehen als ¢ verstreute Einzelfehler. Dazu werden einige
Beispiele betrachtet:

e; = ...000011110000000000. ..
ey = ...000010100101000000. ..
ez = ...000010001000000000. ..
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Wenn fiir den Kanal nur Biindelfehler der Lange < 4 unterstellt werden, dann
ist das Fehlermuster e; wahrscheinlicher als e, und selbst noch wahrscheinlicher
als e3, obwohl wy(e3) < wy(ey) gilt.

Bei bindren Kandilen betréigt die Fehlerrate innerhalb eines Biindelfehlers
normalerweise rund 50%. Wenn ein auf Biindelfehler angepafiter Code Cg also
L Biindelfehler der Lénge t erkennen (bzw. korrigieren) kann, dann muf ein
auf Einzelfehler angepafiter Code Cg bei gleicher Leistungsfihigkeit etwa L -
t/2 Einzelfehler erkennen (bzw. korrigieren) konnen. Wenn allerdings der Kanal
mehr zu Einzelfehlern tendiert, wird Cg deutlich besser als Cg sein. Fazit: Der
Code ist moglichst genau auf die zu erwartenden Fehlerstrukturen anzupassen.

Wenn das Fehlermuster aus maximal ¢ Einzelfehlern oder einem zyklischen
Biindelfehler der Lénge t besteht, so gilt fiir die Anzahl der moglichen Fehler-
muster einschliefllich des fehlerfreien Falls:

¢
Z <n) (¢—1)"  Einzelfehler (Anzahl <)

L,={ =0 \" (5.6.3)

1+n(qg—1)¢""  zykl.Biindelfehler (Linge < t)

Die Anzahl der Einzelfehler wurde bereits in Satz 4.13 notiert. Bei zyklischen
Biindelfehlern geméf (5.6.2) gibt es fiir den ersten Koeffizienten in b(z) genau
¢ — 1 und fiir die t — 1 weiteren Koeffizienten jeweils ¢ Moglichkeiten. Fiir ¢ gibt
es n Moglichkeiten und hinzu kommt noch der fehlerfreie Fall.

Beispiel 5.7. Betrachte einen nicht-zyklischen linearen (6,2, 3)2-Code mit
C = {000000,111000,000111,111111}.

Der Biindelfehler 111000 stimmt mit einem Codewort iiberein und wird nicht
erkannt. Durch Permutation ergibt sich ein dquivalenter Code mit ebenfalls
dmin =3

C = {000000,101010,010101, 111111}.

Dieser Code erkennt alle Ly — 1 = 24 zyklischen Biindelfehler der Lange < 3,
weil diese Biindelfehler jeweils keine Codeworter sind:

100000 110000 101000 111000
010000 011000 010100 011100
001000 001100 001010 001110
000100 000110 000101 000111
000010 000011 100010 100011
000001 100001 010001 110001.

Unabhéngig von der Permutation werden bei diesem Beispiel immer d,;, = 2
beliebige Einzelfehler erkannt. ]
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Fiir die Erkennung von Biindelfehlern sind dquivalente Codes nicht gleich
gut — insbesondere wenn ein nicht-zyklischer mit einem zyklischen Code vergli-
chen wird. Durch Permutationen kann ein guter Code zu einem schlechten Code
werden. Das gleiche gilt fiir die Korrektur von Biindelfehlern.

Dagegen sind bei der Erkennung bzw. Korrektur von Einzelfehlern dquiva-
lente Codes als gleichwertig zu betrachten.

Satz 5.9. Ein (beliebig ungiinstiger) zyklischer (n, k),-Code erkennt alle Biin-
delfehler bis zur Linge t' < n — k. Von den Biindelfehlern grioferer Linge wird
nur eine sehr kleine Quote nicht erkannt:

—(n—k-1)
t'=n—k+1

' >n—k+2

Quote nicht erkannter g

.. = -1 (5.6.4)
Biindelfehler
f q—?n—k:)

Beweis: Natiirlich wird e(z) = Ryn_1[2'b(z)] genau dann erkannt, wenn auch
b(z) erkannt wird. Sei b(z) # 0 und Grad b(z) =t — 1:

“t/ <n—k”: Nach (5.2.4) ist b(z) € C.

““@ = n—k+ 17 Fir b(x) < (bp # 0,b1,...,by—k—1,bh—r # 0) gibt es
genau (¢ — 1)2¢" %=1 Méglichkeiten. Nicht erkannt werden davon genau q — 1
Fehlermuster der Form b(z) = ugg(x) mit uy # 0.

“ > n —k+ 27 Fiir b(x) gibt es genau (¢ — 1)2¢"~2 Moglichkeiten.
Nicht erkannt werden davon alle Fehlermuster der Form b(z) = wu(z)g(z) mit
Grad u(z) =t — 1 — (n — k), d.h. der untere und der obere Koeffizient in u(z)
miissen ungleich Null sein, wihrend die restlichen ¢ — 2 — (n — k) Koeffizienten
beliebig sein diirfen. Also gilt

(q _ 1)2qt’—2—(n—k’) k)
(- 172 "
fiir die Quote der nicht erkennbaren Fehlermuster. [ ]

Zum Vergleich: Ein linearer Code erkennt immer d,,;, — 1 Einzelfehler (Satz
3.4) und nach der Singleton-Schranke gilt dy;,, —1 < n—k (Satz 3.7). Bestenfalls
sind also n — k Einzelfehler erkennbar bzw. bestenfalls ein Biindelfehler der
Léange n — k. Bei einem zyklischen Code ist dagegen immer die Erkennung eines
Biindelfehlers der Lénge n — k garantiert — auch wenn der Code sehr schlecht
gewahlt wurde.

Eine besondere und praktisch auflerordentlich wichtige Klasse von Codes zur
Fehlererkennung behandelt der folgende Satz:

Satz 5.10 (CRC-Codes). Fin zyklischer (2" —1,2" —r —2,4)5-Code wird als
CRC-Code (Cyclic Redundancy Check) bezeichnet, wenn das Generatorpolynom
von der Form

g(x) = (1 +x)p(z) (5.6.5)
ist, wobei p(x) ein primitives Polynom vom Grad r sein muf (siehe dazu Kapitel
6). Es gilt dann:
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(1) Alle Fehlermuster bis zum Gewicht 3 werden erkannt.

(2) Alle Fehlermuster ungeraden Gewichts werden erkannt.

(8) Alle Biindelfehler bis zur Léinge r + 1 werden erkannt.

(4) Von den Biindelfehlern der Linge v+ 2 wird nur eine Quote von 2~" nicht
erkannt.

(5) Von den Biindelfehlern der Linge > r + 3 wird nur eine Quote von 2~0+1)
nicht erkannt.

Beweis: Klar ist n — k = r + 1 = Grad g(z). Der Nachweis, dal g(z) einen
zyklischen Code der Blocklange 2" —1 mit d,,;, > 3 erzeugt, kann erst in Kapitel

7 erbracht werden. Die Codeworter sind offensichtlich von der Form

alz) = u(@)g(@) = u(@)p(e) + = - u(@)p(a). (5.6.6)

Da die Hamminggewichte von u(z)p(x) und z - u(z)p(z) identisch sind, mufl das
Gewicht von a(x) nach Satz 3.1 gerade sein und somit folgt dy,;, > 4. Damit
folgen (1) bis (5) aus Satz 3.4 und Satz 5.9. |

In der Praxis werden CRC-Codes oft als verkiirzte Codes im Sinne von
Definition 4.6 betrieben. Der resultierende (k' +r+1, &, 4),-Code ist zwar nicht
mehr zyklisch, aber dennoch ist (1) bis (5) aus Satz 5.10 gewéhrleistet. Die
Encodierung des verkiirzten Codes erfolgt gemé&fl

u(r) —  Rymle™u(@)] + 2" u(x) (5.6.7)

mit 1 + Grad u(z) <k <k=2"—r—2.

Die Priifbits eines CRC-Codes werden auch als Frame Checking Sequence
(FCS) bezeichnet. Zum Einsatz in der OSI-Sicherungsschicht (Open Systems
Interconnection) wurden von CCITT (Comité Consultatif International de
Télégraphique et Téléphonique) einige CRC-Generatorpolynome als internatio-
naler Standard genormt [40, 69]:

42+ +l=(r+D@P +a + 2B+ 22 42t + 3+ 2+ + 1)
2+ a3+ o+ 1= (r+ D) (2 + 2%+ 1)
P4+ r+l=(+D)(z"+2°+2°+ 21+ 23+ 22+ 1).

Weitere CRC-Codes mit 4, 7, 16, 24 und 32 Priifbits finden sich in [75].

Beim CRC-Code mit 16 Priifbits werden also von den Biindelfehlern 100%
bei Linge < 16 und 99,9969% bei Linge = 17 und 99,9985% bei Liange > 18
erkannt, sofern die Anzahl der Infobits < 32751 ist.

5.7 Korrektur von Einzelfehlern und Biindelfehlern

Wie vorangehend wird weiterhin ein diskreter Kanal mit Hard-Decision sowie ein
zyklischer (n, k),~Code vorausgesetzt. Nach Abschnitt 3.2 werden ¢ Einzelfehler
korrigiert, wenn die Decodierkugeln vom Radius ¢t = |(dmin — 1)/2] disjunkt
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sind, d.h. fiir alle Codeworter a,a’ € C mit @ # a’ und alle Fehlermuster
e, e’ € K;(0) gilt stets a + e # a’ + €' (siche dazu auch Aufgabe 3.26). In
entsprechender Weise wird nun die Korrektur von Biindelfehlern definiert:

Definition 5.6. Fin zyklischer (n,k),-Code C korrigiert einen (zyklischen)
Biindelfehler der Linge t pro Codewort,wenn fir alle Codewdrter a, a’ € C mit
a # a' und alle (zyklischen) Biindelfehler e, e’ der Linge <t stets

at+e#a+e€

gilt. Kein Empfangswort darf also in mehrfacher Weise als y = a+ e darstellbar
sein, sondern entweder eindeutig oder tiberhaupt nicht.

Fine dquivalente Kennzeichnung ist, dafi die Syndrome aller (zyklischen)
Biindelfehler verschieden sind (siehe Aufgabe 4.1/).

In entsprechender Weise wird definiert, ob ein Code mehrere (zyklische)
Biindelfehler pro Codewort korrigieren kann. Bei zyklischen Codes brauchen
natiirlich zur Uberpriifung der Definition nur Fehlermuster betrachtet zu werden,
die am Anfang des Wortes beginnen.

Bei der Biindelfehler-Korrektur wird also nicht verlangt, dafl jeder (zykli-
sche) Biindelfehler richtig ML-decodiert wird, sondern es werden nur diejenigen
Codewortern betrachtet, zu denen die Differenz y — a = e ebenfalls ein (zykli-
scher) Biindelfehler ist. Fiir jeden korrigierbaren (zyklischen) Biindelfehler muf}
genau ein solches Codewort existieren.

Ein Code zur Biindelfehler-Korrektur mufl also einerseits die in Definition
5.6 geforderte Eigenschaft besitzen und andererseits mufl der Decoder eine spe-
zielle Decodierregel realisieren. Biindelfehler-korrigierende Codes werden nicht
beziiglich der Minimaldistanz oder der Gewichtsverteilung entworfen, sondern
so, daf} die Korrektur bestimmter Fehlermuster garantiert wird. Natiirlich kann
der gleiche Code sowohl zur Korrektur von Einzelfehlern wie zur Korrektur von
Biindelfehlern benutzt werden — aber nur im Prinzip, denn leistungsfihige Codes
zur Korrektur von Biindelfehlern sind anders aufgebaut als Codes zur Korrektur
von Einzelfehlern.

Bei der Fehlerkorrektur kénnen entweder einige unabhéngige Einzelfehler
oder ein langerer Biindelfehler oder mehrere kiirzere Biindelfehler korrigiert wer-
den — aber nicht alles gleichzeitig. Diese Wahlmoglichkeit gibt es bei der Fehler-
erkennung nicht.

Beispiel 5.8. Betrachte den (7,3,4)s-Simplex-Code mit dem Generatorpoly-
nom g(r) =1+ 2% + 23 + 2. Fiir die Generatormatrix und fiir den Code gilt:

0000000 = ay, 1001011 = a4

G = (1) (1) (1) 1 1 (1) 8 C— 1011100 = a;, 1100101 = a5
0010111 0101110 = a,, 1110010 = ag

0010111 = a3, 0111001 = a;
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Fiir das Empfangswort y = 1100000 gilt

du(y, a) = du(y, as) = du(y, as) = 2.

Also sind zwei Einzelfehler, die zufillig nebeneinander auftreten, nicht korrigier-
bar, was bei dy;, = 4 auch nicht erwartet werden kann. Jedoch gilt:

y — ag = 1100000
y — a; = 0000101
y — ag = 0010010.

Die anderen 5 Differenzen haben mindestens das Hamminggewicht 3. Offensicht-
lich sind y — a5 und y — ag keine zyklischen Biindelfehler der Linge < 2. Wenn
also als Fehlermuster nur Biindelfehler der Lange < 2 angenommen werden, dann
wird y eindeutig zu ag korrigiert. Fiir einen Biindelfehler-erzeugenden Kanal ist
das Fehlermuster y — ay wahrscheinlicher als y — a5 oder y — ag. ]

Korrigierbare Fehlermuster sind durch verschiedene Syndrome charakteri-
siert. Da es nur ¢"~* verschiedene Syndrome s,(z) gibt, kann es somit nur
q" % —1 korrigierbare Fehlermuster e, () (abgesehen vom Nullwort) geben. Die
Nebenklassen-Zerlegung und die Syndrom-Decodierung aus Abschnitt 4.7 sind

unabhéngig von der Wahl der Anfiihrer. Es kénnen also beliebige e, (x) mit

Ry(aylen()] = su(x) (5.7.1)
gewahlt werden. Bei der Syndrom-Decodierung wird zu y(x) ein p mit

$u() = Ry [y ()] (5.7.2)
gesucht und dann ist

i(2) = y(x) — eulx) (5.7.3)

das geschiitzte Codewort, denn aus Ry |y(z) — eu(z)] = su(z) — su(x) = 0
folgt sofort y(z) — e,(x) € C. Als Nebenklassen-Anfiithrer werden natiirlich die
zyklischen Biindelfehler gew#hlt und dann realisiert die Syndrom-Decodierung
exakt die Biindelfehler-Korrektur gemafl Definition 5.6.

Beispiel 5.9. Fortsetzung von Beispiel 5.8 mit g(x) = 1 + 2* + 2° + z*. Nach
(5.6.3) gibt es Ly — 1 = 14 zyklische Biindelfehler der Linge < 2, die hier mit
ihren Syndromen aufgelistet werden:

e(x) s(x) e(x) s(x)

1 1 1+2x 1+

x x x + 22 x + 22

x? 2 22 + a3 22 + a3

x? z3 % 4 2t 1+ 22

at |14+ a? 423 || 2t +ad x+ a3

2 | 1+ax+2? || 25+ 1+ a3

2 e+ 422 || 241 |14+ +22+2°
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Die 14 Syndrome sind alle verschieden (obwohl es insgesamt nur 15 Syndrome
ungleich Null gibt) und somit sind alle Biindelfehler der Lange < 2 korrigierbar.
Die beiden Fehlermuster 1+ 22 und 23 +2z* haben mit 1+ 2?2 das gleiche Syndrom
und dies zeigt erneut, dal der Code zwei Einzelfehler nicht korrigieren kann. W

Natiirlich muf3 die Anzahl der korrigierbaren Fehlermuster kleiner sein als
die Anzahl der Syndrome, d.h. fiir korrigierbare Biindelfehler der Lange < ¢ muf3
nach (5.6.3)

L+n(g—1)g < g™ (5.7.4)

gelten. Der folgende Satz macht jedoch eine in den meisten Féllen schérfere
Aussage, die dhnlich zur Situation bei der Einzelfehler-Korrektur ist: Fiir die
Korrektur von ¢ Einzelfehlern ist 2¢ + 1 < d,,;, erforderlich und zusammen mit
der Singleton-Schranke d,;, < n — k + 1 folgt 2t < n — k, d.h. die Korrektur
eines Einzelfehlers erfordert 2 Priifstellen. Fiir die Korrektur eines Biindelfehlers
pro Codewort gilt:

Satz 5.11 (Rieger-Schranke). Wenn ein zyklischer (n, k),-Code jeden zykli-
schen Biindelfehler bis zur Ldnge t korrigieren soll, dann muf 2t < n — k bzw.
dquivalent t < |(n — k)/2] gelten.

Beweis: Es seien y,y’ € E" zwei verschiedene Wérter, die auerhalb der ersten
2t Komponenten identisch Null sind. Dann gibt es zwei Biindelfehler e, e’ € F
der Lange < t mit y — y’' = e — €’. Falls y — ¢y’ € C wire, so ergibe sich aus
(y —y')+ € = 0+ e ein Widerspruch zu Definition 5.6. Folglich ist y — y’ & C
und somit sind die Syndrome von y und gy’ verschieden. Also mufl die Anzahl
¢" % der Syndrome mindestens so gro sein wie die Anzahl ¢* der Worter, die
auBerhalb der ersten 2t Komponenten identisch Null sind. |

Die Ergebnisse zur Erkennung und Korrektur von Einzelfehlern und Biindel-
fehlern werden in Tabelle 5.2 zusammengefafit.

Tabelle 5.2. Leistungsfihigkeit zyklischer (n, k, dmin)-Codes

Einzelfehler (Anzahl) Biindelfehler (Linge)
t = Anin — 1

Erkennung t' = n — k garantiert

< n — k bestenfalls (MDS)
dmin -1
b= { 2 J n—=k
Korrektur L t < { 5 J bestenfalls
< - ‘ bestenfalls (MDS)

Einige bekannte gute Codes zur Korrektur eines Biindelfehlers der Lénge
t sind in Tabelle 5.3 angegeben (aus [12]), wobei teilweise die Rieger-Schranke
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angenommen wird. Alternativ ist jeweils nur ein Einzelfehler korrigierbar, wie
aus der Hamming-Schranke folgt. Die Codes werden durch Rechnersuche ge-
wonnen, mit dem Ziel, dafl die Syndrome der Biindelfehler alle verschieden sind.
Weitere Listen mit Generatorpolynomen zu verschiedenen Coderaten finden sich
beispielsweise in [43].

Tabelle 5.3. Gute (n, k)2-Codes zur Korrektur eines Biindelfehlers der Liange < ¢

(n, k) t g(x)
(7, 3) 2| 1+ 22 +23+ 2%
(15,10) |2 | 1+ 2?4+ 2" + 2P
(15, 9) 3| 1423+ 2t 425425
(31,25) |2 |1+at+a2®+ab
(63, 56) 2|1+ + a3+ 2%+ 25+ 27
(63, 55) 3| 1+23+ a0+ a7 + 28
(511, 499) | 4 | 1423+ 2° + 28 + 212
(1023, 1010) | 4 | 1+ 22 + 2 + 25 + 25 + 27 + 210 4 213

Die Codes aus Tabelle 5.3 zur Korrektur eines Biindelfehlers der Lénge ¢t = g
werden jetzt verglichen mit den BCH-Codes aus Tabelle 7.1 zur Korrektur von
t = tg Einzelfehlern: Bei vergleichbarer Coderate und Blocklange gilt t5/2 > tg.
Wie bereits im Anschlufl an Definition 5.5 erwédhnt, bedeutet ein Biindelfehler
der Lénge tg etwa tg/2 Einzelfehler. Fazit: Wenn der Kanal zu Biindelfehlern
tendiert, sind die Codes aus Tabelle 5.3 besser als die BCH-Codes. Wenn um-
gekehrt der Kanal zu Einzelfehlern tendiert, sind die BCH-Codes besser.

In Kapitel 7 werden noch die sehr leistungsfdhigen RS-Codes zur Fehler-
korrektur bei Biindelfehler-erzeugenden Kanélen behandelt. Diese Codes sind
MDS-Codes, sie kéonnen mehrere Biindelfehler pro Codewort korrigieren, die
Coderate bzw. die Korrekturrate kann beliebig vorgegeben werden und es exi-
stieren sehr effiziente Decodierverfahren. Im Vergleich dazu basieren die Codes
aus Tabelle 5.3 und auch die nachfolgend behandelten Fire-Codes auf ziemlich
simplen Methoden mit entsprechend beschrénkter Leistungsfiahigkeit.

Die eben erwdhnten Fire-Codes bilden eine Klasse von Codes mit hoher
Rate, die nicht per Rechnersuche, sondern analytisch konstruiert werden:

Satz 5.12 (Fire-Codes). Es sei p(x) € F,[x] ein primitives Polynom (siehe
Kapitel 6) vom Grad m. Weiter sei t eine Zahl mit t < m, so daf p(z) kein
Teiler von 2?1 — 1 ist. Der Fire-Code wird durch das Generatorpolynom

g(z) = (21 = Dp(x) (5.7.5)

erzeugt mit der Blocklinge n = (2t —1)(¢™ — 1). Der Fire-Code korrigiert einen
zyklischen Biindelfehler der Lédnge t pro Codewort.

Wenn p(x) nur ein irreduzibles Polynom ist, wird mit e die kleinste Zahl
bezeichnet, so dafl p(z) ein Teiler von x¢ — 1 ist. Die Blocklinge wird als n =
(2t — 1)e definiert und ist in jedem Fall die kleinste Zahl n, so daf$ g(x) ein
Teiler von ™ — 1 ist.
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Beweis: Fiir n = (2t — 1)e ergeben sich aus der Summenformel (5.1.2) folgende
Faktorisierungen:

2t—2

e—1
-1 = p@t=De _ 1 — (xe . 1) err _ (x2t—1 . 1) Zx(%—l)r.
r=0 r=0

Da p(z) ein Teiler von z¢ — 1 ist, wird auch 2™ — 1 durch p(x) geteilt. Nach

Voraussetzung ist p(z) kein Teiler von x%~! — 1 und somit muf} p(z) ein Teiler
e—1

von Z 227" sein. Folglich existiert ein h(x) mit
r=0

2" =1 = (" = 1)p(a)h(z) = g(x)h().

Also erzeugt g(x) einen zyklischen Code. Der Nachweis der Minimalitdt von
e bzw. n sowie der eigentliche Beweis zur Biindelfehler-Korrektur findet sich
beispielsweise in [1, 12, 43, 70, 71]. |

Die Anzahl der Priifstellen bei einem Fire-Code betrigt mindestens 3t — 1,
so dafl die Rieger-Schranke nicht angenommen wird.

Beispiel 5.10. (1) Konstruktion eines binédren Fire-Codes zur Korrektur eines
Biindelfehlers der Linge ¢t = 5: Dazu wird p(r) = 1 + x + z° mit minimalem
Grad gewéhlt. Da p(z) primitiv ist, gilt e = 2> — 1 = 31. Dies ist die kleinste
Zahl, so dafl p(x) ein Teiler von x¢ — 1 ist. Es resultiert ein (279, 265)2-Code mit
g(x) = (1 +2°)(1 + 2+ 2°).

(2) Als weiteres Zahlenbeispiel wird noch ¢ = 12 betrachtet: Es sind
mindestens 35 Priifstellen erforderlich und die Blockldnge betrédgt mindestens
n =23- (2% — 1) = 94185, so daB} Fire-Codes in aller Regel als verkiirzte Codes
betrieben werden. [ |

5.8 Nicht-algebraische Decodierverfahren

Auch in diesem Abschnitt wird wieder ein Kanal mit Hard-Decision vorausge-
setzt. Es sind einige Decodierverfahren fiir zyklische Codes bei Soft-Decision
bekannt, die hier aber nicht behandelt werden. Dazu wird beispielsweise auf
[18, 19, 49] sowie auf Abschnitt 11.7 verwiesen. Die Decodierung gliedert sich
bei Hard-Decision immer in die drei folgenden Schritte:

(1) Berechnung des Syndroms s(z) = Rg(y)[y(z)] aus dem Empfangswort y(x).
Dazu wird ein riickgekoppeltes Schieberegister wie in Bild 5.5 verwendet, was
nur einen relativ geringen Verarbeitungsaufwand erfordert, der vergleichbar
zur Encodierung ist.

(2) Ermittlung des Fehlermusters e(x) aus dem Syndrom s(z). Dies ist der auf-
wendigste Schritt in der Decodierung und hier gibt es grofle Unterschiede
zwischen den einzelnen Codeklassen und Decodieralgorithmen.



6. Arithmetik von (Galoisfeldern
und Spektraltransformationen

Fiir die im néchsten Kapitel behandelten hochentwickelten algebraischen Block-
codes sind vertiefte Kenntnisse der algebraischen Grundlagen erforderlich. Fiir
die linearen und zyklischen Blockcodes haben sich die simplen Erkldrungen aus
Abschnitt 3.1 zu Galoisfeldern und Vektorrdumen zwar als ausreichend erwiesen,
aber die RS- und BCH-Codes erfordern ein detaillierteres Verstédndnis wichtiger
algebraischer Strukturen.

Diese Codes sind nicht mehr binér, sondern iiber dem Galoisfeld F,» bzw.
m mit m > 1 definiert. Die Codesymbole sind also hochstufig, d.h. sie werden
nicht durch Bits, sondern beispielsweise durch Bytes reprasentiert. Die RS- und
BCH-Codes weisen gegeniiber den zyklischen Blockcodes eine weitere zusétzliche
algebraische Struktur auf, die als eine Art Bandbegrenzung aufgefafit werden
kann. Mit spektralen Methoden wird die Beschreibung und Analyse der Codes
relativ einfach und iiberschaubar und zudem kann die Decodierung sehr kompakt
und effizient formuliert werden.

Die erforderlichen algebraischen Grundlagen werden in diesem Kapitel be-
reitgestellt. Als Vorteil wird einerseits die Beschreibung der RS- und BCH-Codes
von den mathematischen Hilfsmitteln entkoppelt und andererseits werden die-
se Hilfsmittel erst unmittelbar vor ihrem wirklichen Gebrauch eingefiihrt. Der
an den hochentwickelten algebraischen Blockcodes nicht interessierte Leser kann
die Kapitel 6 und 7 iibergehen, da detaillierte Kenntnisse, beispielsweise zur De-
codierung, in den spéteren Kapiteln nicht vorausgesetzt werden. Lediglich fiir
Kapitel 11 und 12 werden die allgemeinen Parameter der RS- und BCH-Codes
benotigt.

In diesem Kapitel werden die Galoisfelder und insbesondere ihre Arithmetik
konstruktiv bzw. vom Standpunkt des Ingenieurs aus behandelt. Im Vordergrund
stehen dabei die detaillierte Konstruktion und die Struktureigenschaften der
Galoisfelder sowie wichtige spezielle Rechenregeln.

Im Anhang in den Abschnitten A.4 bis A.8 erfolgt eine Einfithrung in die
algebraischen Grundlagen aus einem anderen, stdrker mathematisch orientier-
ten Blickwinkel: Die Definitionen und Sétze werden fiir allgemeine Strukturen
formuliert, beispielsweise werden die Galoisfelder als endliche Korper nur am
Rand als Spezialfall des allgemeinen Korpers behandelt. Im Vordergrund stehen
verschiedene mathematische Existenzbeweise sowie weitergehende abstrakte Be-
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griffsbildungen insbesondere im Bereich der Polynomringe.

Ferner enthélt der Anhang einige Sétze, auf die zwar gelegentlich verwiesen
wird, deren Beweis aber nicht unbedingt nachvollzogen werden mufl. Davon ab-
gesehen kann Kapitel 6 auch ohne den Anhang gelesen werden. Fiir ein besseres
Verstandnis der algebraischen Grundlagen und zum Vergleich verschiedener al-
gebraischer Strukturen sind die Abschnitte A.4 bis A.8 allerdings dennoch sehr
empfehlenswert.

6.1 Einfiihrung in Galoisfelder am Beispiel [,

Ein Galoisfeld I, ist nach Abschnitt 3.1 ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen.
Galoisfelder existieren nur fiir ¢ = p™ mit einer Primzahl p und einer natiirlichen
Zahl m. Praktisch ist fast nur der Fall p = 2 und ¢ = 2™ interessant.

Fir m = 1 kann F, als aus den natiirlichen Zahlen 0 bis p — 1 bestehend
aufgefafit werden:

E,={0,1,2,...,p—1}

Addition und Multiplikation modulo p. (6.1.1)

In Beispiel 3.1 wurde schon gezeigt, dal I so nicht konstruiert werden kann. Fiir
den Fall m > 1 ist eine andere Methode erforderlich, die in diesem Abschnitt
am Beispiel F; demonstriert wird. Nachfolgend werden fiinf Darstellungen eines
endlichen Koérpers mit 4 Elementen entwickelt:

Darstellung (1): Setze F, = {0,1, 2,1 + z}. Dabei ist z eine abstrakte Grofie
mit der Eigenschaft 22 + z + 1 = 0 und es wird modulo 2 gerechnet, d.h. es gilt
beispielsweise

141=0, z42=0, 224+:22=0, 22=1+z

Damit ergeben sich folgende Verkniipfungstafeln fiir Addition und Multiplikati-
on:

+ 0 1 z 1+2 0 1 z  1+z
0 0 1 z 14z 0O |0 O 0 0
1 1 0 14z =z 1 10 1 z 14z (6.1.2)
z z 14z O 1 z |0 =z 14z 1
142z |1+2z =z 1 0 14210 142z 1 z

Hierbei gilt beispielsweise (1 + z)™' = z und 27! = 1 4 2. Man kann alle Eigen-
schaften eines Korpers aus Definition 3.1 verifizieren.

Die Bestimmungsgleichung fiir z darf nicht beliebig vorgegeben werden:
Wenn beispielsweise 22 4+ 1 = 0 gewihlt wird, dann existiert zu 1 + z wegen

(14+2)-0=0,1+2)-1=14+2 (14+2)-2=14+2 (14+2)-(1+2)=0

kein multiplikatives Inverses. [ |
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Darstellung (2): Setze F, = {0,1, z, 22}, d.h. F, besteht aus 0 und den z-
Potenzen von 2" bis 2972, Es ergeben sich die gleichen Verkniipfungstafeln wie
bei Darstellung (1), wobei lediglich 1 + z durch 2? ersetzt wird:

+10 1 =z 22 0 1 2z 22
010 1 =z 22 0/(0 0 0 O
1|1 0 2% 2 10 1 = 22 (6.1.3)
21z 22 0 1 210 z 22 1
2022 2z 1 0 210 22 1 =z

Beispielsweise gilt 23 = 222 = 2(2 + 1) =22+ 2z =1und 272 = (2?)7! = 2.
Allgemein entspricht die Multiplikation in F; der Exponenten-Addition modulo
3 in den natiirlichen Zahlen:

Zi Y g Zi—i—r modulo (q—l)' (614)
Da alle z-Exponenten modulo (¢ — 1) betrachtet werden konnen, kann F; auch

als aus 0 und der Menge aller z-Potenzen bestehend aufgefaflt werden. ]

Darstellung (3): Mit der direkten Entsprechung ko + k12 = (ko, k1) kann auch
E, = {00,10,01, 11} gesetzt werden. Der Darstellung (1) entsprechen dann fol-
gende Verkniipfungstafeln fiir bindre Vektoren der Léange 2:

+00 10 01 11 . 100 10 01 11
00|00 10 0 11 0000 00 00 00
1010 00 11 01 10/00 10 01 11 (6.1.5)
01|01 11 00 10 0100 01 11 10
1111 01 10 00 11/00 11 10 01

Die Addition in F; entspricht hier der komponentenweisen Vektoraddition. W

Darstellung (4): Schlielich kann auch Fy, = {A, «, 7, 7} gesetzt werden:

+1A o 7T 7 A o T o7
AlA o 7T 7 AlA A A A
ala A w7 alA a 7T 7w (6.1.6)
7|7 1 A « TIA 7T © «
m|lm 7T a A T|lA ™ o 7

Beispielsweise gilt fiir das Distributivgesetz
Na+m)=7T-T=r=T+a=T-a+7-m.

Hiermit soll deutlich werden, daf§ es vollig unwichtig ist, wie die 4 Elemente aus
[F, bezeichnet werden oder was die 4 Elemente sind, sondern es ist einzig wichtig,
wie die beiden Verkniipfungsoperationen definiert sind. |

Darstellung (5): Das Polynom p(z) = 2* + x + 1 € Blz]; hat in E, = {0,1}
keine Nullstelle, da p(0) # 0 und p(1) # 0 gilt. Die Grofle z ist eine Nullstelle
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von p(z), d.h. p(z) = 0. E; ist ein Korper, der einerseits F, als Teilkorper und
anderseits die Nullstelle z von p(z) enthélt. Es wird gleich noch gezeigt, dafi F,
sogar der kleinste Korper ist, der F als Teilkorper und alle Nullstellen von p(x)
enthélt.

F, kann nochmals anders interpretiert werden, ndmlich als Menge aller Poly-
nome modulo p(z) bzw. als Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus F, vom
Grad <1 (siehe dazu auch Beispiel A.13):

B= {Raponlf(@)] | /(@) € Blo]} (6.1.7
:{0,1,JI,ZL’+1} = I[:‘2[‘7:]1' (618)

Das Rechnen mit Polynomen modulo p(z) = 2% 4+ z + 1 ist vollig fquivalent mit
dem Rechnen in {0, 1, z, z+1} bzw. {0, 1, 2, 22} mit der definierenden Eigenschaft
22+ 2+ 1 =0, denn es sind lediglich  und z zu vertauschen. Beispielsweise
ergibt sich aus z(x + 1) = 22 + 2 = 1 modulo p(x) das Ergebnis

27t =2+ 1 modulo p(x), (z+1)"' =2z modulo p(z).

Das kann auch als Ry, ,)[z + 1] = 27" geschrieben werden. In Kapitel 5 und auch
zukiinftig ist mit R, [f(x)] € F[]n—1 stets ein Polynom mit Koeffizienten
aus [, vom Grad kleiner als Grad p(z) = m gemeint. Bei der Darstellung (5)
erzeugt dagegen die Rechnung modulo p(z) das Galoisfeld [, aus dem Galoisfeld
[,. Dies ist freilich kein Widerspruch, wie in Abschnitt A.8 ausfiihrlich erklart
wird. Damit es hier aber dennoch zu keinen weiteren Verwirrungen kommt, wird
zukiinftig die Darstellung (5) nicht weiter verwendet.

Fiir die Gleichheit von (6.1.7) und (6.1.8) ist nur der Grad von p(z) =
r? + x + 1 relevant, aber fiir die Existenz der multiplikativen Inversen muf p(x)
irreduzibel (unzerlegbar) sein. Wie bei Darstellung (1) bereits erklért, entsteht
durch p(x) = 2% + 1 kein Kérper. |

Es wird jetzt die Darstellung (1) oder (2) vorausgesetzt. Durch elementare
Rechnung ergibt sich

(x—2)(r—2*) = 2 +a(P+2)+2-22 = 2°+2+1 = p(x). (6.1.9)
Das Polynom p(x) ist irreduzibel {iber [, aber in Fy zerfillt p(z) vollstindig in
Linearfaktoren und mit der ersten Nullstelle z liegt auch die weitere Nullstelle
22 in F,. Weiter gilt

(z-2")(2—-2Y) 2 -2 = (z+ 1)@ +a+1) = 2° -1, (6.1.10)

d.h. das Produkt iiber alle Linearfaktoren zu den z-Potenzen ergibt das Polynom
x4t —1.
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6.2 Konstruktion von E;~ aus F,

Es wird jetzt immer vorausgesetzt, dafl p eine Primzahl ist. Als Teilmenge der
natiirlichen Zahlen bildet die Menge E, = {0,1,...,p — 1} mit Addition und
Multiplikation modulo p ein Galoisfeld mit p Elementen.

In Abschnitt A.4 wird [, als Korper nachgewiesen, was auch hier schnell
gezeigt werden kann: Der einzig kritische Punkt ist die Existenz der multiplika-
tiven Inversen und nur hierbei wird von der Voraussetzung Gebrauch gemacht,
daB p eine Primzahl ist. Fiir a € [, mit a # 0 ist die Existenz eines s € [, mit
a-s =1 zu zeigen. Da p eine Primzahl ist, sind a und p teilerfremd. Also ist
1 der grofite gemeinsame Teiler von a und p, der sich nach dem Euklidischen
Algorithmus (Satz A.8, siehe (A.7.4)) als Linearkombination von a und p dar-
stellen 1a8t, d.h. es existieren s, € F, mit 1 = GGT(a,p) = s-a+t-p. Somit
folgt a - s = 1 modulo p.

Entsprechend der Darstellung (1) aus dem vorangehenden Abschnitt wird
[, mit ¢ = p™ wie folgt eingefiihrt:

Definition 6.1. Es sei p(z) = pg + p1z + -+ + pp12™ ' + 2™ € F,[z], ein
normiertes irreduzibles Polynom vom Grad m mit Koeffizienten aus [,. Ferner
sei z eine abstrakte Nullstelle von p(z), d.h.

p(2) = po+pizt-dppa2" T 2" = 0. (6.2.1)

Das Galoisfeld F, mit ¢ = p™ besteht aus der Menge aller Linearkombinationen

0 m—1.
m—1
Em = a; 2"
=0

von 2°, ...,z
Die Addition und Multiplikation zwischen den Elementen von F,m sind durch
p(z) = 0 eindeutig bestimmdt.

ag,...,0m—1 € ]Fp} . (622)

Offensichtlich besteht F,» aus ¢ = p™ Elementen. Ferner gilt F, C FEm,
indem a; = ... = ap—1 = 0 gesetzt wird. F,» wird auch als Erweiterungskorper
(extension field) von [, bezeichnet und umgekehrt heifit F, Teilkorper (subfield)
bzw. Primkérper.

Die Menge F,» kann sowohl aufgefafit werden als Menge aller Polynome
vom Grad < m — 1 in der Variablen z mit Koeffizienten aus F, wie auch als
Menge aller Vektoren der Linge m mit Koeffizienten aus F,. Mengenmiflig ohne
Berticksichtigung der Verkniipfungsoperationen gilt also:

Fpn = Bemy = (B)™ (6.2.3)

Allerdings ist F,[z],,—1 ein Polynomring, der multiplikativ nicht abgeschlossen
ist, weil bei der Multiplikation hohere Grade entstehen. Im Vektorraum (I,)™
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ist iiberhaupt keine Multiplikation erklart. Entscheidend ist also die Erklarung
der Verkniipfungsoperationen derart, dafl F,» tatséchlich einen Korper bildet.
Fiir die néichsten Uberlegungen werden die Addition und Multiplikation in
E,» mit @ und © bezeichnet — spéter werden wieder die normalen Operations-
zeichen + und - verwendet. Die Addition in F,~ ist komponentenweise wie die
Addition von Polynomen bzw. wie die Addition von Vektoren zu verstehen:

<i az) @ <i a;z") = i(ai +aj)z". (6.2.4)

=0

Dabei ist a; + a] die Addition modulo p in F,. Die Multiplikation in E,~ kann
nicht direkt wie eine Polynom-Multiplikation erklart werden, weil dabei héhere
Grade als m—1 entstehen, sondern wird als Multiplikation modulo p(z) definiert:

m—1 m—1 2(m—1) i
(Zaizi) @(Za;zi) = Ry Z (Zaja;_j) 2 (6.2.5)

i=0 i=0 i=0 j=0

Die Ausdriicke }_; a;a;_; werden wieder in F, berechnet und entsprechen der
Faltung. In den eckigen Klammern steht das Ergebnis einer normalen Polynom-
Multiplikation und durch die Rechnung modulo p(z) entsteht ein Polynom in z
vom Grad < m — 1 und somit ein Element von F,=. Die Rechnung modulo p(z)
bedeutet, dafl p(z) durch Null ersetzt wird. Alle Potenzen z" mit r > m koénnen
durch eine Linearkombination von 2°,...,2™! ausgedriickt werden, d.h. alle
Potenzen von z sind ebenfalls Elemente von F,m:

m—1
2= — E piz" € Fym,
=0
m—1
Zm—l—l :Z®Zm — 2 :piZH_l
=0
m—1 m—1
i
= - E Pi—-12° — Pm—-1 | — 5 Diz
i=1 i=0
m—1

= (PiPm—1 — Di-1)2" + PoPpm-_1 € Eym.
i=1

In dieser Weise konnen alle hoheren z-Potenzen immer als Linearkombinationen
der Potenzen 2°, ..., 2™ ! ausgedriickt werden und damit kann die Multiplika-
tion (6.2.5) konkret ausgefiihrt werden.

Die Menge F,» mit den erklérten Operationen & und © erfiillt offensichtlich
alle Eigenschaften eines Koérpers mit Ausnahme der Existenz der multiplikativen
Inversen. In Abschnitt A.8 werden diese sogenannten Polynom-Restklassenringe
genauer behandelt. Um die Existenz der multiplikativen Inversen zu sichern,
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kommt die Voraussetzung aus Definition 6.1 zum Tragen, dal p(z) ein irredu-
zibles Polynom ist. Nach Satz A.9 ist die durch (6.2.1) gegebene Menge genau
dann ein Korper, wenn p(z) irreduzibel ist. Der Beweisteil “p(x) irreduzibel
= multiplikative Inverse existieren” ist fast vollkommen identisch mit der am
Anfang dieses Abschnitts gezeigten Aussage “p Primzahl = F, Koérper”.

Der Begriff irreduzibel bezieht sich immer auf einen bestimmten Korper, wie
mit Beispiel A.8 demonstriert wird. Insbesondere ist zwischen der Irreduzibilitét
tiber |, bzw. iiber F,» zu unterscheiden. Das Polynom p(z) € F,[z] aus Definition
6.1 ist irreduzibel iiber F,, d.h. es zerfallt nicht in Polynome mit Koeffizienten
aus F,. Dagegen ist p(x) iiber F,m reduzibel — p(x) zerfillt sogar vollstandig in
Linearfaktoren mit Koeffizienten aus F,~, wie noch gezeigt wird.

Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl m gibt es mindestens ein
Polynom vom Grad m mit Koeffizienten aus F,, das iiber F, irreduzibel ist, was
hier allerdings nicht bewiesen wird. Damit ist die Existenz von Galoisfeldern F,m

gesichert.
Es ist erforderlich, die Elemente von Galoisfeldern nicht nur als Linearkom-
binationen von 2%, ..., 2™"! wie in Definition 6.1 bzw. wie in der Darstellung (1)

aus Abschnitt 6.1 repriasentieren zu konnen, sondern auch als z-Potenzen ent-
sprechend der Darstellung (2) aus Abschnitt 6.1. Jede z-Potenz ist wie gesehen
ein Element von F,~». Damit aber umgekehrt auch jedes Element von [~ als
z-Potenz représentiert werden kann, mufi das Polynom p(z) noch einer zusétzli-
chen Forderung geniigen. Der folgende Satz fithrt dazu den Begriff des primitiven
Polynoms ein, das eigentlich besser erzeugendes Polynom heiflen sollte:

Satz 6.1. Zu jeder Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl m existiert ein pri-
mitives Polynom p(x) € E,[z],,, vom Grad m mit Koeffizienten aus F,, das irre-
duzibel iber I, ist und folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir jede abstrakte Nullstelle z von p(x), also p(z) =0, sind die n = p™ — 1
Elemente 2,22, ..., 2" 2" alle verschieden mit 2" = 2° = 1. Die Nullstelle z
heifit primitives Element bzw. erzeugendes Element fiir die multiplikative Grup-
pe von Eym. Fir Em ist neben der bereits aus (6.2.2) bzw. (6.2.6) bekannten
Komponentendarstellung auch die Exponentendarstellung (6.2.7) méglich:

m—1

Fpm = { Z CLZ‘Zi ag,...,Am—1 € Fp} (626)
i=0

= {0,2,22,23,...,2”_1,2":zozl}. (6.2.7)

Dabei wird modulo p und modulo p(z) gerechnet. Bis auf Isomorphien (Umbe-
nennungen) gibt es zu jedem q = p™ nur ein einziges eindeutig bestimmtes Ga-
loisfeld und fiir alle anderen Werte von q kann prinzipiell kein endlicher Kérper
existieren.

Die Existenz primitiver Polynome, bei denen also die Potenzen einer Null-
stelle alle Elemente des Galoisfeldes (abgesehen von 0) liefern, wird hier nicht
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bewiesen. Primitive Polynome sind in Tabelle 6.1 angegeben. Fiir m > 2 gibt
es jeweils mehrere primitive Polynome (die man in anderen Tabellen finden
kann), die aber weitgehend als dquivalent anzusehen sind. Die in den modernen
Kommunikationssystemen heute angewendeten hochentwickelten algebraischen
Blockcodes basieren fast alle auf dem binéren primitiven Polynom vom Grad 8
bzw. auf dem Galoisfeld Fy56. In Kapitel 7 wird sich noch zeigen, dafl bei grofieren
Werten von m sehr schnell astronomische Blockldngen n = p™ — 1 resultieren
(der Fall n = ¢ — 1 bei g-stufigen Symbolen wird primitive Blockldnge genannt).

Tabelle 6.1. Primitive Polynome iiber [, bis zum Grad 24

m [p(@) m [p(@)

1 |z+1 1B3laB 4+t +23+2+1
2 |22 +x+1 4|+ 294+ + 241
3|t +a+1 15| 2P +2+1

4 |zt 4241 16 |20 +22 422+ 241
5 | x°+a2+1 172" +23+1

6 |20 +x+1 18 |2+ 27 +1

7T 2"+23+1 192942 +22+2+1
8 a8+t + a3 +22+11(20] 2P0 +23+1

9 |22+ +1 21 | 22t + 22 + 1

10| 20+ 2341 22 |22+ +1
1|zt + 2241 23 | 2B + 2% +1
12|22+ 42t +1 || 24|22 +2"+22+2+1

In der Komponentendarstellung (6.2.6) ist die Addition besonders einfach,
indem wie bei (6.2.4) die Koeffizienten komponentenweise addiert werden. In der
Exponentendarstellung (6.2.7) ist die Multiplikation besonders einfach, indem
die Potenzen modulo n in den natiirlichen Zahlen addiert werden:

Zi - Z(i-l-?“) modulo n _ ZRn[i-i-r}‘ (628)
Ausfiihrliche Beispiele zur Rechnung in Galoisfeldern mit ¢ = 2™ enthélt der
iiberndchste Abschnitt, so dafy dort alle Aussagen aus diesem und dem néchsten
Abschnitt zu den Eigenschaften und zur Arithmetik der Galoisfelder zusam-
menhéngend demonstriert werden kénnen. An dieser Stelle werden deshalb nur
einige einfache Beispiele behandelt:

Beispiel 6.1. (1) Betrachte erneut F, mit n = 3 wie in Abschnitt 6.1. Das
Polynom p(x) = z* + z + 1 ist irreduzibel und dariiber hinaus sogar primitiv
(siehe auch Tabelle 6.1), denn fiir z mit p(z) =0 gilt 22 = 2+ 1 und 2* = 1.

(2) Auch in einem Primkérper ist die Exponentendarstellung moglich. Be-
trachte dazu F; mit n = 6. Ein primitives Polynom ist beispielsweise p(z) =
x—3 =x+4, denn es gilt fiir die Nullstelle z:

z=3
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22=9 = 2

P =222 =6

A=z =18 =14
P=z.2'=12=5
HB=z.25=15=1= 2"

Dagegen ist p(z) = x — 2 kein primitives Polynom:

= ZO.

z =2
22 =4
HA=8=1

Es ist also notwendig, die Eigenschaften und insbesondere die Anzahl der pri-
mitiven Elemente und primitiven Polynome noch genauer zu untersuchen. W

Satz 6.2. Es gelten folgende Eigenschaften in F, mit ¢ = p™:
(1) In Em gilt generell: 1+1+---4+1=0.
—_—

p mal
2) Fiir jedes a € E,m gilt:
( p

a’=a ; a"=1fira#0 ; ad=a & ackh,. (6.2.9)

(4) Fiir beliebige Polynome h(z) € Em[z] und natirliche Zahlen r gilt:

T

[h(x)]q = h(zT). (6.2.11)

T

Fiir h(z) € E,[z] gilt also insbesondere [h(x)r = h(x?").

Beweis: “(1)” ist klar, da modulo p gerechnet wird: E, C E,m.

“(2)” Jedes a # 0 ist als a = 2" darstellbar und dann gilt o = (2")" =
(2")" = 1" = 1 und somit gilt a? = qa fiir alle a. Fiir a € E, gilt folglich a” = a.
Also sind alle p Elemente von [F, Nullstellen von 2 — . Da dieses Polynom aber
maximal p Nullstellen haben kann, kann a € F,m \E, keine Nullstelle von 2?7 — x
sein.

“(3)” Fiir a,b € E, wire die Aussage trivial. Die binomische Formel (A.2.2),
die hier in der Form

p—1
p S
D =a” + 0+ i
(a+0b)F =a’ + 0" + <Z)a

=1
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geschrieben wird, gilt auch fiir a,b € E,n, wobei die Binomialkoeffizienten als
natiirliche Zahlen modulo p zu verstehen sind. Da p als Primzahl keine Teiler

-1
hat und der gesamte Quotient p = M
i il (p—1)!

eine natiirliche Zahl ist, mufl

der Nenner ein Teiler von (p—1)! sein und somit folgt P} — 0 modulo p. Somit
i

gilt (a + b)? = a? + b* in E,m. Durch mehrfache Anwendung ergibt sich

-1 -1
(s pr

(a+b)P = ((a+b)P>p = (ap+bp> =..=ad" + V.

“(4)” Die Verallgemeinerung auf beliebige Summen mit h; € F,m ergibt:

q
x)? = (Z hixi) = Z hiz'l = Z hiz'l = h(x9)
und die mehrfache Anwendung ergibt (6.2.11). |

Beispiel 6.2. (1) Die besondere Bedeutung von (6.2.11) liegt darin, daf fur
h(z) € Byjx] mit h(a) = 0 auch h(a?") = 0 gilt, d.h. mit einer Nullstelle sind
sofort weitere Nullstellen durch Potenzierung bekannt.

(2) Fiir F, gilt beispielsweise (1 + z + 2°)* = 1 + z* + 2°* und generell
(1+x)* =1+2% fiir alle natiirlichen Zahlen r.

(3) Fir h(z) € Em[z] gilt nicht immer h(xz)? = h(z?)! Als Gegenbeispiel
dient h(z) =z + 2z € Fy: h(2)? = (v + 2)? = 2% + 2% # 22 + 2 = h(2?). Jedoch
gilt h(z)* = h(z?) = 2* + 2. |

Satz 6.3. Es sei p(z) € E,[x],, ein primitives Polynom vom Grad m und z ein
primitives Element fir E,m und n = p™ — 1. Dann sind die Nullstellen von p(x)
alle verschieden und explizit durch die z-Potenzen wie folgt gegeben:

m—1
= [[@-=") (6.2.12)
=0

Uber B, ist p(z) also irreduzibel, wihrend es iber Bym vollstindig in Linearfak-
toren zerfdllt. Auch das Polynom " — 1 zerfdllt iber F,m vollstdndig in Linear-
faktoren, wobei die n Nullstellen genau F,m\{0} ergeben:

=1 = ﬁ(x — 2. (6.2.13)

Entsprechend ergeben die Nullstellen von x7 — x genau Bym. Die z* werden als
n-te Einheitswurzeln, 2™ — 1 als Kreisteilungspolynom und [~ als Kreistei-
lungskorper oder Zerfallungskorper (splitting field) bezeichnet. Das primitive
Polynom ist ein Teiler des Kreisteilungspolynoms.
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Beweis: “(6.2.12)": Fiir p(z) € Fy[z] gilt p(2*') = p(z)*" = 0”" = 0 nach Satz
6.2(4). Die 2*" sind also Nullstellen von p(z). Fiir 0 < i < m — 1 gilt 0 <
pt < p™ ! < p™ —1 = n und somit sind die m Nullstellen gemifl Satz 6.1 alle
verschieden. Geméaf Satz A.6(3) muf p(x) dann in Linearfaktoren wie angegeben
zerfallen.

“(6.2.13)”: Auch die 2’ mit 0 < i < n—1 sind gem#f Satz 6.1 alle verschieden
sowie jeweils Nullstelle von 2" — 1. Mit dem gleichen Schlufl wie zuvor folgt
(6.2.13). Aus (6.2.12) und (6.2.13) folgt sofort, dafi p(z) ein Teiler von 2" — 1
ist. |

Der Begriff “Kreisteilung” resultiert aus den komplexen Zahlen, denn die
Potenzen von z = exp(j2m/n) = cos(2mw/n) + jsin(2w/n) ergeben die n-ten
Einheitswurzeln, da z" = exp(j27) = 1 sowie (2")" =1 gilt.

Auch iiber F, ist 2" — 1 reduzibel, da 1 eine Nullstelle ist und nach Satz A.6
der Linearfaktor  — 1 somit ein Teiler ist (siehe auch (5.1.2)). Uber den weite-
ren Zerfall von " — 1 sind aber keine allgemeinen Aussagen moglich. Keinesfalls
zerféllt " — 1 vollsténdig in Linearfaktoren iber F,, da 2" — 1 den irreduziblen
Faktor p(x) enthélt. Beispielsweise gilt in [, folgender Zerfall in irreduzible Fak-
toren:

2~ 1=+ 1D)(2*+x+1),

2T —1=(x+ 1)@ +2+1)(@" +2%+ 1),

2P 1=+ D)@ +z+ 1)@ +2° + 2 + 2+ 1)
vt o+ 1) (2t +2* + 1),

Im néchsten Abschnitt wird der Zerfall von 2™ — 1 noch genauer untersucht. Der
folgende Satz enthélt eine dquivalente Kennzeichnung primitiver Polynome:

Satz 6.4. Es sei p(x) € B,[z],, ein irreduzibles Polynom vom Grad m. Dann
qilt:

p(x) dst primitiv <= p™ — 1 =min{l € N | p(z) teilt x' —1}. (6.2.14)

Beweis: “=": Nach Satz 6.3 ist p(x) ein Teiler von 2™ — 1. Wenn p(z) auch ein
Teiler von 2! — 1 fiir [ < n wiire, so wiirde a(z)p(z) = 2! — 1 mit passendem
a(z) € F,[z] gelten. Fiir das primitive Element z mit p(z) = 0 folgt dann 2! = 1,
was der vorausgesetzten Primitivitdt von p(z) widerspricht. Also ist p(x) kein
Teiler von ! — 1.

“<": Gegenannahme: p(z) ist nicht primitiv. Dann existiert ein w € Em
mit p(w) = 0 und w! = 1 fiir [ < n. In Satz 6.7 wird noch gezeigt, daf} ein

m—1
irreduzibles Polynom von der Form p(z) = H(x —wP") ist, d.h. p(z) hat m
. i=0
Nullstellen w?*. Wichtig ist dabei, da8 diese Nullstellen alle verschieden sind.
Nach dem Divisionstheorem Satz A.4 existieren Polynome «a(z) und r(x) mit

o' —1=a(z)p(@) +r(x) mit Grad r(z) < m.
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Wegen (w?')! = (w')”" = 1 hat r(z) also m verschiedene Nullstellen und somit
muB r(z) = 0 gelten. Also ist p(z) ein Teiler von x! — 1, was der Voraussetzung
widerspricht. Somit war die Gegenannahme falsch und p(z) ist primitiv. [ ]

Definition 6.2. Fira € E,m\{0} heifit
(a) ={a' | i=1,2,3,...} = {a',d® d®, ..., a"@} (6.2.15)

die von a erzeugte multiplikative Gruppe und die Mdchtigkeit Ord(a) = |(a)]
heifft Ordnung von a. Speziell gilt (1) = {1}.

Die Menge (a) bildet beziiglich der Multiplikation offensichtlich eine Gruppe:
Beispielsweise folgt die Abgeschlossenheit aus a*-a/ = a**/ und a™~ ist invers zu
a'. Natiirlich ist (a) eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe G = F,»\ {0}
mit der Méchtigkeit |G| = n = p™ — 1. Nach Satz A.3 gilt:

a®@ =1 | Ord(a) ist ein Teiler von n = p™ — 1. (6.2.16)
Nach Satz 6.1 erzeugt das primitive Element definitionsgeméf3 die multiplika-
tive Gruppe: (z) = G. Die Ordnung primitiver Elemente ist natiirlich n. Je-
des Element ungleich Null des Galoisfeldes ist von der Form z'. Auch 2! ist
ein primitives Element, wenn es die multiplikative Gruppe erzeugt, d.h. wenn
(Y ={"]i=1,2,3,...} = G gilt. Aus einem primitiven Element konnen alle
weiteren primitiven Elemente sehr einfach wie folgt bestimmt werden:

Satz 6.5. Es sei z ein primitives Element fiir Eym und es sein = p™ — 1. Dann
sind genau diejenigen z-Potenzen ebenfalls primitive Elemente, deren Potenz
teilerfremd zu n ist:

2! ist primitives Element <= GGT(l,n) = 1. (6.2.17)

Es sei n = pi'---ps die Primfaktorzerlegung von n. Dann gibt die Eulersche
e-Funktion (Euler’s totient function)

o(n) = n (1 - pil) (1 - pi) (6.2.18)

die Anzahl der primitiven Elemente von Eym an. Es wird p(1) = 1 vereinbart.

Die Aussage (6.2.17) folgt aus Satz A.3. Fiir den Beweis von (6.2.18) siche
z.B. [48].
Beispiel 6.3. Beispiele zu den von 2! erzeugten Untergruppen der multiplika-
tiven Gruppe werden noch ausfiihrlich in Abschnitt 6.4 behandelt. Hier werden
nur die primitiven Elemente betrachtet:

(1) 2 hat ¢(3) =3 El - %; = 2 primitive Elemente: z, 22.

(2) Fys hat (7)) =7 (1 — =

3 4 .5 .6
= .

= 6 primitive Elemente: z, 22, 23, 24, 2°, 2
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(8) B hat ¢(15) = ¢(3-5) = 15(1 — %) (1 — %) = 8 primitive Elemente:
5 52 LA LT 8 L1113 14

(4) s hat ©(255) = @(3-5-17) = 255(1—5) (1—4) (1 —5) = 128
primitive Elemente.

(5) B hat ¢(6) = ¢(2-3) = 6(1—3) (1 —3) = 2 primitive Elemente,
néimlich 2z = 3 nach Beispiel 6.1(2) und 2° = 3% = 5, weil GGT(4,6) = 1 nur fiir
t =1 und ¢ =5 gilt. |

6.3 Minimalpolynome und konjugierte Elemente

Fiir die Darstellung und die Analyse der BCH-Codes sind die Kenntnisse {iber die
Struktureigenschaften und die Arithmetik von Galoisfeldern noch zu vertiefen.
Der nachfolgend eingefiithrte Begriff der Aquivalenz wird auch in Abschnitt A.4
diskutiert, dort allerdings in allgemeiner Form:

Definition 6.3. Zwei Elemente a,b € F,m heiffen konjugiert zueinander mit
der Schreibweise a ~ b, wenn a = P mit passendem r gilt. Damit wird eine
Aquivalenzrelation eingefiihrt, d.h. es gilt:

(1) Fir alle a € Eym gilt: a ~ a (Reflexiv).
(2) Fiir alle a,b € Eym gilt: a ~ b = b~ a (Symmetrisch).
(3) Fiir alle a,b,c € Eym gilt: a~b N b~c = a~ c (Transitiv).

Die Aquivalenzrelation impliziert Aquivalenzklassen, d.h. die Mengen der in Re-
lation zu einem Element a stehenden Elemente b:

[a] :{b| bwa}:{a,ap7ap2’ap37,..}. (631)
Mit |[a]| wird die Anzahl der Elemente einer Aquivalenzklasse bezeichnet.

Die Eigenschaften a € [a], [0] = {0} und [1] = {1} sind offensichtlich. Jedes
Element einer Aquivalenzklasse kann als Erzeuger der Aquivalenzklasse dienen,
d.h. b € [a] impliziert [b] = [a]. Die Aquivalenzklassen bilden eine disjunkte
Zerlegung von F,». Die Symmetrie ist leicht einsehbar, denn aus a = b folgt

m—r

" = (bp’")p " =t =,

Entsprechend ist die Transitivitit nachweisbar.
Fiir ein Element 2! ist die Aquivalenzklasse [z!] der Michtigkeit s von der
Form

2 3 —1
[zl] = {zl,zlp,zlp L AL

1. (6.3.2)

Die Mengen {l,Ip,Ip* ip3, ..., Ip°*~ '} werden auch als zyklotomische Nebenklas-
sen bezeichet.
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Die Aquivalenzklassen der konjugierten Elemente sind nicht zu verwechseln
mit den in Definition 6.2 eingefiihrten multiplikativen Gruppen. Die Aquivalenz-
klassen sind normalerweise weder additive noch multiplikative Gruppen. Fiir die
Méchtigkeiten wurde mit (6.2.16) notiert, dal |(a)| ein Teiler von n = p™ — 1
ist, wihrend in Satz 6.7 |[a]| noch als Teiler von m nachgewiesen wird.

Offensichtlich gilt [a] C (a). Fiir a ~ b bzw. [a] = [b] gilt a = b". Fiir
beliebiges 7 gilt dann a' = " und damit o’ € (b) und folglich (a) C (b). Wegen
der Symmetrie folgt schlieBlich (a) = (b). Damit ist folgender Satz nachgewiesen:

Satz 6.6. Zwei zueinander dquivalente Elemente haben die gleiche Ordnung und
erzeugen die gleiche multiplikative Gruppe:

a~b bzw. [a] =[] = (a)= (D). (6.3.3)

Die Aquivalenzklassen der konjugierten Elemente bilden also eine Verfei-
nerung der erzeugten multiplikativen Gruppen. Natiirlich haben die Elemente
einer multiplikativen Gruppe nicht alle die gleiche Ordnung, da jede multiplika-
tive Gruppe das Einselement mit der Ordnung 1 enthélt.

Ein weiteres Beispiel fiir Aquivalenzklassen stellt die Zerlegung des Raums
F" der Empfangsworter in Nebenklassen gem&fi Abschnitt 4.6 dar. Allerdings
hatte dort jede Nebenklasse die gleiche Michtigkeit, was fiir die Aquivalenzklas-
sen der konjugierten Elemente nicht gilt.

Satz 6.7. Fir die Aquivalenzklassen der konjugierten Elemente und die damit

verbundenen Polynome gelten folgende Aussagen:

(1) Zu jedem a € F,m gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom f,(x)
minimalen Grades mit Koeffizienten aus F,, das a als Nullstelle hat. f,(x)
15t irreduzibel und wird als Minimalpolynom bezeichnet.

(2) Zwei zueinander konjugierte Elemente haben das gleiche Minimalpolynom:

a~b = fu(z)= fi(v). (6.3.4)

Man kann also vom Minimalpolynom einer Aquivalenzklasse sprechen mit
der Schreibweise fo(x) = fiq(x).

(8) Der Grad des Minimalpolynoms entspricht der Mdchtigkeit der Aquivalenz-
klasse und ist ferner ein Teiler von m:

Grad fig(x) = [[a]| teilt m. (6.3.5)

(4) Das Minimalpolynom kann explizit berechnet werden:

a1 |
fa(@) = [J@=v =] (z—a). (6.3.6)
be(a] =0

(5) Alle Minimalpolynome von E,m bilden genau die irreduziblen Faktoren des
Kreisteilungspolynoms x™ — 1.
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(6) Wenn f(z) € E,[z] eine Nullstelle a € Em hat, dann ist f(x) ein Vielfaches
des Minimalpolynoms fiq(x). Wenn zusdtzlich f(x) irreduzibel ist, dann gilt
sogar £(z) = fig(2).

Jedes irreduzible Polynom f(x) mit einer Nullstelle a € Fym ist ein Teiler
von " — 1 und Grad f(z) ist ein Teiler von m.

Natiirlich darf f,(x) keine Koeffizienten aus F,» haben, denn dann kénnte einfach
fa(x) = x — a gewdhlt werden. Das Minimalpolynom zu a = 2" ist von der Form

fion(@) = ]I (@ ==7). (6.3.7)

Beweis: “Existenz”: Nach Satz 6.3 ist f,(x) = 27 — = ein Polynom mit Koeffizi-
enten aus [, das jedes a € E,» als Nullstelle hat.

“Eindeutigkeit”: Es seien f(z), f'(z) € B[z] mit f(a) = f'(a) = 0 zwei
Polynome gleichen und zusétzlich minimalen Grades. Nach Satz A.4 existieren
Polynome a(z),r(z) € E,[z] mit

f'(z) =alx)f(x) +r(x) mit Grad r(z) < Grad f(x).

Fir z = a folgt r(a) = 0, was der vorausgesetzten Minimalitdt der Grade
widerspricht. Also folgt 7(z) = 0 und somit unterscheiden sich f(z) und f’(z)
allenfalls um eine Konstante a(r) = «p. Da Minimalpolynome normiert sein
sollen, ist das Minimalpolynom also eindeutig bestimmt.

“Irreduzibilitat”: Bei einem Zerfall f,(z) = fi(z)f2(z) folgt aus f,(a) =0
entweder fi(a) = 0 oder fy(a) = 0. Wegen der Minimalitiat der Grade folgt dann
aber entweder fi(z) = fu(x) oder fo(x) = f.(x).

“|[a]] teilt m”: Es sei s = |[a]|, d.h. [a] = {a”’,a”",a”,... ¢ '}. Klar ist
suniichst a” = a = o, denn sonst wire a” ein weiteres Element aus [a].
Deshalb gilt auch

1 2 s—1 s
la] = {a” ,a",...;a" " d" }. (6.3.8)
Wegen a?” = a"™! = a folgt s < m. Fiir m = as +r mit 0 < r < s folgt
a:apm = [a(pS)a}pT = |:< << Clps >p8> ...)ps]pT = CLpT.

a
a
'
a

Wegen r < s ist das nach Definition von [a] nur moglich fiir = 0. Also ist s ein
Teiler von m.

“(4)”: Nach Satz 6.2(4) gilt f,(a”") = [fa(a)r = 0" = 0 und somit muf
fa(z) alle Linearfaktoren x — a? enthalten, d.h. f,(z) muB ein Vielfaches von

s—1

h(r) = [Jw =)= [[=t) . 5=l

=0 be[al
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sein. Klar ist h,(a) = 0 und Grad hq(z) < Grad f,(z). Um hy(x) = f.(x)
nachzuweisen, sind lediglich die Koeffizienten von h,(z) in E, nachzuweisen. Dazu
wird vorbereitend zunéchst notiert:

s—1

[ha(x)r = H <.11: — api)p

= |- a” ) nach Satz 6.2(3)

1=0
Tl -
i=1
s—1 _
= H(;Ep —a") nach (6.3.8)
i=0
= ho(2?).

Sei nun h,(x) = Z h;x'. Nach dem vorangehenden Resultat gilt:
i=0

[ha(a:)]p — ha(2?) = Z hea®.

Nach Satz 6.2(3) gilt:

[ha(x)r = [Zj: hixi] ' = Zi: hY ™.

Der Koeffizientenvergleich ergibt h; = h? und nach Satz 6.2(2) gilt h; € T,
Damit ist (6.3.6) bewiesen und somit auch (2) und (3).

“(5)": Bym \ {0} zerfillt in I disjunkte Aquivalenzklassen [ai], ..., [a;] mit
Représentanten a,. Dazu gehoren | Minimalpolynome fq,(2), ..., floy(2), die
jeweils aus Linearfaktoren (x — z') bestehen. Also ist jedes Minimalpolynom
Teiler von 2" — 1 nach (6.2.13). Zwei verschiedene Minimalpolynome enthalten
keine gleichen Linearfaktoren (z — 2%), da die Aquivalenzklassen disjunkt sind.
Somit ist auch das Produkt der Minimalpolynome ein Teiler von 2™ — 1. Wegen

Grad H f[a#}(x) = Z Grad f[a#](x) = Z HaMH

= \Ulad| = [Br\{0}| = n
= Grad (z" — 1)

stimmt das Produkt aller Minimalpolynome mit ™ — 1 iiberein.
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“(6)": Sei f(x) € Ey[x] mit f(a) = 0 fiir @ € E;m. Nach Satz A.4 existieren
Polynome «a(z), r(z) € F,[z] mit

f(z) = a(x) filg(z) + r(z) mit Grad r(z) < Grad fig(z).

Fir z = a folgt r(a) = 0. Da fi(2) minimalen Grad hat, folgt r(z) = 0
und somit ist f(x) ein Vielfaches von fi,(x). Wenn zusétzlich f(z) irreduzibel
ist, folgt aus f(z) = a(x)flq(x) wegen Grad fig(x) > 1 sofort a(z) = 1 bzw.
f(x) = fiq(z). Jedes irreduzible Polynom mit einer Nullstelle in [~ ist also ein
Minimalpolynom und damit ein Teiler von 2™ — 1. |

Eines der Minimalpolynome entspricht dem primitiven Polynom aus (6.2.12),
mit dem F,» konstruiert wurde. Mit z sind auch alle weiteren Nullstellen z** von
p(z) jeweils primitive Elemente, die die Aquivalenzklasse [z] bilden. Dariiberhin-
aus gibt es weitere primitive Elemente, die zu weiteren primitiven Polynomen
fithren, die wiederum als Minimalpolynome in der Faktorisierung von x™ — 1
auftreten. Nach Satz 6.5 ist ¢(p™ — 1) die Anzahl der primitiven Elemente und
somit gilt:

e(p™ —1)

= Anzahl primitiver Polynome vom Grad m iiber EF,. (6.3.9)
m

In Tabelle 6.2 sind dazu einige Zahlenwerte angegeben.

Tabelle 6.2. Anzahl primitiver Elemente und primitiver Polynome in Hm

m 2 3 4 5 6 7 8 16

2m 4 8 16 32 64 128 256 65536
Anzahl primitiver Elemente | 2 6 8 30 36 126 128 32768
1 2 2 6 6 18 16 2048

Anzahl primitiver Polynome

6.4 Beispiele [g, g und 4

Die theoretischen Aussagen aus den Abschnitten 6.2 und 6.3 werden jetzt an-
hand der drei Beispiele Fom mit m = 3,4, 6 illustriert. Bei g sind die Rechen-
operationen noch gut iiberschaubar. Zur Demonstration aller Eigenschaften der
Minimalpolynome ist Fy allerdings noch zu simpel, so dafl auch g und Fgy be-
trachtet werden.

Beispiel 6.4. Fy = Fys mit n = 7. Es gibt ¢(7) = 6 primitive Elemente und
©(7)/3 = 2 primitive Polynome. Nach Tabelle 6.1 wird p(z) = z*+z+1 gewéhlt.
Fiir das primitives Element z gilt also 23 + z +1 = 0 bzw. z*> = z + 1. Durch
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Potenzierung von z ergibt sich:

2L = = z

2?2 = = 22

2 = 241 = z2+1
2= 2242 = 2242

2 = 28422 = (z+1)+ 22 = 22+2+1
2= B2+ = (24+1)+22+2 = 22+1
2= B4z = (z+1)+=2 = 1=2z"

Somit gilt fiir die Komponenten- und Exponentendarstellung;:

Fs={0,1,2,14+ 2 2% 1+ 2% 2+ 2% 14+ 2+ 2%}
= {k0+k12+k222 | ko, k1, ke € B}

=1{0,1,2,2% 2% 2% 2° 2%}
Verkniipfungstafeln fiir die Komponentendarstellung;:

+ 1000 100 010 001 110 O11 111 101
000 | 000 100 010 001 110 O11 111 101
100 | 100 000 110 101 010 111 011 001
010 { 010 110 000 011 100 001 101 111
001 {001 101 011 00O 111 010 110 100
110|110 010 100 111 000 101 001 O11
011|011 111 001 010 101 000 100 110
111111 011 101 110 001 100 000 010
101101 001 111 100 011 110 010 000

- 1000 100 010 001 110 O11 111 101
000 [ 000 000 000 000 000 000 000 000
100 | 000 100 010 001 110 O11 111 101
010 {000 010 001 110 011 111 101 100
001 {000 001 110 011 111 101 100 O10
110|000 110 011 111 101 100 010 001
011|000 011 111 101 100 010 001 110
111|000 111 101 100 010 001 110 011
101|000 101 100 010 001 110 O11 111

Verkniipfungstafeln fiir die Exponentendarstellung;:

+10 1 =z 22 23 24 25 25 101 2 22t S
010 1 =z 22 22 24 22 20 0/0 0O O OO 0 0 O
11 0 22 26 2 25 24 22 110 1 =z 22 22 2% 25 25
zlz 22 0 22 1 22 28 2P 2|0 2z 22 28 24 25 501
22122 28 24 0 2P oz 2201 2210 22 282 22 28 8 1 2
2022 2 1 25 0 28 22 4 200 28 24 25 8 1 2 22
Al S 22 2 S0 1 28 2210 24 25 28 1 2z 22 28
225 2 8 2 21 0 2 2200 25 28 1 2z 22 22 2
2028 22 25 1 24 2 2 0 2500 28 1 2z 22 22 24 2P
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Nach (6.2.12) hat p(x) die Nullstellen z, 2%, 2% und somit gilt
(x—2)(z—22)(z—2Y) =2 + 24+ 1 =p2).
Nach (6.2.13) gilt:
1= (z—1(x—2)(z—22)(z— 22—z 2°)(z - 2.
Das ist einfacher in folgender Form nachzurechnen:

2T —1=(x—-1) (v —2)(v— 2 (-2 (v — 2% (2 - 2°) (2 — 25).
——

. .

\:E+1 2441 2 +at41

"+ 1
Damit erscheint das primitive Polynom als irreduzibler Faktor im Kreisteilungs-
polynom. Auch 23+ 2241 ist ein primitives Polynom. Die 6 primitiven Elemente
sind z, 22, 23, 24, 2°, 2%, wovon 3 Nullstellen des primitiven Polynoms sind. Bei-
spielsweise wird Fg auch von 23 erzeugt:

B ={0,(z*)" =1,(2°)! = 2°,(2°) = 2°, (¢°)° = 22,

(23)4 — 25’ (23)5 = 2z, (23)6 — 24}‘

Zu z sind konjugiert: z2' = 22, 22 = 24, 22 = 28 = 2. Zu 2* sind die gleichen
Elemente konjugiert: (24)% = 28 = 2, ()% = 210 = 22, ()2’ = 232 = 2*. Zu
2% sind konjugiert: (2%)2 = 26, (%)% = 22 = 2%, (2%)% = 2 = 2*. Somit
folgt [2] = [2?] = [ = {2},2% 2"} und [2%] = [2°] = [2°] = {23, 2%, 20}

Zusammenfassung:

Aquivalenzklasse | Minimalpolynom

{21, 22, 24} (=2 (x—2H)(r—2") = 2®+2+1 = p(x)
{23, 25,25} (x—23)(z—22)x—2%) = 234+22+1

{2°} (x—1) = r+1

Das Produkt der Minimalpolynome ergibt 27 — 1. Umgekehrt zerfillt das
Kreisteilungspolynom iiber [ in die Minimalpolynome als irreduzible Faktoren.
Das Minimalpolynom zu z ist genau das primitive Polynom. Wegen m = 3
kénnen die Minimalpolynome bzw. die irreduziblen Faktoren von 7 — 1 nur die
Grade 1 oder 3 haben. Also kann es beispielsweise kein irreduzibles Polynom
vom Grad 2 geben, das ein Teiler von 27 — 1 ist.

Jedes der 6 primitiven Elemente hat die Ordnung 7 und erzeugt somit die
multiplikative Gruppe Fg\ {0}, die hier aus 3 Aquivalenzklassen besteht. 20 = 1
hat die Ordnung 1. [ |
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Beispiel 6.5. Fjg = F« mit n = 15. Es gibt ¢(15) = 8 primitive Elemente
und ¢(15)/4 = 2 primitive Polynome. Nach Tabelle 6.1 wird p(z) = 2! + z + 1
gewihlt. Fiir das primitive Element z gilt also z* + 24+ 1 =0 bzw. 2* = z + 1.
Durch Potenzierung von z ergibt sich:

P = z

2?2 = = 22

2 = = 28

24 z+1 = z+1

Px 2+z = 224z

28 23+ 22 = 23422
27 2t 423 = (z+1)+23 = 22+2+1
28 2424z = (z+1)+22+2 = 22+1

2 = B4z = 2°+2z
20 = 422 = (z4+1)+2? = 2Z24+2z+1
A= B4tz = 22+22+2
22 = A48+ 22 = (z4+1)+ 2%+ 2 = 2B+2242+41
23 = A4+B 4242 = +1)+2 42+ = B+22+1
2 = A4+B+z = (z+1)+z + z = 22+1
2= Ay = (z+1)+ = 1=2z"

Somit gilt fiir die Komponenten- und Exponentendarstellung;:

]F16 - {ko + klZ + k222 + k3Z3 ‘ ko: kla k27 k?) € ]FQ}

_ 2 3 .4 5 6 7 .8 9 10 11 _12 _13 _14
={0,1,2,2°,2°,2%,2°,2°, 2", 2°, 27 27 2 2% 270 20

Nach (6.2.12) hat p(z) die Nullstellen z, 2%, 2%, 2® und somit gilt
(r—2)(z—2)(z— M- =2+ 2+ 1=p).
Nach (6.2.13) gilt
B 1=@-1D@-2)(r—22)(x—22)(z— 2" (2 - 2.

Nach Satz 6.5 gibt es 8 primitive Elemente: z, 22, 2%, 27, 28, 2'1, 213, 2!, wovon 4

Nullstellen des primitiven Polynoms sind. Beispielsweise ist w = 23 kein primi-
tives Element, da damit nicht die gesamte multiplikative Gruppe erzeugt wird,
sondern nur eine Untergruppe der Machtigkeit 5:

Es gibt 5 Aquivalenzklassen, die zusammen mit [0] eine disjunkte Zerlegung von
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Flﬁ bilden:

Aquiv.klasse | Minimalpolynom
{21, 2% 2%, 2%}
(27,211, 218 11

(
( ) )
{23,28,29. 212} | (2 = 23)(z — 2O (z — 22— 21%) =24+ 23 +22+2+1
( ) )
(

r—2) (-2 (z-2YNr-28) =zt+2+1=p)
=2 (-2 (x -2 =2t + 23+ 1
{25,210} ZZL’2+1’+1

{="}

x—1) =x+1

Das Produkt der Minimalpolynome ergibt z'®> — 1. Umgekehrt zerfillt das
Kreisteilungspolynom iiber I in die Minimalpolynome als irreduzible Faktoren.
Das erste Minimalpolynom zu z ist genau das primitive Polynom. Auch das
zweite Minimalpolynom z* + 23 + 1 ist ein primitives Polynom, was ebenfalls in
Tabelle 6.1 vermerkt sein kénnte. Das dritte Minimalpolynom z* + 23+ 22+ +1
ist zwar irreduzibel, aber kein primitives Polynom. Dazu sei w eine Nullstelle,
beispielsweise w = 2% oder w = 2%, d.h. w* 4+ w? + w? + w + 1 = 0. Dann gilt:

w=w +wr+w+1

w=w'+w +w+w=(w+w+w+l)+uwtw+w=1=u"
Also sind die 15 Elemente w® = 1,w', w?,...,w'* nicht alle verschieden wie
in Satz 6.3 gefordert. Wegen m = 4 koénnen die Minimalpolynome bzw. die
irreduziblen Faktoren von z'> — 1 nur die Grade 1 oder 2 oder 4 haben.

Die 8 Elemente aus den ersten beiden Aquivalenzklassen haben als primitive
Elemente die Ordnung 15, beispielsweise gilt fiir die von z® erzeugte multiplika-
tive Gruppe:

(28) = {28, 216, 24 ;32 10 48 .56 61 T2 .80 .88 96 101 112 120}

)
— {28721729’ 227210723’ 211’ 247212’ 25’ 2137267214’ 27720}

= F\ {0}.
Die 4 Elemente aus der dritten Aquivalenzklasse haben die Ordnung 5:
() = (25) = (%) = (212) = {0, 23, 25, 2°, 212},
Die 2 Elemente aus der vierten Aquivalenzklasse haben die Ordnung 3:
(25) = (210) = {20, 25 210}

2% = 1 hat die Ordnung 1. Da die Ordnung ein Teiler von n = 15 ist, kénnen
also nur die Ordnungen 15 oder 5 oder 3 oder 1 auftreten. |
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Beispiel 6.6. F;y = s mit n = 63 und m = 6. Es gibt ¢(63) = 36 primitive
Elemente mit der Ordnung 63 und ¢(63)/6 = 6 primitive Polynome vom Grad
6. Alle weiteren Minimalpolynome koénnen nur die Grade 3 oder 2 oder 1 haben.
Die Ordnungen der nicht primitiven Elemente miissen Teiler von 63 =3-3-7
sein, d.h. also 21 oder 9 oder 7 oder 3 oder 1. Durch einfache Rechnungen ergibt
sich:

Aquivalenzklasse Ordnung
le 227 2’4, 287 2’16, 232 63
25,210 520 L0 17 .34 63
LU 522 M 25 50 3T 63
J13 426 52 A1 19 38 63
428 A6 20 58 53 43 63
L 62 61 ;59 55 4T 63
2346 512 524 48 .33 21
215530 560 57 51 .39 21
ST M 28 56 549 35 9
29, 18,36 7
L2154 45 7
L2 12 3
2° 1

Die Tabelle kann so erstellt werden: Zu allen z-Potenzen werden die Aquivalenz-
klassen berechnet. Es ergeben sich 13 Aquivalenzklassen, die alle 63 Elemente
ungleich Null enthalten. Die 36 zu n = 63 teilerfremden z-Potenzen ergeben die
primitiven Elemente. Die restlichen 7 Aquivalenzklassen haben kleinere Ord-
nungen als 63, die durch Berechnung der erzeugten multiplikativen Gruppen
ermittelt werden. ]

6.5 Spektraltransformation auf Galoisfeldern

Vorausgesetzt wird weiterhin ein Galoisfeld F,» mit einem primitiven Element z.
Die nachfolgend definierte Transformation auf F,» mit der dadurch festgelegten
Lange n = p™ — 1 = ¢ — 1 entspricht sowohl formal wie von ihren Eigenschaften
her der gewohnlichen diskreten Fouriertransformation im Bereich der komple-
xen Zahlen. Unbedingt notwendig ist das Konzept dieser Transformation nicht
(sie braucht weder im Encoder noch im Decoder realisiert zu werden), aber
das Verstdndnis und die Beschreibung werden dadurch enorm vereinfacht. Die
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spektrale Beschreibung von RS- und BCH-Codes wurde ca. 1980 von Blahut
verbreitet.

Definition 6.4. Betrachte zwei Polynome vom Grad < n —1 = p™ — 2 mit
Koeffizienten aus Fym :

n—1
a = (ag,...,a,_1) < a(zx) = Zaux“,
pn=0

n—1
A= (Ao, An) o Alr) =) A’
n=0

A(x) heifst diskrete Fouriertransformierte (DFT) von a(z) mit der Schreibweise
A =DFT(a) bzw. a(z) heifst inverse diskrete Fouriertransformierte (IDFT) von
A(z) mit der Schreibweise a = IDFT(A), wenn gilt (0 <i<mn—1):

n—1 n—1
Ay =a() = Zauzi“ ,oai=—A(zT) = — Z Az, (6.5.1)
pn=0 n=0

Schreibweise:

“Zeitbereich” a(x) o—e A(x) “Frequenzbereich”.

Es ist zwischen den Nullstellen der Polynome und den Nullkomponenten der
Vektoren zu unterscheiden. Fiir den Zusammenhang gilt:

2" ist Nullstelle von a(x) <= die i-te Komponente von A ist Null
27" ist Nullstelle von A(z) <= die i-te Komponente von a ist Null.

Weiter gilt (mit o ist die Hintereinanderausfithrung gemeint):

IDFT o DFT = Identitét (6.5.2)
DFToDFT : (ag,aq,...,a,_1) — —(ag,@p_1,-..,a1) (6.5.3)
DFT o DFT o DFT o DFT = Identitét. (6.5.4)

Beweis: “(6.5.2)": Es gilt
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denn die innere Summe hat fir v =¢den Wert 1 +---+1=n=p" —1=—1
(modulo p) und fiir ¥ # i nach der geometrischen Summenformel den Wert
(2=97 —1) /(27" —1) = 0. Entsprechend wird (6.5.3) nachgewiesen und daraus

folgt direkt (6.5.4). |
Die Schieberegister-Implementierung der DFT zeigt Bild 6.1: Zu Beginn ist
das Register mit den Zeitkomponenten aq, ..., a,_; vorbelegt. Im i-ten Schritt

enthélt der u-te Speicher den Wert a,z und die Summe dieser Werte iiber u
ergibt die Frequenzkomponente A;.

| + ‘I_>Ai

apz? auz" an_12' ("D

20 ZH -1

Bild 6.1. Schieberegister-Implementierung der DF'T

Die Transformationen konnen auch mit Matrizen beschrieben werden:

Ap 1 1 1 e 1 Qo
Ay 1 2 22 P a
A, 1 22 24 . 2D as
= . , (6.5.5)
An—l 1 Zn—l Z2(n—1) Z(n—1)2 U1
Torr
Qo 1 1 1 cee 1 AO
ax 1 2t 272 R Ay
as 1 272 274 e g2 Ay
= — . . (6.5.6)
1 1 Z—(n—l) Z—2(n—1) Z—(n—l)2 An—l
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Beispiel 6.7. F; mit n = 4 (Rechnen modulo 5, also —1 = 4). Als primitives
Element wird z = 3 verwendet: 22 = 4, 23 = 2, 2* = 1 = 20. Fiir die Transfor-
mationsmatrizen gilt:

1111 1 111
1 2 4 3 1 3 4 2
Tworr=—1 { 4 1 4 o Torr =11 4 | 4
1 3 4 2 1 2 4 3
Entsprechend (6.5.2) und (6.5.3) gilt:
1000 1000
10100 9 0001
Torr-Torr =1 o o 1 » Torr==1 9 ¢ 1 0
0001 0100
Betrachte folgendes Zahlenbeispiel:
i | Register | A;
0|1 2 0 3|1
CL(:L’):1+213+3J}3 — (1,2,0,3)=a 111 10 1! 3
211 3 0 2|1
Alz) =143z +22+42°* — (1,3,1,4)=A 3|1 40 4]4
1 3 4 2
Faktoren
Die Darstellung rechts zeigt die jeweilige Belegung des Schieberegisters. |

Satz 6.8. Die zyklische Faltung geht durch Fourier-Transformation in die
komponentenweise Multiplikation tber. Zur genaueren Formulierung werden
die Zeit-Frequenz-Paare a(x)o—eA(x), b(x)o—eB(z), c(x)o—eC(x) betrachtet.
Dann gilt:

c(x) = Ryn_qfa(x)b(z)] <= C; = A;B,,

(6.5.7)
C(z) = Ryn1[A(2)B(z)] <= ¢ = —ab;.
Speziell gilt fir die zyklische Verschiebung:
c(z) = Rpn_1|za(z)] <= C; =74,
(6.5.8)

C(z) = Ryn_1[zA(2)] <= ¢ =2""a;.

Die Polynom-Multiplikation modulo 2" — 1 in (6.5.7) entspricht natiirlich
der zyklischen Faltung der Polynomkoeffizienten:

c(x) = Ryn_qla(x)b(z)] <= ¢ = iaubRn[i—u}‘ (6.5.9)
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Beweis: “(6.5.7)": Es gilt ¢(z) = a(z)b(x) + a(x)(2™ — 1) und somit
Ci = c(2") = a(2")b(2") + a(2") (2™ — 1) = A;B; + a(2)(1 — 1) = A;B;.

“(6.5.8)": folgt sofort mit b(z) = z und B; = b(z") = 2" |

Der folgende Satz bildet die Grundlage zur Ableitung der BCH-Codes
aus den RS-Codes. Die Einschrankung der Zeitbereichs-Koeffizienten auf den
Primkoérper kann durch die Frequenzbereichs-Koeffizienten eindeutig charakte-
risiert werden:

Satz 6.9. Sei a(x)o—eA(x) mit beliebigen Koeffizienten aus F,m. Dann gibt es
eine hinreichende und notwendige Bedingung dafir, daff a(x) nur Koeffizienten
aus dem Primkorper F, hat:

a(z) € Fy[z] <= AY = Aip moduto n fiir 0 <i<mn—1 (6.5.10)
< a(zVY =a(z?) fir0<i<n-—1.

Beweis: Die untere Aquivalenz ist wegen A? = a(2)? und Ay modulo n = a(2?)
unmittelbar klar.

“=7: Fir a(r) € E,[z] gilt nach Satz 6.4(4) a(z)? = a(z”) und daraus folgt
direkt a(z')? = a(2").

“<": Nach Satz 6.4(3) gilt

n—1 p n—1
hp _ iu _ P . iup
a(z')P = E a,z = g apz
pu=0 u=0

und nach Voraussetzung gilt:
n—1
a(z')P = a(2?) = Z a,z"".
n=0
Im Unterschied zum Beweisgang bei Satz 6.7 kann durch Koefﬁzieni.:'envergleich
nicht direkt af, = a, gefolgert werden, sondern erst mit folgender Uberlegung:
Klar ist zunéchst
n—1
(aﬁ—au)z’”p:o fir0<i<n-—1.
n=0

Da p und n = p™ —1 teilerfremd sind, ist mit z nach Satz 6.5 auch z? primitives

Element. Fiir jedes [ € {0,...,n — 1} existiert also ein i € {0,...,n — 1} mit

2t = (2P)" und somit folgt:

—_

n—

(aﬁ—au)z“l:() firo<i<n-1.

ki
o

Also ist die DFT von aﬁ — a,, identisch Null und somit mufl auch aﬁ —a, =0
sein. Nach Satz 6.4(2) folgt schlieBlich a, € F,. |



7. Reed-Solomon und
Bose-Chaudhuri-Hocquenghem
Codes

Die in den vorangehenden Kapiteln eingefiihrten Codeklassen konnen schnell
aufgezihlt werden: Hamming-Codes und dazu duale Simplex-Codes, Wiederho-
lungscodes und dazu duale Parity Check Codes, CRC-Codes zur Fehlererken-
nung, Fire-Codes sowie einige weitere Codes zur Korrektur eines Biindelfehlers.
Ein analytisches Konstruktionsverfahren fiir wirklich gute Codes wurde bisher
noch nicht angegeben.

In diesem Kapitel werden nun mit den RS- und BCH-Codes zwei Klassen
von sehr leistungsfihigen Codes eingefiihrt, die ca. 1960 entdeckt wurden. Diese
Codes zdhlen auch heute noch zu den besten bekannten Codes, die zunehmend
in Systemen zur Nachrichteniibertragung eingesetzt werden. Insgesamt kénnen
folgende Vorteile hervorgehoben werden:

e Die beiden Codeklassen konnen analytisch geschlossen konstruiert werden.
Die RS-Codes sind MDS-Codes, d.h. es gilt Gleichheit in der Singleton-
Schranke.

e Die Minimaldistanz ist bekannt bzw. wird als Entwurfsparameter vorge-
geben. Bei den RS-Codes ist sogar die gesamte Gewichtsverteilung exakt
bekannt.

e Sowohl die RS- wie die BCH-Codes sind sehr leistungsfdhig, sofern die
Blocklédnge nicht sehr grofl wird.

e [Es ist eine Anpassung an die Fehlerstruktur des Kanals moglich: Die RS-
Codes sind besonders fiir Biindelfehler und die BCH-Codes sind besonders
fiir Einzelfehler geeignet.

e Die Decodierung nach dem BMD-Prinzip kann rechentechnisch sehr einfach
erfolgen. Zwar gibt es etliche Codes mit einfacheren Decodern, die aber die
anderen Vorteile der RS- und BCH-Codes nicht aufweisen.

e Ohne wesentlichen Mehraufwand kann simple Soft-Decision-Information
(Ausfallstellen-Information) im Decoder verarbeitet werden.
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e Die RS- und BCH-Codes bilden die Grundlage fiir das Versténdnis vieler
anderer Codeklassen, die hier nicht behandelt werden.

Zunachst werden die RS-Codes als wichtigste Klasse der MDS-Codes iiber die
Spektraltransformation eingefithrt und daraus wird die Beschreibung mit dem
Generatorpolynom abgeleitet. Danach werden die BCH-Codes als spezielle RS-
Codes eingefiihrt, indem der Wertebereich im Zeitbereich auf den Primkérper
reduziert wird. Auch die Decodierung kann mit den spektralen Methoden sehr
kompakt und iibersichtlich beschrieben werden. Die RS- und die BCH-Codes
werden hier nur fiir die sogenannte primitive Blocklinge

n=pt—1=qg—1

definiert. Bei RS-Codes ist damit die Blockldnge genau um ein Symbol kiirzer
als die Stufenzahl der Symbole.

Allgemein wird ein Galoisfeld F,» mit einem primitiven Element z vorausge-
setzt und fiir die Spektraltransformation wird weiterhin a(x)o—eA(x) geschrie-
ben.

7.1 Definition der RS-Codes

Definition 7.1 (RS-Code). Fiir beliebiges p und m und eine beliebige soge-
nannte Entwurfsdistanz d = di, ist ein Reed-Solomon-Code mit primitiver
Blocklinge definiert als ein (n,k, dmin)q = (p™ — 1,p™ — d,d),-Code. Ublicher-
weise wird d = 2t + 1 als ungerade vorgegeben und dann gilt

n—k=d—1=2t (7.1.1)

fiir die Anzahl der Priifstellen. Der Code besteht aus allen Zeitwortern
(ag,...,an—1) < a(z) mit Koeffizienten aus E,m, so daff die zugehorigen Fre-
quenzworter (Ao, ..., An—1) < A(x) an n —k = d — 1 zyklisch aufeinander-
folgenden Stellen Null sind. Diese Stellen werden auch als Parititsfrequenzen
bezeichnet. Zur exakten Beschreibung ist ein weiterer Parameter | vorzugeben
und dann hat der Code die Form

C = {a(x) } A(z) = Ryn [z 'B(2)] mit Grad B(z) <n — d}. (7.1.2)

Also gilt Ay = Ajyy = -+ = Appao = 0 fiir die d — 1 Paritdtsfrequenzen und an
den restlichen n — d+ 1 Stellen kann A; beliebige Werte annehmen. Speziell fiir
[=1 qult

C= {a(x) ‘ a(zY) = a(z2) = = a(z)) = o} (7.1.3)
und firl =n+1—d gilt

C= {a(;ﬂ) ‘ Grad A(z) <n — d}. (7.1.4)



7.1 Definition der RS-Codes 195

Der wesentliche Entwurfsparameter neben p und m ist natiirlich d. Dagegen
ist [ von untergeordneter Bedeutung, da damit lediglich eine Verschiebung im
Frequenzbereich bzw. eine “Modulation” im Zeitbereich geméafl (6.5.8) verbun-
den ist. Allerdings kénnen durch geeignete Wahl von [ gewisse Realisierungs-
vereinfachungen wie beispielsweise spiegelsymmetrische Generatorpolynome er-
reicht werden. Fiir die Anzahl der Codeworter gilt:

Cl=¢" = ¢ =pm@" . (7.1.5)

Beispiel 7.1. Sei ¢ = 2™ und n = 2™ — 1. Speziell fiir d = 2™~ ! ergibt sich die

Coderate als . — X

R=0="=%7T 3%
Fiir m = 8 resultiert ein (255,128, 128)56-Code, der auch als ein binérer
(2040, 1024, 128)5-Code aufgefait werden kann. Die Anzahl der Codewdrter be-
trigt 256128 = 21024 ~ 103%8 d.h. schon bei einem primitiven Polynom vom Grad
8 ergibt sich in dieser Weise eine astronomische Anzahl von Codewértern. Jeweils
zwei Byte-Codeworter unterscheiden sich fiir mindestens 128 Bytes (Symbole).
Bei der bindren Interpretation folgt daraus aber nur ein Unterschied von 128
Bits, denn zwei Bytes unterscheiden sich schon dann, wenn die beiden 8-Bit-
Gruppen sich nur bei einem einzigen Bit unterscheiden. |

Satz 7.1. RS-Codes sind zyklische MDS-Codes, d.h. die Entwurfsdistanz ent-
spricht der Minimaldistanz und es gilt dyyn =d=n—k+1=p™ — k.

Beweis: “Linearitdt”: ist offensichtlich.

“Zyklisch”: Sei a(x) € C und ¢(x) = Ryn_i[za(x)] die zyklische Verschie-
bung. Nach Satz 6.8 gilt C; = 2z'A; und somit C; = 0 < A; = 0. Also folgt
c(x) eC.

“MDS”: Sei dpy, die tatsidchliche Minimaldistanz und d = n — k + 1 die
Entwurfsdistanz. Zu zeigen ist d,;,, = d: Nach Satz 3.7 gilt dpyn <n—k+1=4d
(Singleton-Schranke). Betrachte nun C in der Form (7.1.4) mit Grad A(z) <
n — d. Somit hat A(z) # 0 hochstens n — d Nullstellen, d.h. es gibt hochstens
n —d Werte 27% mit a; = —A(z™") = 0. Also folgt wy(a(z)) > d und somit
dmin > d. Auch fiir jeden anderen Wert von [ gilt d,,;, = d, da die “Modulation”
im Zeitbereich die Gewichte nicht verdndert. |

Satz 7.2. Fir den RS-Code in der Form (7.1.3) werden das Generatorpolynom
und das Priifpolynom gegeben durch:

g(x) = l:I(x —2 , h(x) = H(x — 2. (7.1.6)
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Beweis: Fiir jedes Codewort gilt a(z') = 0 fiir 1 <i < d— 1. Also ist (z — 2') ein
Teiler von a(z). Damit erweist sich a(x) als Vielfaches von g(z). Da g(z) den
Grad d — 1 = n — k hat, ist g(x) das Generatorpolynom. Fiir das Priifpolynom
h(z) muB g(z)h(z) = 2™ — 1 gelten, was nach (6.2.13) erfiillt ist. |

Die systematische Encodierung kann mit g(x) bzw. h(z) geméfl den in Ab-
schnitt 5.4 dargestellten Methoden erfolgen. Eine weitere Alternative ergibt sich
direkt aus der spektralen Beschreibung: Eine nicht-systematische Encodierung
erfolgt durch inverse Fourier-Transformation, indem die A-Werte als Infostellen
im Frequenzbereich vorgegeben werden — eventuell kann das mit FFT-Methoden
(Fast Fourier Transform) vereinfacht werden. Von FFT-Methoden abgesehen be-
steht der Encoder bei dieser Realisierung aus einer additiv verkniipften Kette
von k riickgekoppelten Multiplizierern, die insgesamt n-mal zu berechnen ist
(siehe Bild 6.1). Insgesamt sind also nk = n?R Operationen notwendig und die
Addiererkette mufl sequentiell abgearbeitet werden. Diese IDFT-Methode hat
jedoch im Vergleich zu den vier in Abschnitt 5.4 bereits diskutierten Encodier-

Methoden keine wesentlichen Vorteile.
n—1

Aus A; = a(2') = Za“z"“ =0firl<i:<d-—1gemiB (7.1.3) ergibt sich
n=0
sofort eine (n — k,n) = (d — 1,n)-dim. Priiffmatrix H:

1 2t 22 o P T
1 22 24 ... 2=
(ag, - an—1)- | . . : : =(0,...,0). (7.1.7)
1 -1 d-12 L (d-1)(n-1)
IIT

Fiir die Decodierung wird die Priifmatrix aber nicht explizit benotigt.

Beispiel 7.2. Sei p =2, m = 3 und somit n = 7. Die Arithmetik in s erfolgt
gemif Beispiel 6.4. Zur Entwurfsdistanz d = 3 resultiert ein (7,5, 3)s-RS-Code
C ={(ag,...,a6) | Ay = Ay = 0}. Nach Satz 7.2 gilt:
g(z) = (z — 2)(x — 2*) = 2% + 2tz + 22,
h(z) = (v = 2°)(x — 2%)(z = 2°)(z — 2°)(z — 27)
=2° + 2t 4+ 23 4 P 4 P+ 2

Fiir die Generatormatrix gilt nach (5.2.7)

22 241
23 24
G = 23 241
23 241
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Fiir die Priifmatrix gilt nach (5.3.3)
12t 1 2 P
Hl_( I 24)
bzw. nach (7.1.7)

H 1 28 22 22 24 25 26
2 f— .
1 22 2% 26 21 23 20

Durch die elementaren Zeilenoperationen kann H;i in Hy iiberfiihrt werden: Dazu
multipliziere in H; Zeile 2 mit 2% und addiere dann Zeile 2 zu Zeile 1:

1 21 22 23 2% 25 56
H3:(0226211 6 )

Durch Multiplikation von Zeile 2 mit z? und Addition von Zeile 1 zu Zeile 2
ergibt sich schliefllich H,. Der Code korrigiert einen Fehler in den 8-stufigen
Werten bzw. in den Bittripeln. [ ]

Satz 7.3. Die Gewichtsverteilung gemaj$ Definition 3.7 kann fiir einen beliebi-
gen (n,k,d),-MDS-Code und damit auch fir RS-Codes analytisch geschlossen
berechnet werden:

A = C’) (¢—1) g(—l)j (T R 1) ¢ (7.1.8)

Fiir den Beweis siehe z.B. [12, 45]. Fiir die Anzahl der Codewdrter mit minimalen
Hamminggewicht gilt:

Ag= Ay g1 = <Z) (g —1).

7.2 Definition der BCH-Codes

BCH-Codes entstehen aus den RS-Codes dadurch, dafl zwar weiterhin die
Fourier-Transformation auf F,= betrachtet wird und die Blockléinge weiterhin
n = p™ — 1 betrigt, aber die Codesymbole miissen im Primkérper [, statt in
E,m liegen. Fiir den Normalfall p = 2 sind die Codesymbole also Bits und keine
Bitgruppen, d.h. BCH-Codes sind normale Bindrcodes.
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Definition 7.2 (BCH-Codes). Fiir beliebiges p und m und eine beliebige Ent-
wurfsdistanz d ist ein Bose-Chaudhuri-Hocquenghem Code definiert als ein
(n, k, dwin)p-Code mit der primitiven Blocklinge n = p™ — 1= q — 1 und weiter
gilt

Bei d = 2t + 1 gilt somit n — k > 2t. Der Code besteht aus allen Zeitwortern
(ag, ..., an—1) <> a(x) mit Koeffizienten aus E,, so daff die zugehirigen Frequen-
zworter (Ao, ..., An_1) < A(z) an mindestens d — 1 zyklisch aufeinanderfolgen-

den Stellen Null sind. Ublicherweise wird folgende Lage der Parititsfrequenzen
vorausgesetzt, was als BCH-Code im engeren Sinn (narrow sense) bezeichnet
wird:

C= {a(x) € 1] ) a(zY) = - = a(z4"1) = o}. (7.2.2)

Aus der Vorgabe der Entwurfsdistanz d ergibt sich die Infoblockldnge bzw.
die Coderate sowie die tatséchliche Minimaldistanz nicht direkt, sondern muf3
erst noch berechnet werden. Der Parameter [ zur Festlegung der Paritétsfre-
quenzen ist bei den BCH-Codes von groflerer Bedeutung als bei den RS-Codes,
da bei den BCH-Codes mit [ eventuell sogar d,;, beeinflufit wird. Normalerweise
werden jedoch die BCH-Codes im engeren Sinn geméif (7.2.2) verwendet, weil
dann die Anzahl der Priifstellen meistens minimal ist.

Gegeniiber (7.1.3) mit a(z) € Em[z] wird in (7.2.2) also a(x) € E,[z] ver-
langt, jeweils mit einem Grad < n — 1. Also ist der BCH-Code eine Teilmenge
des RS-Codes und somit folgt dminscr = dminrs = d und mit der Singleton-
Schranke folgt schliellich auch (7.2.1). Die Beziehung d,,;, > d wird auch als
BCH-Schranke bezeichnet. Auf die exakte Berechnung von d,,;, wird norma-
lerweise verzichtet — oftmals gilt sogar dpi, = d (siehe [45, 53]). Die genaue
Berechnung der Infoblockléinge bzw. Dimension k erfolgt nun mit dem Genera-
torpolynom:

Satz 7.4. Es sei z primitives Element fiir das Galoisfeld Eym. Zur Entwurfsdi-
stanz d wird ein (n, k, dyin)p-BCH-Code mit dy, > d erzeugt durch das Gene-
ratorpolynom

g(z) = KGv( Feny (@), froam (x)) (7.2.3)
= H(x—b) mit M = L_J[z’]
beM =1

Dabei ist [2] = {27, 2" 2%} die Aquivalenzklasse der zu ' konjugierten
Elemente und
|[z7]]-1

fen@) = [[@-v = ] (=27 (7.2.4)

be[z7] r=0
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das zugehorige Minimalpolynom. Das Generatorpolynom ist also das kleinste
gemeinsame Vielfache der Minimalpolynome zu 2, ..., 271, Somit gilt fiir die
Infoblocklinge:

k=n—Grad g(x) =n —

(Z n— X_: |[2ZH> . (7.2.5)

Beweis: Die Minimalpolynome haben Koeffizienten aus dem Primkérper [, und

damit auch das Generatorpolynom. Mit dem Infowortpolynom hat dann auch

das Codewortpolynom Koeffizienten aus F,. Je zwei Minimalpolynome in (7.2.3)

sind entweder teilerfremd oder identisch. Aus a(z') = A; = 0 folgt wie bei den

RS-Codes, daB g(z) die Linearfaktoren (x — 2*) enthalten mufl bzw. daf g(z) ein
d-1

Vielfaches von H(x — 2') sein muB. Die Forderung, daf a(z) nur Koeffizienten
i=1

aus F, enthalten darf, ist nach Satz 6.9 dquivalent mit der Beziehung a(z')? =

a(z?) fir 0 <i<n-—1. Firl <i<d-—1 folgt somit:

0 = a2

0 = a(z)» = a(zP)

0 = a(zPyY = a(z?")

0 = a(z?")yY = a(z?")
Also miissen alle (z — 2%") mit 1 <i <d—1und r =0,1,2,... Linearfaktoren
von g(x) sein, aber jeder Faktor nur einmal. Nach (7.2.3) besteht g(x) genau aus
diesen Faktoren. [ |

Beispiel 7.3. Wie bei Beispiel 7.2 sei p = 2, m = 3 und somit n = 7. Zur
Entwurfsdistanz d = 3 resultiert ein BCH-Code im engeren Sinn mit dem Ge-
neratorpolynom

g(z) = KGV<f{z1}($)> f[z2](517)> = fu(z) =2+ + 1,

denn nach Beispiel 6.4 gilt [2'] = {2, 2%, 2%} = [2?] mit fiy(z) = 2® + 2 + L.
Der BCH-Code erweist sich als ein zyklischer (7,4, 3)s-Hamming-Code, wie der
Vergleich mit Beispiel 5.3 zeigt. Zum besseren Verstdndnis wird die Darstellung
im Frequenzbereich jetzt noch genauer betrachtet. Nach Definition 7.2 mufl A; =
Ay = 0 gelten und nach Satz 6.9 muB A? = Ay moduo 7 gelten, wie bereits im
Beweis von Satz 7.4 demonstriert wurde. Daraus folgt:

Ag = Ay = A2 impliziert Ay € {0,1}
Az = Ags = A2

Aﬁ = A2.3 = Ag A3 bestimmt Aﬁ

A5 = A2.6 = A% = Ag A3 bestimmt A5

Al = Ay = A2 A; = 0 nach Definition
Ay = Ay = A2 Ay = 0 nach Definition

A4 = A2.2 = Ag 1mphzlert A4 =0.
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Somit gilt fiir die Codeworter im Frequenzbereich:
C oo {(A070707A3707A§7A§) | AO € I[:‘27143 S F8}

Mit Ag € B (1 Bit) und Az € Fys (3 Bit) konnen 4 Bits im Frequenzbereich frei
vorgegeben werden, was natiirlich den k& = 4 Infobits im Zeitbereich entspricht.
Die folgende Tabelle zeigt fiir die 16 Codeworter des zyklischen Hamming-Codes
aus Beispiel 5.1 die jeweiligen Frequenzworter:

a(z) Az)
000O0OOUO(0OODOOTU OGO O
1111111100 0 0 0 0
1 101 000[1 00 220 22 =z
0110100100101 1
001 1010|100 2350 2° 25
000110 1|1 00 26 0 2% 25
1 000110100 220 =z 2*
01 00011100 25 0 26 23
1 01000 1|1 00 2z 0 2¢t 22
1 1 1001 0[0 00 26 0 2% 2°
01 1100T1[000 220 2z 2*
1 01 1 100[000 220 26 23
01 01110000 2z 0 2* 22
001 0111[000 20 22 =z
1001011/000 1 0 1 1
1 10010 1[0 00 22 0 25 28

Offensichtlich ist Ay € B, Az € By, Ag = A2 und A5 = A2 erfiillt. Alle 16 Fre-
quenzworter der Form (A, 0,0, Az, 0, A3, A2) treten in der Tabelle auf. Bei der

zyklischen Verschiebung von Zeile zu Zeile wird A; jeweils mit 2* multipliziert.
|

Beispiel 7.4. Vergleich von RS- und BCH-Code beziiglich der Fehlerkorrek-
turfahigkeit: Es existiert ein (15,11, 5)16-RS-Code, der 2 Symbolfehler korrigie-
ren kann. In der binéren Interpretation resultiert ein (60,44, 5)s-Code, fiir den
beispielsweise gilt:

e = 0000 1111 1111 0000 0000 ... korrigierbar
e = (0000 0001 1111 1000 0000 ... mnicht korrigierbar
e = 0000 0001 0010 1000 0000 ... nicht korrigierbar.

Jeder Biindelfehler bis zur Léange 5 ist korrigierbar, von den Biindelfehlern der
Lénge 6 bzw. 7 bzw. 8 sind 75% bzw. 50% bzw. 25% korrigierbar. Jedoch sind
3 Einzelfehler nicht korrigierbar. Somit ist die Minimaldistanz in der bindren
Interpretation weiterhin 5 (im Einzelfall konnten etwas groflere Werte auftreten,
was aber nicht gesichert ist).
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In Tabelle 7.1 werden die bindren BCH-Codes im engeren Sinn zur Korrektur
von t Fehlern aufgelistet, und zwar vollstindig fiir die primitiven Blockldngen
n ="7,15,31,63,127, 255 und teilweise fiir die Blockldngen n = 511, 1023. Dabei
gilt natiirlich 2t +1 < d < dpy < n — k + 1. Komplette Listen finden sich
beispielsweise in [49, 53, 75, 80].

Tabelle 7.1. (n, k)2-BCH-Codes zur Korrektur von ¢ Fehlern (nach [53])

n k t n k t n k t n k t
7 4 11127 8 6 |255 123 19| 511 403 12
78 7 115 21 394 13
15 11 1 71 9 107 22 385 14
T2 64 10 99 23 . .
5 3 57 11 91 25 259 30
50 13 87 26 . .
31 26 1 43 14 79 27 130 55
21 2 36 15 71 29
16 3 29 21 63 30 . .
11 5 22 23 55 31| 1023 1013 1
6 7 15 27 47 42 1003 2
8 31 45 43 993 3
63 57 1 37 45 983 4
51 21255 247 1 29 47 973 5
45 3 239 2 21 55 963 6
39 4 231 3 13 59 953 7
36 5 223 4 9 63 943 8
30 6 215 5 933 9
24 7 207 6| 511 502 1 923 10
18 10 199 7 493 2 913 11
16 11 191 8 484 3 903 12
10 13 187 9 475 4 . .
7 15 179 10 466 5 768 26
171 11 457 6 . .
127 120 1 163 12 448 7 513 57
113 2 155 13 439 8 . .
106 3 147 14 430 9 258 106
99 4 139 15 421 10
92 5 131 18 412 11

Den Tabellen 7.1 und 7.2 liegt die Entwurfsdistanz d = 2t + 1 zugrunde.
Die tatsdchliche Minimaldistanz ist unbekannt und kann eventuell wesentlich
grofer sein. Bei den meisten Decodierverfahren fiir BCH-Codes kann allerdings
eine groflere Minimaldistanz gar nicht ausgenutzt werden, da die Decodierung
auf den aufeinanderfolgenden Paritétsfrequenzen basiert. Fiir einige Fiélle kann
jedoch die Minimaldistanz exakt berechnet werden, wie Satz 7.5 zeigt.
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Tabelle 7.2 enthilt fiir einige der BCH-Codes aus Tabelle 7.1 die Genera-
torpolynome in oktaler Codierung. Fiir den (15,7),-BCH-Code mit ¢ = 2 gilt
beispielsweise 721 oxa = 111 010 001qye; = 2% + 27 + 25 + 2% + 1.

Tabelle 7.2. Generatorpolynome fiir einige (n, k)2-BCH-Codes (nach [135])

n kt g(x) oktal
7 4 1 13
15 11 1 23
7 2 721
5 3 2467
31 26 1 45
21 2 3551
16 3 107657
11 5 5423325
6 7 313365047
63 57 1 103
o1 2 12471
45 3 1701317
39 4 166623567
36 5 1033500423
30 6 157464165547
24 7 17323260404441
18 10 1363026512351725
127 120 1 211
113 2 41567
106 3 11554743
99 4 3447023271
92 5 624730022327
8 6 130704476322273
78 7 26230002166130115
71 9 6255010713253127753

64 10 1206534025570773100045

o7 11  335265252505705053517721

50 13 54446512523314012421501421
256 247 1 435

239 2 267543

231 3 156720665

223 4 75626641375

215 5 23157564726421

207 6 16176560567636227

199 7 7633031270420722341
191 8 2663470176115333714567

187 9 52755313540001322236351

179 10 22624710717340432416300455

171 11 15416214212342356077061630637

163 12 7500415510075602551574724514601

155 13  3757513005407665015722506464677633

147 14 1642130173537165525304165305441011711

139 15 461401732060175561570722730247453567445
131 18 215713331471510151261250277442142024165471
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Satz 7.5. Betrachte einen (n, k),-BCH-Code mit der primitiven Blocklinge n =
p™ — 1. Wenn die Entwurfsdistanz d ein Teiler von n ist, so gilt dyy, = d.

Beweis: Sei n = d - 5. Die Summenformel (5.1.2) fiir die endliche geometrische
Reihe kann wie folgt geschrieben werden:

=1 =21 = (x’g—l)-<1+xﬁ+x2ﬂ+-~-+x(d_1)ﬁ).

[ J/
-~

= a(x)

Firi=1,...,d—1ist 0 < i3 < n und somit z*¥ # 1. Da 2 eine Nullstelle von
2" — 1 ist, aber keine Nullstelle von z” — 1 ist, muf} a(z') = 0 sein. Wegen a(z) €
E,[z] und Grad a(x) < n — 1 ist a(x) ein Codewort, das das Hamminggewicht
d hat. Folglich ist d;, < d. Mit der BCH-Schranke d,,;, > d folgt schliefSlich
Apin = d. |

Nach Tabelle 7.1 kann fiir kleines t stets n — k = m - t beobachtet werden.
Allgemein wird die notwendige Anzahl der Priifstellen nach oben begrenzt durch
die Anzahl der mindestens zu korrigierenden Fehler:

Satz 7.6. Fir einen bindren (n,k)y-BCH-Code mit der primitiven Blocklinge
n = 2" —1, der mindestens t Fehler korrigieren kann, gilt stets

n—k<m-t. (7.3.1)

Beweis: Zur Entwurfsdistanz d = 2t + 1 entspricht n — k = Grad g(x) der
t

-1
Miéchtigkeit von M = U [2'] = U ([zQi_l] U [221]) In Fym sind 2% und 2% kon-
i=1 i=1
jugiert zueinander und somit gilt [2'] = [¢%]. Also kénnen zumindest die Aqui-

t
valenzklassen [2%] entfallen und M reduziert sich auf M = U[z%_l]. Nach
i=1
(6.3.5) gilt |[2*71]] < m und somit |[M| < t-m. |

dmin

dmin
Aus (7.3.1) mit t & = folgt 1 — R < % .
n
Gleichheit gelten wiirde, dann folgt fiir n — oo bzw. m — oo zwangslaufig

dyin/m — 0. Im Sinne von Abschnitt 3.4 sind die BCH-Codes also asymptotisch
schlecht. Einen vollsténdigen Beweis enthélt [45].

. Wenn nun naherungsweise

Die Bilder 7.1 bis 7.3 zeigen die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit von BCH-Codes
bei Raten von naherungsweise 1/2, 1/4 und 3/4 bei verschiedenen Blocklangen
zwischen 15 und 1023. Dabei wird eine BMD-Decodierung unterstellt, so dafi die
Kurven nach (3.7.2) berechnet werden kénnen. Offensichtlich fiihrt eine grofiere
Blocklédnge zu kleinerer Fehlerrate — zumindest fiir Blockldngen bis 1023. Der
Vergleich der Bilder 7.1 bis 7.3 legt R &~ 1/2 als scheinbar giinstigste Codera-
te nahe. Um dies ganz deutlich zu machen, zeigt Bild 7.4 einige BCH-Codes
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Bild 7.1. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 1/2-BCH-Codes
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Bild 7.2. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 1/4-BCH-Codes

verschiedener Raten mit der konstanten Blockldnge n = 255. Nach der Theorie
sind zwar kleine Coderaten am besten (nach Bild 2.4 ist beispielsweise beim
Ubergang von R = 1/2 auf R = 1/10 ein Gewinn von etwa 1 dB zu erwarten),
aber offensichtlich liefert das Konstruktionsprinzip der BCH-Codes bei mittleren
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N
I ¥ e e NRNAN N
\
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(255, 191) \ AN
109 +——— (511, 385) N
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Bild 7.3. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 3/4-BCH-Codes
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Bild 7.4. Fehlerwahrscheinlichkeit von BCH-Codes verschiedener Raten bei
n = 255

Raten die besten Ergebnisse.

Der Einflufl der Blockléinge kann anhand der beiden Tabellen 7.3 und 7.4
fiir die BCH-Codes aus den Bildern 7.1 bis 7.3 noch genauer diskutiert werden.
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Tabelle 7.3. Asymptotischer Codierungsgewinn G hara [dB] einiger BCH-Codes

7. Reed-Solomon und Bose-Chaudhuri-Hocquenghem Codes

n |R~1/2 R=~1/4 R=~3/4
31 3.1 1,9
63 5,2 4,8
127 7,4 7,0
255 9,9 8,8
511 | 12,0 11,5 10,5
1023 | 14,6 14,3 13,1

Tabelle 7.4. Distanzrate d/n einiger BCH-Codes

n R~1/2 R=~1/4 R=~3/4
31 0,23 0,48 0,16
63 0,21 0,37 0,11
127 0,17 0,34 0,07
255 0,15 0,24 0,07
511 0,12 0,22 0,06
1023 0,11 0,21 0,05
asympt.GV 0,11 0,21 0,04

Nach Tabelle 7.3 wéchst der asymptotische Codierungsgewinn G, para = 10 -
log,o(R(t + 1)) mit zunehmender Blocklinge, wie es aufgrund der Bilder 7.1
bis 7.3 natiirlich auch zu erwarten ist. Gleichzeitig sinkt aber die Distanzrate
d/n, wie es in Tabelle 7.4 dargestellt ist. Kurze BCH-Codes liegen noch weit
oberhalb der asymptotischen Gilbert-Varshamov-Schranke, beispielsweise liegen
die BCH-Codes mit n = 63 etwa auf der asymptotischen Elias-Schranke (siehe
Bild 3.4). Fiir groeres n riickt die Distanzrate an die GV-Schranke heran und
fallt bei n > 1023 unter die GV-Schranke, so dafl sich BCH-Codes auch in dieser
Darstellung als asymptotisch schlecht erweisen.

Asymptotisch schlechte Codes mit d/n — 0 bei konstanter Rate und n — oo
kénnen natiirlich dennoch einen gegen unendlich gehenden Codierungsgewinn
haben, denn

R d
Ga,hard ~ ]-0 : loglo (5 : E

. n) — oo fir n— o0
ist moglich, wenn d/n sehr langsam gegen Null konvergiert.

Auch wenn die BCH-Codes asymptotisch schlecht sind, dominieren doch die
praktischen Vorteile: BCH-Codes existieren fiir eine Vielzahl von Parameterwer-
ten, die Leistungsfdhigkeit bei kurzen und mittleren Blockldngen ist besser als
bei allen anderen bekannten Codefamilien, der Verarbeitungsaufwand bei der
Encodierung und insbesondere bei der Decodierung ist relativ gering. Nachteilig
sind allerdings folgende Punkte:

e BCH-Codes kénnen mit den iiblichen und aufwandsgiinstigen Decodierver-
fahren nur bis zur halben Entwurfsdistanz korrigiert werden. Wenn die
tatsdchliche Minimaldistanz grofler ist, kann davon bei der Decodierung kein
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Gebrauch gemacht werden. Eine MIL-Decodierung ist ganz ausgeschlossen,
obwohl sich dadurch erhebliche Verbesserungen einstellen wiirden [118].

e Ferner verarbeiten die iiblichen Decodierverfahren nur Hard-Decision. Der
bei Soft-Decision zu erwartende Gewinn von 2 bis 3 dB kann also nicht
realisiert werden. Beispielsweise konnte nach Bild 7.1 bei Soft-Decision die
Blockldnge um mehr als den Faktor 8 verkiirzt werden.

Die bisher bekannten Ansétze zur Erhchung des Codierungsgewinns bei BCH-
Codes sind mit so erheblichem Mehraufwand bei der Decodierung verbunden,
daf} ihre praktische Bedeutung relativ gering ist und eine ausfiihrliche Darstel-
lung sich hier nicht lohnt.

7.4 Grundlagen der Decodierung: Syndrom und
Schliisselgleichung

Fiir die RS- und BCH-Codes kann der ideale Maximum-Likelihood-Decoder
mit verniinftigem Aufwand nicht realisiert werden, sondern nur der Begrenzte-
Minimaldistanz-Decoder (BMD) geméf8 Definition 3.6. Deshalb wird nachfol-
gend immer angenommen, dafl die tatsédchliche Anzahl der Fehler die Anzahl
der korrigierbaren Fehler nicht iibersteigt. Falls dennoch mehr Fehler auftre-
ten, wird kein bestimmtes Verhalten des Decoders vorgeschrieben, da dieser Fall
prinzipiell als Versagen des BMD gewertet wird.

Die Herleitung der Decodier-Algorithmen wird hier zwar fiir den allgemeinen
Fall formuliert, orientiert sich aber primér an den RS-Codes. Bei den BCH-Codes
und insbesondere bei den bindren BCH-Codes ergeben sich teilweise enorme
Vereinfachungen gegeniiber der RS-Decodierung und deshalb wird dieser Fall
gesondert in Abschnitt 7.10 behandelt.

Das Empfangswort y bei Hard-Decision ist die Uberlagerung des gesendeten
Codewortes a mit dem Fehlerwort e und wegen der Linearitét der Spektraltrans-
formation gilt

y=at+e oo Y=A+E. (7.4.1)

Die Symbole von Codewort und Fehlerwort sind im Zeitbereich ¢ = p™-stufig bei
RS-Codes und p-stufig bei BCH-Codes und im Frequenzbereich immer g-stufig.
Der Begrift “Fehler” im Zeitbereich bezieht sich immer auf die ¢- bzw. p-stufigen
Werte. Ob die Codesymbole direkt mehrstufig oder als Bitgruppe iibertragen
werden, ist dabei unwesentlich: Auch wenn eine Bitgruppe nur in einer einzigen
Bit-Position verfalscht ist, wird die gesamte Bitgruppe als falsch angesehen.

Voraussetzungen: Es sei d = 2t + 1 die Entwurfsdistanz und n = p™ — 1
die primitive Blockldnge. Fiir die Anzahl 7 der tatséchlich aufgetretenen Fehler

gelte
r <t { (7.4.2)

IA

(n—k)/2  RS-Codes
(n—k)/2  BCH-Codes
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(B8 + 28+ 2Bt e+ ) = (e + ) (P %2 4 )+ (2t ).
~ ~~ S Vo ~ ~~ S——
r_1(x) ay(x) ro(7) r1(z)

Wegen Grad ri(z) < n —t = 5 ergibt sich A = 0. Zwangsldufig mufl sogar
r1(z) = 0 sein. Nach (A.7.3) gilt fiir die ¢;(x)-Rekursion

to(z) = t_o(x) — ag(z)t_1(z) = 22 + 1

ti(x) =t 1(2) — ar(@)to(x) = 1+ (22 + 22) (2 2w + 1) = 2°2% 4 2P0 + 2°

und fir die s;(z)-Rekursion gilt
so(x)=s_s(x) — ap(z)s_1(z) = 1
si(x)=s_1(x) — a1(x)so(x) = zx + 2°.

Mit v = 1/t1(0) = z ergeben sich aus (7.8.16) die bereits bekannten Ergebnisse
C(z) = 2t1(z) = 1+ 2% + 2%2% sowie Ty(z) = 2s1(x) = 2% + zz. Aus dem
Forney-Algorithmus folgt mit

T.(z7%) 24220, 2 ai=1
esi = - = z =
) O/(z—z) 6

das richtige Ergebnis fiir ey(z). |

7.9 Korrektur von Fehlern und Ausfillen

Es wird jetzt ein ¢-nérer symmetrischer Kanal mit Ausfiillen als Verallgemeine-
rung des BSEC aus Bild 1.3 vorausgesetzt:

Aw=F, , Ao =FU{?}. (7.9.1)

Der Demodulator entscheidet auf y = 7 (Ausfall), wenn die Entscheidung fiir
ein bestimmtes y € [, sehr unsicher wiare. Der Vorteil dieser Methode liegt dar-
in, daf die Korrektur eines derartigen Ausfalls (Position bekannt, Sendesymbol
unbekannt) nur eine Priifstelle erfordert, wihrend zur Korrektur eines Fehlers
(Position unbekannt, Sendesymbol bzw. Fehlersymbol unbekannt) zwei Priifstel-
len erforderlich sind. Formal wird das Empfangswort als Erweiterung von (7.4.1)
wie folgt beschrieben:

y=a+e+v. (7.9.2)

Dabei ist @ € F' das Codewort, e € F" das Fehlerwort und v € {0,7}" das
Ausfallwort. Da die Komponenten y; und v; den Wert ? annehmen kénnen, ist
die Verkniipfung von ? mit b € [, formal wie folgt zu definieren:

b7 =7 , b?=7firb£0 , 072=0. (7.9.3)



8. Beschreibung und Eigenschaften
von Faltungscodes

Faltungscodes bilden neben den Blockcodes die zweite grofle Klasse von Codes
zur Kanalcodierung. In gewisser Weise konnen Faltungscodes und Blockcodes
zwar als formal identisch angesehen werden, aber in der Beschreibung, in den
Eigenschaften und in der Decodierung unterscheiden sich beide Codeklassen ganz
erheblich. Als wesentliche Unterschiede zwischen Blockcodes und Faltungscodes
sind folgende Punkte zu nennen:

e Faltungs-Encoder setzen nicht Infoworter blockweise in Codeworter um, son-
dern iiberfiithren eine ganze Sequenz von Infobits in eine Sequenz von Code-
bits, indem die Infobits mit einem Satz von Generatorkoeffizienten gefaltet
werden.

e Faltungscodes werden nicht {iber analytische Verfahren konstruiert, sondern
durch Probieren (Rechnersuche) gefunden.

e Von praktischem Interesse sind vorrangig nur ganz wenige sehr einfache Fal-
tungscodes, deren Beschreibung und Verstdndnis wesentlich einfacher als bei
den Blockcodes ist.

e Faltungs-Decoder kénnen Soft-Decision-Input (Zuverldssigkeitsinformation
des Demodulators) einfach verarbeiten sowie Soft-Decision-Output (Zu-
verlassigkeitsinformation iiber die geschitzten Infobits) einfach berechnen.

e Faltungscodes erfordern im Gegensatz zu den Blockcodes keine Blocksyn-
chronisation.

Da Soft-Decision-Information ohne Mehraufwand verarbeitet werden kann und
zu den in Abschnitt 1.7 dargestellten Gewinnen fiihrt, sollten Faltungscodes
immer im Zusammenhang mit Soft-Decision Demodulatoren eingesetzt werden.
Dann sind Faltungscodes eigentlich nicht mehr als fehlerkorrigierende Codes zu
bezeichnen, sondern besser als Ubertragungscodes. Eine Bestimmung von Gren-
zen fiir die Korrektur oder Erkennung von Einzelfehlern oder Biindelfehlern wie
bei den Blockcodes eriibrigt sich dann.

In diesem Kapitel werden verschiedene algebraische und nicht-algebraische
Beschreibungen fiir Faltungscodes entwickelt und insbesondere wird die Distanz-
struktur analytisch erfafit. Schwerpunkte des néchsten Kapitels sind die ML-
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Decodierung mit dem Viterbi-Algorithmus sowie die Berechnung der Fehler-
wahrscheinlichkeit und der prinzipiellen Leistungsfahigkeit von Faltungscodes.
Im iiberndchsten Kapitel bilden Faltungscodes die Grundlage fiir die trellisco-
dierte Modulation.

8.1 Definition und Schieberegister-Beschreibung

Bei Faltungscodes sind die Infosymbole v und Codesymbole a nicht ¢ = p™-
stufig, sondern iiblicherweise binér: u,a € F, = {0, 1}. Alle Rechenoperationen
erfolgen modulo 2. Wie beim Grundprinzip der Blockcodierung in Bild 1.7 wird
der Datenstrom der Infobits bzw. Codebits unterteilt in Blocke der Lénge k bzw.
n, die hier jedoch mit r indiziert werden:

u, = (ur,lu cee 7ur,k>

a, = (ar,la .- '>ar,n)'

Die Zuordnung der Codeblécke zu den Infoblocken ist eindeutig und umkehrbar
sowie zeitinvariant, aber im Gegensatz zu den Blockcodes nicht gedéchtnislos:

Definition 8.1. Fin Faltungscode der Rate R = k/n wird durch einen Enco-
der mit Geddchtnis gegeben, indem der aktuelle Codeblock durch den aktuellen
Infoblock und durch die m vorangehenden Infoblécke bestimmt wird:

a, = Encoder(w,, w,_1,. .., U_p,). (8.1.1)

Der Encoder ist linear, d.h. die Codebits ergeben sich als Linearkombinationen
der Infobits. Die formale Beschreibung erfolgt mit Generatorkoeffizienten g, .., €
Emitl<w<k, 1<v<nund0<pu<m, so daff sich die Codebit-Teilfolgen
als Faltungen der Infobitfolgen mit den Generatorkoeffizienten ergeben:

m k
aﬁl’ - Z Z gli,V,/.LuT—/.L,H‘ (812)

pn=0 k=1

Die Grifle m wird als Geddchtnislinge und m + 1 wird als Einflulange (con-
straint length) bezeichnet.

Der Parameter m préagt neben der Coderate sowohl die Leistungsfdhigkeit
des Codes wie auch den Aufwand bei der Decodierung. Die EinfluBlinge wird
oftmals mit £ oder K bezeichnet, was hier allerdings wegen der Verwechselungs-
gefahr mit der Infoblockldnge nicht verwendet wird. Rein formal sind Blockcodes
spezielle Faltungscodes mit m = 0.

Wiéhrend bei Blockcodes k£ und n iiblicherweise grofl sind, gilt bei vielen
praktisch verwendeten Faltungscodes k = 1 (also Infoblock gleich Infobit) und
n = 2 oder n = 3. Die Blockstruktur ist deshalb ganz unbedeutend bzw. bei den
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Infobits iiberhaupt nicht vorhanden. Stattdessen werden Sequenzen auf Sequen-
zen abgebildet. Die Gedéchtnislédnge ist bei der ML-Decodierung heute technisch
etwa auf m = 6 oder m = 8 begrenzt (short-memory codes), wenn von extrem
aufwendigen Decodern fiir spezielle Anwendungen einmal abgesehen wird (siehe
Abschnitt 12.1). Dennoch lassen sich mit solchen relativ einfachen Faltungscodes
Codierungsgewinne erzielen, die mit denen komplizierter Blockcodes vergleich-
bar sind.

Ublicherweise wird ein Faltungscode durch den Encoder bestimmt und
dieser wird als Schieberegister implementiert. Das Schieberegister enthéilt
U, Up_1, .. ., Up—py. Aus diesen k(m + 1) Bits werden n Linearkombinationen
berechnet, die die Komponenten von a, bilden. Anschliefend wird w,,; einge-
schoben und w,_,, fillt heraus. Zu Beginn (r = 0) ist das Schieberegister mit

Nullen vorbelegt, was mit u_y = --- = u_,, = 0 dquivalent ist.
—  »(t »( + arl

— ™ U1 | U2 Ur—1,1|Ur-1,2 > Ur—2,1| Ur-2,2
) »{ + + )

Bild 8.1. Beispiel eines R = 2/3-Faltungs-Encoders mit m = 2

Beispiel 8.1. Betrachte einen R = 2/3-Code mit m = 2, wobei der Encoder
durch das in Bild 8.1 dargestellte Schieberegister gegeben wird. Im r-ten Schritt
werden die k = 2 Infobits w, = (u,1,u,2) eingeschoben und aus dem Inhalt
(w, w,_1, u,_2) des Schieberegisters wird a, = (a,1, a2, a,3) gemif

Q1 = Up2 + Up_1,1 + Up_22
Qro = Up1 + Up_1,1 + Up_1.2

Qr3 = Up2

)

berechnet. Jeweils 2 Infobits werden 3 Codebits zugeordnet und somit gilt fiir
die Coderate R = 2/3. |

Beispiel 8.2 (Standardbeispiel). Nachfolgend wird oftmals der R = 1/2-
Code mit m = 2 und dem in Bild 8.2 dargestellten Encoder verwendet. Im
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ar 1

U —* Uy Ur—1 | U2

’ ar2
Bild 8.2. Standardbeispiel R = 1/2-Faltungs-Encoder mit m = 2

r-ten Schritt wird das Infobit u, in das Schieberegister eingeschoben und daraus
wird @, = (a,1,ar2) = (U + Up_1 + Up_2, U, + U,_3) berechnet. Zur Infobitfolge

('LL(), Uy, Uz, U3, Uyg, US) = (1a 17 Oa 17 0? O)
gehort die Codebitfolge
(CL(), ay, g, as, g, CL5) = (11, 01, 01, 00, ]_0, ]_1)

Dieser simple Code ist durchaus von praktischer Bedeutung. Es wird sich noch
zeigen, dafl der asymptotische Codierungsgewinn G, s fast 4 dB betrdgt. W

Faltungscodes werden durch die Encodiervorschrift definiert, die sehr ein-
fach zu verstehen ist. Der erzeugte Code, also die Menge aller Codebitfolgen,
ist dagegen nicht so einfach zu iiberblicken und zu analysieren. Im Gegensatz
dazu wird bei Blockcodes die Codemenge zunéchst durch algebraische Metho-
den charakterisiert und erst danach wird ein geeigneter systematischer Encoder
konstruiert.

Die Faltungsoperation (8.1.2) kann auch durch halbseitig unendliche Matri-
zen beschrieben werden. Wegen der viel einfacheren Darstellung mit Polynomen
im néchsten Abschnitt wird darauf jedoch verzichtet. Eine in Abschnitt 10.8
behandelte Verallgemeinerung stellen nichtlineare Faltungscodes dar, bei denen
die Verkniipfung der Schieberegister-Inhalte auch durch nichtlineare Operatio-
nen erfolgen kann.

Die Definition der R = k/n-Faltungs-Encoder kann auch durch riickgekop-
pelte Schieberegister erweitert werden. Das fiihrt zu einer auflerordentlich kom-
plizierten Theorie der algebraischen Struktur von Faltungscodes [93], die auf
den Eigenschaften von Matrizen mit Polynomquotienten bzw. auf der Theo-
rie der Module (Vektorrdume iiber Ringen) basiert. Beispielsweise konnen alle
Faltungscodes prinzipiell systematisch riickgekoppelt encodiert werden, wahrend
sich eine systematische riickkopplungsfreie Encodierung als echte Einschriankung
in Abschnitt 8.5 herausstellen wird. Die trelliscodierte Modulation in Kapitel 10
basiert auf speziellen Faltungscodes mit der Rate R = k/(k+ 1), wobei auch sy-
stematische riickgekoppelte Encoder betrachtet werden. Bei den meisten Anwen-
dungen besteht jedoch keine zwingende Notwendigkeit, die algebraische Theorie
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der Faltungscodes im Detail aufzugreifen, so dafl unter diesem Gesichtspunkt
die Faltungscodes im Vergleich zu den RS- und BCH-Codes als ziemlich simpel
erscheinen.

Einschriankung: In den Kapiteln 8 und 9 werden nur Faltungscodes mit der
Rate R = 1/n (also k = 1) sowie lineare Encoder ohne Riickkopplung betrachtet.
Damit ergeben sich enorme Vereinfachungen sowohl in der Beschreibung wie
bei der Decodierung. Das in Abschnitt 8.3 eingefiihrte Prinzip der Punktierung
ermoglicht dennoch fast alle Coderaten zwischen 0 und 1.

8.2 Polynombeschreibung

Den Generatorkoeffizienten g, ,, aus Definition 8.1 (x entfillt bei k = 1) werden
die Generatorpolynome

9u(r) =Y guur” (8.2.1)
n=0

zugeordnet. Die Infobitfolge wird durch eine Potenzreihe und die Codeblockfolge
wird durch einen Potenzreihenvektor charakterisiert:

u(z) = Zurxr (8.2.2)

a(x) = (a1(x),...,an(x)) , ai(x)= Zar,ix’". (8.2.3)

Dem Faltungs-Encoder entspricht die Polynom-Multiplikation

(a1(2), ..., an(2)) = u(®)- (1(),. .., gn(%)) (8.2.4)

(. .
-~

— a(z) — G(x)

und das ist dquivalent zu
a,(x) =u(z)g,(x) fir v=1,...,n. (8.2.5)

Als Generatormatriz wird G(z) = (g1(x),...,gn(z)) bezeichnet, obwohl das
unter der Voraussetzung R = 1/n nur ein Generatorvektor ist. Die Menge aller
Codefolgen, also der Code, kann als

¢ = {ul=)G(x) ] u(@) =Y wa’, u € {0,1}} (8.2.6)
r=0
geschrieben werden. Der Faltungscode ist linear und C ist wie bei den Blockcodes

ein Vektorraum. Fiir die Gedéchtnislénge gilt bei gegebener Generatormatrix

m = max Grad g,(z). (8.2.7)

1<v<n
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Beispiel 8.3. Fiir das Standardbeispiel gilt G(z) = (1 + z + 22,1 + 2?). Zur
Infobitfolge (1,1,0,1,0,0) «» u(x) = 1 + x + 23 gehort die Codebitfolge
a(z) = (a1(2), az(x)) = u(z)G(x)
= ((1 +z+2°)(1+a+2%),(1+z+2%)(1 +x2))
=(1+z*+2°1+z+ 2> +2°
s (11,01,01,00,10, 11).

Eine endliche Infobitfolge der Lange L fiihrt zu einer endlichen Codeblockfolge
der Lange L + m. |

Tabelle 8.1. Optimale Codes der Raten 1/2 und 1/3 fiir m = 2,3,4,5,6

(@) 52(@) 5a(@) ds
142+ 1+ 22 )
1+x+a3 14z + 22+ 28 6
1422 + 2t 14z +az2+24 7
1+2%+ 2% 425 l+z+a?+23+2° 8
1+ 22+ 23 +25+28 | 1+o+22+23+25 10
142+ 1+ 22 142+ 8
1+x+a3 l+z4+ 22423 1422423 10
1422+t 142 +a3+24 14z +22+ 23422 12
1+2%+a2t +2° Tda+a?+ad42° | 1423 42t + 25 13
1422 +a3+254+28 | 1+ +22+26 l+z+a?+23+2r+25] 15

In Tabelle 8.1 sind fiir die Gedéchtnislangen m = 2,3,4,5,6 einige opti-
male Faltungscodes der Raten R = 1/2 und R = 1/3 aufgelistet. Der Begriff
optimal und die freie Distanz d; werden noch in Definition 8.2 erklart. Beim
Ubergang von R = 1 /2 auf R = 1/3 kommt nicht nur ein weiteres Generatorpo-
lynom g3(z) hinzu, sondern ¢;(x) und go(z) kénnen sich auch zusétzlich &ndern.
Fiir m = 6 ist der sogenannte Industriestandard-Code angegeben, fiir den heute
Encoder/Decoder-Chips verschiedener Firmen verfiighbar sind. Auf diesem Co-
de basiert auch die sogenannte pragmatische trelliscodierte Modulation, die in
Abschnitt 10.11 behandelt wird. Weitere Faltungscodes finden sich in Tabelle
8.4.

8.3 Spezielle Codeklassen: Terminierte, punktierte,
systematische und transparente Faltungscodes

Als spezielle Klassen von Faltungscodes werden hier terminierte, punktierte, sy-
stematische und transparente Codes eingefiihrt, die bei speziellen Anwendungen
von grofler praktischer Bedeutung sind.
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(1) Terminierte Faltungscodes

Nach jeweils L Infobits werden m bekannte Bits (tail bits) in den Datenstrom
der Infobits eingefiigt, wobei dazu iiblicherweise Nullen gewihlt werden. Diese
L+ m Infobits beeinflussen nur die L +m Codeblocke ay, . .., ar_11,, und keine
weiteren Codeblocke. Das folgt auch aus (8.2.5) und (8.2.7):

Grad a,(z) < Grad u(z) + m.

Somit resultiert ein Blockcode, der L Infobits auf (L + m)n Codebits abbildet.
Also reduziert sich die Coderate von R = 1/n auf

Rterminiert = thim : % < < % = R) (831)
Fiir groles L ist dieser Verlust in der Rate vernachlassigbar. Als Vorteil er-
gibt sich eine Blockstruktur, die beispielsweise Fehlerfortpflanzungen beim De-
codieren verhindert. Insbesondere bei Daten mit Rahmenstruktur werden in der
Praxis fast immer terminierte Faltungscodes verwendet. Rein formal sind termi-
nierte Faltungscodes und Blockcodes identisch.
Fiir die Terminierung wird im Infobitstrom manipuliert. Manipulationen im
Codebitstrom fithren zu:

(2) Punktierte Faltungscodes

Jeweils P Codeblocke werden zu einer Gruppe zusammengefafit. Von den nP
Codebits in dieser Gruppe werden [ Codebits gestrichen (punktiert) und nicht
iibertragen. Somit werden P Infobits auf nP—I Codebits abgebildet. Also erhoht
sich die Coderate von R = 1/n auf

Rpunktiert = % < > % = R). (8.3.2)
Natiirlich muB [ < (n—1)P sein, um eine Coderate kleiner als 1 zu gewéahrleisten,
damit die Infobits aus den Codebits wiedergewonnen werden kénnen.

Die Grofle P wird als Punktierungslinge und der R = 1/n-Code wird als
Muttercode bezeichnet. Die zu streichenden Codebits werden in einem Punk-
tierungsschema festgelegt. Mit wachsendem P konnen nahezu alle Coderaten
zwischen 1/n und 1 erreicht werden. Beispiele fir R = 1/2 zeigt Tabelle 8.2.
Speziell fir | = P — 1 gilt Ryunktiert = P/(P + 1).

In der Praxis werden anstelle der R = k/n-Codes aus Definition 8.1 fast
ausschliellich punktierte Codes verwendet. Zwar ist ein punktierter R = 2/3-
Code mit einem R = 1/2-Muttercode etwas schlechter als ein nicht-punktierter
R = 2/3-Code, aber dafiir bedeutet die Punktierung bei der Decodierung
mit dem Viterbi-Algorithmus iiberhaupt keinen Mehraufwand. Der Decodier-
Algorithmus wird nur durch den Muttercode gepragt und nicht durch das Punk-
tierungsschema, wie sich in Abschnitt 9.4 noch zeigen wird.
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Tabelle 8.2. Beispiele fiir Ryunktiert bei R = 1/2

=0 I=1 1=2 (=3 (=4 =5 1=6 [=1
P=2] 2/4 2/3

P=3|3/6 3/5 3/4

P=4| 4/8 4/7 4/6 4/5

P=8|8/16 8/15 8/14 8/13 8/12 8/11 8/10 8/9

Normalerweise ist ein Code mit grolem P besser, d.h. R = 4/6 ist etwas
schlechter als R = 8/12. Es gibt dazu umfangreiche Tabellen mit den besten
punktierten Codes [105, 119]. Die Ergebnisse variieren allerdings geringfiigig mit
der Punktierungslédnge und sonstigen Randbedingungen: Einerseits kann durch
Wahl von Muttercode und Punktierungsschema auf eine spezielle Coderate op-
timiert werden oder andererseits kann auch auf eine gesamte Codefamilie mit
verschiedenen Raten bei unverédndertem Muttercode optimiert werden.

Von grofer praktischer Bedeutung sind die von J.Hagenauer [106] eingefiihr-
ten RCPC-Codes (Rate Compatible Punctured Convolutional Codes). Hierbei
wird eine Codefamilie mit unterschiedlichen Raten aus einem einzigen Mutter-
code derart abgeleitet, dafl die hochratigen Codes in die niederratigen Codes
eingebettet werden. Codes hoherer Rate entstehen dabei nur durch zusétzliche
Punktierungen aus Codes niedrigerer Rate, d.h. alle bei hoheren Raten benutz-
ten Bits werden auch bei niedrigeren Raten benutzt. Zwischen verschiedenen
Coderaten kann ohne nennenswerten Mehraufwand umgeschaltet werden, wobei
das fiir den Encoder klar ist und fiir den Decoder in Abschnitt 9.4 noch gezeigt
wird. Der besondere Vorteil der RCPC-Codes liegt darin, dafl zu beliebigen Zeit-
punkten die Coderate umgeschaltet werden kann, ohne dafl sich im Bereich der
Umschaltzeitpunkte negative Auswirkungen auf die Distanzeigenschaften des
Codes ergeben.

Ein Beispiel fiir RCPC-Codes zeigt Tabelle 8.3 [75, 106], bei denen aus einem
R = 1/4-Muttercode mit

Gx)=Q+2*+2t 1+ + 22+ 1+ 22 + 22 + 2t 1+ 2+ 2% + 2

ratenkompatible punktierte Codes mit Raten von 8/9 bis 1/4 abgeleitet werden.
Eine 0 im Punktierungsschema steht dabei fiir Punktierung. Wichtige Anwen-
dungen fiir RCPC-Codes sind:

e Ubertragungskanile mit schwankender Giite, bei denen die Coderate iiber
ein ARQ-Verfahren laufend an die Kanaleigenschaften angepafit wird. Im
normalen Fall bei gutem Kanal wird nur der punktierte Code benutzt
und erst bei abnehmender Kanalqualitdt werden die punktierten Stellen
nachtriaglich gesendet, um die Korrekturfahigkeit zu erhohen.

e Datenquellen, bei denen die einzelnen Bits eine unterschiedliche Wichtig-
keit haben und folglich einen abgestuften Fehlerschutz erfordern. Das wird
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Tabelle 8.3. RCPC-Codes zum R = 1/4-Muttercode mit m =4 und P =8

Punktierungsschema Rpunktiert
1111 0111 1000 1000 0000 0000 0000 0000 8/9
1111 1111 1000 1000 0000 0000 0000 0000 8/10
1111 1111 1010 1010 0000 0000 0000 0000 8/12
1111 1111 1110 1110 0000 0000 0000 0000 8/14
1111 1111 1111 1111 0000 0000 0000 0000 8/16
1111 1111 1111 1111 1000 1000 0000 0000 8/18
1111 1111 1111 1111 1100 1100 0000 0000 8/20
1111 1111 1111 1111 1110 1110 0000 0000 8/22
1111 1111 1111 1111 1111 1111 0000 0000 8/24
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1000 1000 8/26
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1010 1010 8/28
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1110 1110 8/30
1111 1111 1111 1111 1111 11171 1111 1111 8/32

auch als UEP-Codierung (Unequal Error Protection) bezeichnet. Eine inter-
essante Anwendnung stellt die Quellencodierung von Sprache bei digitalen
Mobilfunksystemen dar (siehe die Abschnitte 12.3 und 12.4 fiir weitere Ein-
zelheiten).

(3) Systematische Faltungscodes

Bei einem systematischen Encoder entspricht mindestens eine Komponente im
Codeblock dem Infobit.

Wiéhrend Blockcodes fast ausschlieflich systematisch encodiert werden, ist
das bei Faltungscodes nicht mdoglich, sofern nicht in Definition 8.1 die Linear-
kombinationen um Riickkopplungen erweitert werden. Einige der besten Fal-
tungscodes sind nicht systematisch riickkopplungsfrei encodierbar, wie sich in
Abschnitt 8.5 zeigen wird.

(4) Transparente Faltungscodes

Bei transparenten Codes mufl mit jeder Codebitfolge auch das bindre Komple-
ment eine Codebitfolge sein (fiir die ersten m Codeblécke wird das natiirlich
nicht gefordert).

Da Dauer-Null eine Codefolge ist, muf} also auch Dauer-Eins eine Codefolge
sein. Transparente Codes liegen genau dann vor, wenn jede Linearkombination
aus einer ungeradzahligen Anzahl von Infobits besteht bzw. jedes Generator-
polynom ein ungerades Gewicht hat — denn dann fiihrt Dauer-Eins als Info-
folge zu Dauer-Eins als Codefolge. Die meisten guten Faltungscodes sind nicht
transparent, jedoch ist der Industriestandard-Code fiir R = 1/2 aus Tabelle 8.1
transparent.
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Der Vorteil eines transparenten Codes liegt darin, dafl bei einem Polaritéts-
wechsel bzw. einer 180 Grad Phasendrehung des physikalischen Kanals die Co-
demenge invariant bleibt. Die Inversion der Codebits entspricht einer Inversion
der Infobits. In Kombination mit differentieller Vorcodierung [19, 58, 75] resul-
tiert dann eine Rotationsinvarianz. Dieses Thema wird in Abschnitt 10.8 noch
ausfiihrlich behandelt.

8.4 Nicht-katastrophale Encoder und Encoder-Inverses

Beispiel 8.4. Betrachte den in Bild 8.3 dargestellten Encoder eines R = 1/2-
Codes mit G(x) = (1 + z,1 + z?), der sich nur geringfiigig vom Standardbei-
spiel unterscheidet. Mit Dauer-Eins als Infofolge ergibt sich sofort die Codefolge

a(z) < (11,01,00,00,00,...). Mit u(z) = 1+ x+2*+23+--- = 1/(1 — ) folgt
1
das auch aus u(z) G(z) = 1—(1 +az, (1+ x)2> =(1,1+2).
-z
+ - al’,l

a2

Bild 8.3. Katastrophaler R = 1/2-Faltungs-Encoder

Mit Dauer-Null und Dauer-Eins gibt es also zwei Infofolgen mit unendli-
chem Hammingabstand, deren zugehdrige Codefolgen sich nur an endlich vielen
(némlich 3) Stellen unterscheiden. Es reichen also 3 Ubertragungsfehler aus, um
bei der Decodierung unendlich viele Fehler zu produzieren (lawinenartige Feh-
lerfortpflanzung). Ein solcher Encoder verdient die Bezeichnung katastrophal.
Wegen der Linearitét ist auch eine dquivalente Kennzeichnung mit den Ham-
minggewichten moglich. ]

Es gibt ein sehr einfach nachpriifbares Kriterium, ob ein Faltungscode kata-
strophal encodiert wird oder nicht:

Satz 8.1. FEin nicht-katastrophaler Encoder ist dadurch definiert, daf jede Info-
folge unendlichen Gewichts eine Codefolge unendlichen Gewichts impliziert bzw.
dquivalent, daf$ jede endliche Codefolge eine endliche Infofolge impliziert. Das ist
dquivalent damit, das die Generatorpolynome keinen gemeinsamen Teiler haben:

GGT(gl(x), o gn(x)) ~1. (8.4.1)
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Wenn also die Zerlegung der Generatorpolynome in irreduzible Faktoren einen
gemeinsamen Teiler ergibt, dann liegt ein katastrophaler Encoder vor (wie bei
Beispiel 8.4). Falls der grofite gemeinsame Teiler eine reine a-Potenz ist, so liegt
nur eine iiberfliissige Verzégerung im Encoder vor.

Beweis: “Nicht-katas. = GGT=1": Gegenannahme: Es existiert ein gemeinsa-
mer Teiler p(z) # 1, d.h.

Dabei ist der 0-te Term in p(x) nicht Null, denn sonst wiirden alle Generator-
polynome den Faktor z enthalten und die Encodierung wére mit einer sinnlosen
Verzogerung verbunden. Mit etwas Rechnung erweist sich

1 . T
u(zr) = ) = ;urx

als eine Potenzreihe ohne negative Exponenten. Andererseits kann wu(z) kein
Polynom sein, denn sonst ergédbe das Produkt zweier Polynome 1, was nach der
Gradformel unmdoglich ist. Also ist u(x) eine Folge unendlichen Gewichts. Bei
Interpretation als Infofolge ergibt sich die Codefolge

a(x) = u(z) G(x) = (G:(2), .. u(x))

mit endlichem Gewicht. Das ist ein Widerspruch dazu, dafl der Encoder als
nicht-katastrophal vorausgesetzt wurde und somit muf p(z) = 1 gelten.
“Nicht-katas. <= GGT=1": Generell ist der grofite gemeinsame Teiler meh-
rerer Groflen als Linearkombination dieser Grofien darstellbar (Euklidischer Al-
gorithmus Satz A.8). Es existieren also Polynome fi(z),..., f,(z) mit

Z fo(x)g,(z) = GGT(gl(x), e ,gn(x)) = 1. (8.4.2)

Zur Codefolge a(x) = <a1 (x),..., an(x)) = u(x) <91 (x),... ,gn(x)) gehort also
die Infofolge

S a@)fulr) = 3 u(@)alx) - ()

=u(z) Y g(@)fulx) = ul2).

Wenn a(x) endliches Gewicht hat, dann hat auch u(x) endliches Gewicht und
somit ist der Encoder nicht-katastrophal. |

Satz 8.1 kann auch auf allgemeine Faltungscodes mit der Rate R = k/n

verallgemeinert werden. In der (k,n)-dim. Generatormatrix gibt es genau (Z)
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Moglichkeiten zur Auswahl von k Spalten aus den n Spalten. Somit konnen (Z)

jeweils (k, k)-dim. Polynommatrizen gebildet werden, von denen die Determinan-
ten zu berechnen sind. In Erweiterung von (8.4.1) diirfen diese Determinanten
keinen gemeinsamen Teiler haben.

Die Polynome fi(z),..., f.(z) aus (8.4.2) bilden ein Encoder-Inverses, das
zur Codefolge die Infofolge liefert, wie am nachfolgenden Beispiel noch genauer
erklart wird. Das Encoder-Inverse ist aber kein Decoder, da es fiir verfilschte Co-
defolgen mit Fehlermustern unbrauchbar ist und Soft-Decision iiberhaupt nicht
verarbeiten kann. Im Viterbi-Decoder ist das Encoder-Inverse implizit enthalten,
so dafl die Polynome fi(x),..., fo(x) nicht explizit bekannt sein miissen.

Beispiel 8.5. Bei G(x) = (g1(x), g2(7)) = (14422, 1+2?) ist g1 (z) irreduzibel
und somit liegt beim Standardbeispiel ein nicht-katastrophaler Encoder vor. Mit
(fi(x), fa(x)) = (z,1 + x) gilt leicht nachpriifbar

fi(x)g1(z) + fa(x)ga(x) = 1.
Somit folgt

a(z) = a(x)<1_fx> - u(x)<1+x+x2,1+x2> < 1—fx> = u(z).

Diese Beziehung wird in Bild 8.4 veranschaulicht.

Encoder Encoder inverse

\
\
I
\
|
|
|
|
|
e Ur U—1 | U2 }
|
|
|
|
\
|
\
\

Bild 8.4. Standardbeispiel: Encoder — Encoder-Inverses

In der rekursiven Schreibweise gilt:

Encoder:a,; = u, + Up_1 +Ur—2 , Gr2 = Up + Up_2

Encoder-Inverses:@t, = a,_11 + ar2 + ar_1 9.

Das kann iiber 4, = (up_1 + Up_o + up—3) + (Up + Up_2) + (Up—1 + Up_3) = U,
sofort verifiziert werden. [ |
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Beispiel 8.6. Bei G(z) = (¢1(2), g2(x)) = (1+a, 1+2?) = (1+x)(1, 1 +2) liegt
ein katastrophaler Encoder vor. Es existieren keine zwei Polynome fi(z), fo(x)
mit fi(x)g1(x) + f2(x)g2(z) =1, denn

fi@)g1(@) + fo(@)ga(a) = (14 2) - (fie) + @)1 +2)) =1

[ J/

~-
Polynom

ist nach der Gradformel unmoglich. ]

8.5 Distanzeigenschaften und optimale Faltungscodes

Die Giite eines Blockcodes wird im wesentlichen mit der Minimaldistanz erfaft,
d.h. mit dem minimalen Hamminggewicht aller Codewdrter. Eine entsprechende
Charakterisierung fiir Faltungscodes wird nachfolgend eingefiihrt:

Definition 8.2. Die freie Distanz d; (andere oft verwendete Schreibweisen sind
dree 0der do, ) eines Faltungscodes ist definiert als das minimale Hamminggewicht
aller Codefolgen:

d¢ = min {wH(u(x)G(x)) ‘ u(z) = Zurxr # 0}. (8.5.1)

r=0
Mit Ausnahme punktierter Codes kann immer ug = 1 gesetzt werden. Zwei Co-
defolgen unterscheiden sich immer an mindestens d¢ Stellen. Ein Faltungscode

heifit optimal, wenn dy maximal ist gegeniiber allen anderen Faltungscodes mit
gleicher Coderate und gleicher Geddchtnislinge m.

Tabelle 8.4. Freie Distanz optimaler und punktierter Faltungscodes

m|R=1/2 R=1/3 R=1/A| R=2/3 R=3/4
2 5 8 10 3

3 6 10 13 4

4 7 12 16 4 3
5 8 13 18 6 4
6 10 15 20 6 5
7 10 16 22 7 6
8 12 18 24 7 6
9 12 20 27 7 6
10 14 22 29 8 6
11 15 24 32 9 7
12 16 24 33 9 7
13| 16 26 36 10 7

Meistens ist der optimale Code nicht eindeutig bestimmt. Die freie Distanz
optimaler Codes mit den Raten R = 1/2, R = 1/3 und R = 1/4 wird in
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Tabelle 8.4 aufgelistet. Die entsprechenden Codes wurden 1970 von Odenwalder
und Larson per Rechnersuche gefunden. Die Generatorpolynome der wichtigsten
Félle R =1/2und R = 1/3 bei m < 6 wurden bereits in Tabelle 8.1 angegeben.
Die restlichen Generatorpolynome sowie Angaben zu Codes mit anderen Raten,
zu systematischen Codes und zu transparenten Codes finden sich beispielsweise
in [12, 19, 43, 49, 57, 64, 75, 80] und sehr ausfiihrlich in [23, 78].

Bei den Codes mit den Raten R = 2/3 und R = 3/4 aus Tabelle 8.4 han-
delt es sich um punktierte Codes, die in [105] angegeben sind. Andere Tabellen
zu punktierten Codes zeigen teilweise geringfiigig andere freie Distanzen, was
an den bereits in Abschnitt 8.3 erkldrten verschiedenen Kriterien zur Auswahl
punktierter Codes liegt. Die freie Distanz nimmt bei allen Coderaten nicht kon-
tinuierlich mit m zu: Beispielsweise bringt bei R = 1/2 die Erhthung von m = 6
auf m = 7 keinen Gewinn, sondern nur eine Aufwandsverdopplung im Decoder,
wie sich noch zeigen wird.

Fiir die Infofolge u(x) = 1 ergibt sich die Codefolge a(x) = G(x) und daraus
resultiert eine obere Grenze fiir die freie Distanz:

di <wy(G(r)) = Y wi(g,(z)) (8.5.2)
<n-(m+1). ) (8.5.3)

Oftmals gilt in der ersten Abschéitzung sogar Gleichheit, wihrend die zweite
Abschéitzung bei nicht-katastrophalen Codes nie scharf sein kann. Bei einem
systematischen R = 1/2-Code gilt G(z) = (g1(), 1) und somit

df S m+ 2.

Da Tabelle 8.4 fiir die optimalen Codes groflere freie Distanzen zeigt, konnen
optimale Codes also nicht systematisch sein. Von Heller wurde eine weitere obere
Schranke angegeben (siehe z.B. [57]), die hier ohne Beweis zitiert wird:

21—1
< ] . 0.
dg _%P{Ql—l(m+l)n] (8.5.4)
Diese Schranke erweist sich im Vergleich mit Tabelle 8.4 als sehr scharf. Fiir
[ =1 stimmt (8.5.4) mit (8.5.3) iiberein.

Beispiel 8.7. (1) Fiir das Standardbeispiel mit G(z) = (14+x+2% 1+2?) gilt
df <5 geméB (8.5.2). Spater wird noch gezeigt, dafi df = 5 gilt.

(2) Bei G(z) = (1 + 2+ 2%, 1 + x + 2?) ergibt (8.5.2) zwar d; < 6, aber
erstens ist das ein katastrophaler Encoder und zweitens gilt nur dy = 4, denn
u(r) = 1+ z erzeugt a(z) = (1 + 23,1 + 2?). Damit wird klar, da es keinen
R =1/2-Code mit d;f = 6 geben kann.

(3) Beim katastrophalen Code mit G(x) = (1 + z,1 + 2?) gilt di = 3 nach
Beispiel 8.4, aber bei Beschrankung auf endlich lange Folgen und damit beim
terminierten Code gilt d¢ = 4. |
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Bei terminierten Faltungscodes gilt fiir die Minimaldistanz des entstehen-
den Blockcodes immer d,;,, = df. Allerdings sind das asymptotisch schlechte
Blockcodes im Sinn von Abschnitt 3.4, denn bei konstanter Coderate bleibt die
Minimaldistanz konstant und somit konvergiert die Distanzrate bei wachsen-
der Blockldnge gegen Null. Dennoch erweisen sich die Faltungscodes als sehr
leistungsfihig. Die Festlegung optimaler Codes in Definition 8.2 erfolgt in Hin-
blick auf die ML-Decodierung mit dem Viterbi-Algorithmus (siche Kapitel 9).
Bei anderen Decodierverfahren sind etwas andere Distanzeigenschaften fiir die
Auswahl des Codes maBgebend. Eine umfassende Ubersicht zu weiteren Distanz-
definitionen gibt [23].

Die Beschreibung von Faltungscodes bzw. ihrer Encoder erfolgte bisher mit
Polynomen oder Schieberegistern. Zur Beschreibung der Codemenge selbst wird
in Abschnitt 8.6 das Trellisdiagramm (wichtig fiir die ML-Decodierung) und in
Abschnitt 8.7 das Zustandsdiagramm (wichtig fiir die Berechnung der Distan-
zeigenschaften) eingefiihrt.

8.6 Trellisdiagramm

Die Beschreibung eines Faltungscodes durch das Trellisdiagramm (Gitter-, Netz-
diagramm) ist die gedankliche Grundlage fiir die Decodierung. Das Trellisdia-
gramm besteht aus einzelnen Trellissegmenten, die eindeutig dem Faltungs-
Encoder entsprechen.

Nach (8.1.1) ist der aktuelle Codeblock a, eine Funktion des aktuellen Info-
bits u, und der m vorangehenden Infobits wu,_1,...,u,_,,. Das bindre m-Tupel
(Up—1, .+« Up_yy,) Wird als Zustand angesprochen. Die Werte dieser 2™ Zustéinde
werden mit (j,...,(om bezeichnet. Dabei sei (; = (0,...,0) der Nullzustand.
Der Zustand zur Zeit r (bezogen auf die Infobits bzw. auf die Codeblocke) wird
mit z. € {(3,...,(am} bezeichnet. Aus dem aktuellen Infobit und dem aktuellen
Zustand ergeben sich der aktuelle Codeblock und der néchste Zustand:

a, = Encoder(u,, z.) , 2.1 = Shiftfunktion(u,, z,.). (8.6.1)

Beispiel 8.8. Fiir das Standardbeispiel mit G(z) = (1+x+ 22, 1+ %) werden
die Zustinde als ¢(; = 00, (> = 10, (3 = 01, (4 = 11 durchnumeriert. Dann gilt:

Encoder Shiftfunktion
a, U, =0 u, =1 Zr41 U, =0 u, =1
z. = 00 00 11 z. =00 00 10
zr = 10 10 01 zr = 10 01 11
z =01 11 00 z. =01 00 10
zr =11 01 10 zr =11 01 11

In Bild 8.5 sind diese Tabellen als Trellissegment dargestellt. Die Kanten zwi-
schen den Zustédnden sind mit u,., a,. beschriftet. Die spezielle Generatormatrix
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Uy

¢1 =00 0,00 ¢1 =00

Cz =10
G =01
Gy =11

Bild 8.5. Trellissegment fiir das Standardbeispiel G(z) = (1 + z + 22,1 + 2?)

wirkt sich nur auf die a,-Beschriftung aus, aber nicht auf die Zustandsiibergénge.
|

Generell hat ein Trellissegment 2™ Zusténde. Bei R = 1/n-Codes gehen von
jedem Zustand z, = (; stets 2 Kanten (Zweig, branch) ab und bei jedem Zustand
Zr41 = (; kommen stets 2 Kanten an. Wenn die Zusténde als umgekehrte Dual-
zahlen durchnumeriert werden, stellt sich die mit Bild 8.6 formulierte Symmetrie
ein.

Von (; und ¢;;om-1 gehen insgesamt 4 Kanten ab, die bei (;—1 und ¢o; ankom-
men. Die Beschriftung der Kanten mit u, kann entfallen, da obere abgehende
Kanten stets u,, = 0 und untere abgehende Kanten stets u, = 1 entsprechen. In

Zr | Zr+ 1

Coi1 = (u=0,u)

Cisgma = (U, U-m=1) G = (u=lu)
where u = (Ur_1,...,Ur_m+1)

Bild 8.6. Elementarteil des allgemeinen Trellissegmentes
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Z = (Ur—1, U2, Ur_3, Ur_4) —_— Zr+1= (Ur, U1, Ur—2, Ur_3)
¢ = 0000 ¢, = 0000
g2 = 1000 {, = 1000
{3 = 0100 ,‘ 3 = 0100
¢4 = 1100 \," Zy = 1100
s = 0010 \,"' {5 = 0010

= 1010 e "" = 1010
i RS
¢ = 0110 \/&.(".. ¢ = 0110
g = 1110 \/.\’,’0“ g = 1110

Lo = 0001 Lo = 0001

: SR
10 = 1001 \, ‘ ‘ {10 = 1001
¢y = 0101 ?\“)‘(“ {11 = 0101
{p = 1101 /\““ 1o = 1101
{43 = 0011 /\“ Cis= 0011
{14 = 1011 /“ {14 = 1011
G5 = 0111 ‘

Lig = 1111 Lig = 1111

§:3

C_,15 = 0111

Bild 8.7. Trellissegment fiir Gedéchtnislinge m = 4

¢; und Ciom—1 ist der vordere Teil w = (u,_q, ..., Up_mi1) konstant. Beim Uber-
gang von z, nach z,; fallt u,_,, heraus und u bildet den hinteren Teil von (y;_1
und (y;. Diese Zusammenhénge werden noch deutlicher fiir den komplizierteren
Fall m = 4, der in Bild 8.7 dargestellt ist.

Bei R = k/n-Faltungscodes mit der Gedéchtnislinge m gehen von jedem der
2™ Zusténde genau 2% Kanten ab bzw. es kommen genau 2* Kanten an. Also gibt
es insgesamt 2™T* Kanten pro Trellissegment. Entsprechende Beispiele werden
noch in Kapitel 10 behandelt.

Ein vollstandiges Trellisdiagramm (oder kurz Trellis) ergibt sich durch
Hintereinander-Reihung der einzelnen Trellissegmente. Aufgrund der Vorbele-
gung des Schieberegisters mit Nullen tritt dabei der Anfangseffekt auf, dafl die
Kanten nur vom Nullzustand ausgehen konnen. Bei terminierten Codes gibt
es einen entsprechenden Endeffekt, da die Kanten wieder auf den Nullzustand
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zuriickgehen miissen. Der Trellis ist ein gerichteter Graph mit einem Anfangs-
und einem Endzustand. Anstelle von Zustidnden spricht man auch von Knoten
(node). Die ersten m und die letzten m Segmente sind unvollsténdig. Eine Kan-
tenfolge wird als Weg bezeichnet. Bei nicht-terminierten Codes konnen die Wege
auch unendliche Linge haben.

Beispiel 8.9. Das Trellisdiagramm fiir das Standardbeispiel zeigt Bild 8.8, wo-
bei nach 4 Infobits terminiert wird. Die Kanten sind mit den Codeblécken be-
schriftet. Dem dick markierten Weg entsprechen

Infofolge 1,1,0,1,(0,0)
Codefolge 11,01,01,00, 10,11
ZUStandeOIge Cl? C2a <4a <3a <2a <37 Cl'

Die gleiche Codefolge wurde in Beispiel 8.3 bereits iiber die Generatormatrix

berechnet. [}
7o M0 7z, M, oz, Y2 g s 7, Y4 zs 5. 74
1 1 0 1 0 0
C]_:OO
C2:10
C3201
C_,4:11 [ ]

incomplete segments incomplete segments

Bild 8.8. Trellisdiagramm fiir das Standardbeispiel

Bei punktierten Codes ist die Beschriftung der Kanten mit den Codeblocken
eigentlich zeitvariant (d.h. variierend von Segment zu Segment), aber es wird sich
in Abschnitt 9.4 noch zeigen, dafl das Punktierungsschema bei der Decodierung
sehr einfach eingearbeitet werden kann.

Infofolgen und Codefolgen und Zustandsfolgen entsprechen einander jeweils
umkehrbar eindeutig. Mit dem Konzept “Wege durch den Trellis” ist die Code-
menge erheblich besser zu iiberblicken als mit der Generatormatrix. Als Funda-
mentalweg wird ein endlich langer Weg durch den Trellis bezeichnet, der irgend-
wo beim Nullzustand beginnt und beim Nullzustand endet und zwischendurch
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den Nullzustand nicht beriihrt. Die Linge des Fundamentalweges betrégt min-
destens m + 1 Segmente bzw. (m + 1)n Codebits. Jeder Weg im terminierten
Trellis zerfallt in eine endliche Abfolge von Fundamentalwegen und Nullstiicken.

Die freie Distanz d; ergibt sich aus dem Trellis als minimales Hammingge-
wicht aller beim Nullzustand beginnenden Wege. Das Hamminggewicht bezieht
sich dabei natiirlich auf die Beschriftung der Kanten mit den Codeblocken. Ein
terminierter Code und ein nicht-terminierter Code haben die gleiche freie Di-
stanz.

Satz 8.2. Bei nicht-katastrophalen Codes kann die freie Distanz allein aus den
Fundamentalwegen bestimmt werden.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf§ das minimale Gewicht aller Codefolgen bei einer
endlichen Infofolge erreicht wird. Gegenannahme: Es gibt eine Infofolge unend-
lichen Gewichts mit einem Codefolgengewicht < wy(G(x)) < oco. Das ist aber
bei nicht-katastrophalen Codes ausgeschlossen. |

Dieser Satz verkniipft die Begriffe katastrophal, freie Distanz und Funda-
mentalweg. Es reicht also zur Bestimmung von d; aus, nur endlich lange Wege
zu betrachten, wobei es unwichtig ist, wo der Weg beginnt. Fiir das Standardbei-
spiel folgt aus Bild 8.8 sofort df = 5. Bei katastrophalen Codes gibt es unendlich
lange Wege mit endlichem Gewicht, die den Nullzustand nicht beriihren. Bei
nicht-katastrophalen Codes ist das ausgeschlossen.

8.7 Zustandsdiagramm

Beim Trellisdiagramm werden sdmtliche Codeeigenschaften schon mit einem ein-
zigen Segment erfafit. Das Zustandsdiagramm (state transition diagram, signal
flowchart) ist ein gewichteter und gerichteter Graph, der aus einem Trellisseg-
ment dadurch entsteht, dafi die Knoten zur Zeit r + 1 mit denen zur Zeit r
identifiziert werden.

Das Prinzip wird sofort klar aus dem in Bild 8.9 dargestellten Zustandsdia-
gramm fiir das Standardbeispiel. Eine durchgezogene Kante entspricht w, = 0
und eine gestrichelte Kante entspricht u, = 1. Die Kanten sind mit den Code-
blocken beschriftet.

Allgemein gibt es 2™ Zustinde mit 2+ Kanten (bei R = 1/n). Die mogli-
chen Codefolgen entsprechen den moglichen Zustandssequenzen im Zustands-
diagramm. Das Zustandsdiagramm ist ein endlicher deterministischer Automat
(Mealy-Automat). Generell gibt es beim Nullzustand immer eine Schleife mit
u, = 0 und a, = 0. Trivialerweise ist das Diagramm stets zusammenhéangend,
da jeder Zustand aus jedem anderen Zustand immer durch eine geeignete Info-
folge erreicht werden kann. Die Generatormatrix wirkt sich nur auf die Kanten-
beschriftung aus.
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Bild 8.9. Zustandsdiagramm fiir das Standardbeispiel

Die Fundamentalwege sind im Zustandsdiagramm sehr einfach zu {iberse-
hen und darin liegt die Bedeutung dieser Darstellung: Ein Fundamentalweg be-
ginnt im Nullzustand, verldat den Nullzustand und ist mit dem Wiedererreichen
des Nullzustandes beendet. Das minimale Codefolgen-Gewicht aller Fundamen-
talwege entspricht nach Satz 8.2 der freien Distanz, sofern der Encoder nicht-
katastrophal ist.

8.8 Gewichtsfunktion eines Faltungscodes

Die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit kann nicht allein aus der freien
Distanz erfolgen, sondern wie bei den Blockcodes sind noch weitere Gewichtspa-
rameter von Bedeutung. Fiir Faltungscodes ist es erforderlich, daf} ein vollstandi-
ger Uberblick iiber alle Fundamentalwege gewonnen und mit einem analytisch
geschlossenen Ausdruck erfafit wird.

Definition 8.3. Es seit(d,i,j) die Anzahl der Fundamentalwege, die zum Zeit-
punkt Null beginnen mit:

d = Hamminggewicht der Codeblockfolge
1 = Hamminggewicht der Infobitfolge
j = Lange des Fundamentalweges (in Codeblicken bzw. Infobits).

Die t(d, 1, j) werden als Fundamentalwegekoeffizienten (complete path enumera-
tors) bezeichnet. Die formale Potenzreihe in D, I, J



9. ML-Decodierung mit dem
Viterbi-Algorithmus und
Fehlerwahrscheinlichkeit von
Faltungscodes

Fiir Faltungscodes gibt es verschiedene Decodierprinzipien:

Maximum-Likelihood-Decodierung: Eine sehr elegante und zugleich auf-
wandsgiinstige Realisierung der ML-Decodierung ermoglicht der Viterbi-
Algorithmus, der seit 1967 bekannt ist. Teilweise wird auch der Begriff
Viterbi-Decodierung verwendet. Dieses Verfahren ist von grofier praktischer
Bedeutung und kann neben der Decodierung von Faltungscodes und Trel-
liscodes prinzipiell bei allen Systemen angewendet werden, die eine Trel-
lisstruktur aufweisen. Dazu zdhlen auch Interferenz-Verzerrungen, digitale
Modulationsverfahren mit Gedéchtnis und sogar Blockcodes, wie sich in den
Abschnitten 11.4 bis 11.7 noch zeigen wird.

Die Viterbi-Decodierung ist bei hohen Ubertragungsraten heute technisch
realisierbar bis zu einer Gedéchtnislinge von etwa m = 6 oder m = 8. Jede
Erh6hung von m um 1 verdoppelt den Aufwand. Der Viterbi-Algorithmus
verarbeitet fast ohne Mehraufwand Soft-Decision als Input mit entsprechen-
den Codierungsgewinnen und kann andererseits Soft-Decision als Output
erzeugen.

Sequentielle Decodierung: Hierbei sind wesentlich gréfiere Gedéchtnislangen
bis etwa m = 100 moglich. Der Rechenaufwand fiir die Decodierung ist nicht
konstant wie beim Viterbi-Algorithmus, sondern variiert mit der Anzahl der
Fehler. Der Rechenaufwand kann auch von auflen vorgegeben werden und
erlaubt damit eine Steuerung des Codierungsgewinns. Die sequentielle Deco-
dierung geht zuriick auf Wozencraft (1957) und wird iiblicherweise mit dem
Fano-Algorithmus (1963) oder dem Stack-Algorithmus (Zigangirov 1966, Je-
linek 1969) realisiert.

Algebraische Decodierung: Damit wird eine Klasse von einfachen und sub-
optimalen Decodierverfahren bezeichnet, die heute nur noch in Sonderfillen
verwendet werden, wo es auf allereinfachste Realisierung oder extrem hohe
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Ubertragungsraten ankommt. Bekannt wurden diese Verfahren durch Mas-
sey (1963).

Die Schwerpunkte dieses Kapitels bilden die ML-Decodierung mit dem Viterbi-
Algorithmus einschliellich der Implementierungsaspekte und der Erzeugung von
Soft-Decision-Output sowie die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit ein-
schlieflich der entstehenden Fehlerstrukturen. Daneben wird das Konzept der
verketteten Codierung eingefiihrt und schliefflich erfolgt ein Vergleich zwischen
Blockcodes und Faltungscodes.

9.1 Viterbi-Metrik

Fiir die Herleitung der ML-Decodierung kann gedanklich ein terminierter Fal-
tungscode vorausgesetzt werden, der dann ein spezieller Blockcode ist. Nach Satz
1.2 wird zur Empfangsfolge y als ML-Schiatzung @ diejenige Codefolge gewéhlt,
bei der die Ubergangswahrscheinlichkeit maximal wird. Fiir alle Codefolgen b
muf} also gelten:

Pyo(ylad) = Py (y|b). (9.1.1)

Fiir den DMC zerfillt die Ubergangswghrscheinlichkeit fiir Folgen nach Defini-
tion 1.1 in ein Produkt von einzelnen Ubergangswahrscheinlichkeiten:

Dabeiist | = (L+m)n—1, wenn nach L Infobits terminiert wird, und ¢ durchlauft
die Empfangswerte bzw. Codebits. Anstelle von Py,(y|z) kann auch der ska-
lierte Logarithmus maximiert werden (o > 0, Rechnung in den reellen Zahlen):

n(ylz) = a-log Py.(ylz) + 4 (9.1.3)

[e=]

= 1(yilzi).- (9.1.4)

Die Summe pu(y|z) wird als Viterbi-Metrik des DMC bezeichnet, die natiirlich
vom verwendeten Code unabhéngig ist. Die Summanden pu(y;|z;) werden als
Metrik-Inkremente bezeichnet. Die ML-Decodierung ist dquivalent mit der Ma-
ximierung der Viterbi-Metrik durch Wahl einer geeigneten Codefolge. Mit (9.1.4)
wird eine Inkrementalisierung der Viterbi-Metrik gegeben. Die Groflen o > 0 und
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0; sind dabei frei wahlbar. Nur §; darf von ¢ bzw. y; abhéngen, aber natiirlich
nicht von z;.

Fiir den BSC und den AWGN wird jetzt gezeigt, dal durch geeignete Wahl
der Konstanten das Metrik-Inkrement in die Form p(y;|x;) = z;y; gebracht wer-
den kann:

Beispiel 9.1. Fiir den BSC wird Ay, = Aoy = {+1, —1} gesetzt. Fiir die Uber-
gangswahrscheinlichkeit gilt nach Definition 1.2:

I —pe x:y} {1_pe xy:—i—l}
(yl) {pe T#y Pe ry = —1
Mit o = 2/1log((1 — pe)/pe) > 0 (bei p. < 1/2) und f = —1 — alog p. nimmt
das Metrik-Inkrement folgende Form an:

p(ylr) = allog P(y|x) + 3
:{ alog(l—p)+ 6  xy=+1 }

alogp. + 8 ry =—1
_ alOg((l - pe)/pe) -1 xy = +1
-1 Ty = —1

) +1 ry = +1 _
)l -1 ozy=-1 1 vy

0 ay=+1 I —uay
dH(x>y):{1 $z=—1 }: 2

ist die Maximierung der Viterbi-Metrik Aquivalent mit der Minimierung des
Hammingabstandes, wie es in Satz 1.3 fiir die ML-Decodierung abgeleitet wurde.
In den folgenden Beispielen wird allerdings A;, = Aqu = {0, 1} gesetzt und dann
ist u(y|lx) = 1—dg(z,y) zu maximieren. Somit entspricht die Viterbi-Metrik der
Anzahl der Ubereinstimmungen zwischen der Empfangsfolge und der Codefolge
zu einem Weg durch den Trellis.

In Abschnitt 9.7 wird noch eine Erweiterung zu einem zeitvarianten BSC
betrachtet, bei dem die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit p. von Kanalbenutzung zu
Kanalbenutzung variieren kann. [ |

Wegen

Beispiel 9.2. Fiir den AWGN wird A;, = {+1, —1} und A, = R gesetzt. Fir
die bedingte Verteilungsdichte gilt nach Definition 1.3:

ko) = e (<20,

Fir die Viterbi-Metrik

1 y? x? 2
= alog f +8 = all - Ty ) +
w(ylx) alog f(ylx) + 0 o ( n TN No N T a:y) I}
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wird a = Ny/2 > 0 gewihlt. Stets gilt 22 = 1 und somit folgt

N, 1 2?1
p(ylz) = 70(111 ————)+ﬁ+xy=:ry,

sofern 3 geeignet gewihlt wird. Die Viterbi-Metrik p(y|x) entspricht also einem
Skalarprodukt. Bereits in (1.6.11) wurde die ML-Regel als Maximierung dieses
Skalarprodukts formuliert. [ |

Zusammenfassung: Sowohl beim BSC wie beim AWGN mit A;, = {+1, -1}
ist zur Empfangsfolge y die Codefolge @ so zu wéhlen, daf§ das Skalarprodukt
maximal wird:

I l
n(yla) = Zyi&i = Zﬂ(yimi)' (9.1.5)
i=0 i=0

Dies entspricht der Minimierung des Hammingabstandes beim BSC (Satz 1.3)
bzw. der Minimierung des euklidischen Abstandes beim AWGN (Satz 1.4).

9.2 Viterbi-Algorithmus fiir terminierte Codes

In diesem Abschnitt wird der Faltungscode als terminiert und im néchsten Ab-
schnitt als nicht-terminiert vorausgesetzt. Alle Kanten werden mit dem Metrik-
Inkrement fiir einen Block beschriftet, d.h. die Inkrementalisierung erfolgt jetzt
zweckméBigerweise mit den Codeblocken anstelle der Codebits:

p(yrlar) = Yrtny, (9.2.1)
v=1

Mit der Terminologie aus Abschnitt 8.6 ist die ML-Decodierung nun damit dqui-
valent, dafl derjenige Weg durch den Trellis vom Anfangszustand zo = (; bis
zum Endzustand zp.,, = (; gefunden wird, dessen Metrik bzw. dessen Summe
der Inkremente maximal ist. Mit diesem Weg maximaler Metrik ist neben der
geschétzten Codefolge auch zugleich die geschitzte Infofolge bekannt, so daff ein
explizites Encoder-Inverses nicht erforderlich ist.

Beispiel 9.3. In Bild 9.1 wird wie in Bild 8.8 als Empfangsfolge die ungestorte
Codefolge 11, 01, 01, 00, 10, 11 zur Infofolge 1, 1, 0, 1, (0,0) angenommen. Die
Kanten sind mit dem Codeblock sowie dem Metrik-Inkrement beschriftet. Dabei
wird A, = Aoue = {0, 1} gesetzt und p(y|z) = 1 — dg(z,y) ist zu maximieren.
Fiir die drei dick markierten Wege gilt beispielsweise:

plyWh) =5 |, ply|Wa) =12 | u(y|Ws) =T7.

Wy entspricht der ungestort empfangenen Codefolge und hat maximales Ge-
wicht. ]
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Up uq uo us Uy Ug
Zp — 1 —» 77 —» 73 —» 74, —» I —» g
vy 11 01 01 00 10 11
00/0 00/1 00/1 00/2 00/1 00/0
1 =00

g, =10
C3 =01
Cs =12

10/0 10/1

Bild 9.1. Standardbeispiel mit ungestort empfangener Codefolge

Mit jeder Verlangerung des Trellis um ein Segment bzw. Codeblock bzw.
Infobit verdoppelt sich die Anzahl der zu untersuchenden Wege. Der Decodier-
aufwand wichst also exponentiell mit der Lange der Infobitfolge. Der Viterbi-
Algorithmus (VA) reduziert nun den Aufwand auf ein lineares Wachstum — und
zwar ohne den geringsten Verlust an Codierungsgewinn. Zudem kann auch bei
nicht-terminierten Codes nach einer gewissen Verzogerung sukzessive entschie-
den werden, so dafl dann der Rechenaufwand fiir die Decodierung zeitlich kon-
stant bleibt.

Die Grundidee des Viterbi-Algorithmus ist sehr einfach: Es werden sukzes-
sive Wege von zy = (7 zu allen Zustdanden z, = (; betrachtet, wobei r von 1 bis
L + m lauft. Fiir jeden Weg ist eine Metrik

(i) = Metrik des Weges von zp = (3 nach z, = (9.2.2)

definiert. Beim Ubergang von z, = ¢ nach z.,; = ¢; wird der Weg um ein
Segment verliangert und die neue Metrik p,41(j) ergibt sich aus der alten Me-
trik plus dem Inkrement. Von allen bei z, = (; ankommenden Wegen braucht
nachfolgend nur noch der Weg mit maximaler Metrik berticksichtigt zu werden.
Somit liegt bei jedem Zustand z, = (; nur ein iiberlebender Weg (Survivor- Weg)
mit der Metrik s, (i) (Survivor-Metrik) an. Der neue Zustand 2,41 = (; wird
erreicht aus z, = (; und 2, = (; mit den Survivor-Metriken p,.(7) und p,.(i"). Die
neue Survivor-Metrik ergibt sich aus

MT(Z/) + Inkrement zur Kante (¢;, (;), } (9.2.3)

Hra(7) = max{ pr(7') + Inkrement zur Kante ((, ¢;)
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und der neue verldngerte Survivor-Weg ist somit der Weg mit der maximalen
Metrik. Damit werden zu jedem Zeitpunkt r nur 2™ Wege der Lénge r sowie
insgesamt 2™ Survivor-Metriken gespeichert.

Obwohl dieses iterative Prinzip schon linger bekannt war, hat A.J.Viterbi
1967 als Erster dieses Prinzip auf die Decodierung von Faltungscodes angewendet
[140] und wurde damit zum Namensgeber des Algorithmus. Von G.D.Forney
wurde 1973 die Aquivalenz des Viterbi-Algorithmus mit der ML-Decodierung
nachgewiesen [95].

Up uq Uo us Uy Ug
Zp —» 2, —» 7 —» 73 —» 7, —» Iz —» Ij

Y 11 01 01 00 10 11

€ =00

Cz =10
Cg =01
Ca =11

Bild 9.2. Standardbeispiel mit Terminierung: VA fiir ungestorte Codefolge

Beispiel 9.4. Der Viterbi-Algorithmus wird in Bild 9.2 fiir das Standardbei-
spiel demonstriert, wobei die gleiche ungestérte Empfangsfolge wie in Bild 8.8
und Bild 9.1 vorausgesetzt wird. Die Kanten sind mit den Inkrementen beschrif-
tet, die eingekreisten Zahlen sind die Survivor-Metriken und die dicken Kanten
gehoren zu den Survivor-Wegen. Im einzelnen gilt fiir die bei 2, anliegenden
Survivor:

Survivor bei z1 = (1 :(1, G

= (2 :(1,C2
Survivor bei 2o = (q :(1,(1, (1

= (2 :(1,C1,G2

= (3 :C1,C2,(3

= (4 :C1,C2,Ca
Survivor bei 23 = (1 :(1,¢2,(3,(1

= CQ :<17 C27 CS: CQ
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= (3 :(1,(2,C4,C3

= (4 :C1,C2,C4,Ca
Survivor bei z4 = (1 :(1,(2, (4, (3, (1

= (2 :(1,C2,C4,C3,C2

= (3 :(1,C2, G4, G4, C3

= (4 :C1,C2,C45Ca, Ca
Survivor bei 25 = (1 :(1, (2, (4, (3, (1, C1

= (3 :C1,C2,C4, (3, C2, (3
Survivor bei z¢ = (1 :(1, (2, (4, (3, (2, (3, C1-

Der bei zg = (7 verbleibende Survivor entspricht der ML-Schiatzung. Da eine
obere bzw. untere abgehende Kante dem Infobit 0 bzw. 1 entspricht, ist die
Infofolgen-Schétzung 1,1,0,1,(0,0) sofort klar. |

Die fiir Blockcodes sinnvolle Fragestellung “wieviel Fehler sind durch den
ML-Decoder korrigierbar” ist bei Faltungscodes wenig sinnvoll, denn um die
Frage prézise zu stellen, muf sie so lauten: Sind alle Fehlermuster mit ¢ Fehlern
in einem Abschnitt der Lange h korrigierbar, sofern ein Abschnitt der Lange b’
davor fehlerfrei war? Jedoch kann diese Frage entweder iiberhaupt nicht beant-
wortet werden oder es ergibt sich ein sehr kleiner Wert fiir ¢, wenn die Betonung
auf alle Fehlermuster liegt. Obwohl die korrigierbaren Fehlermuster nicht analy-
tisch erfafbar sind, gelingt in Abschnitt 9.5 dennoch die exakte Berechnung der
Fehlerwahrscheinlichkeit und des Codierungsgewinns.

9.3 Viterbi-Algorithmus fiir nicht-terminierte Codes

Ein umfangreiches Beispiel zum Viterbi-Algorithmus ohne Terminierung zeigt
Bild 9.3, wobei wieder das Standardbeispiel vorausgesetzt wird. Als Zahlenbei-
spiel wird die Infofolge ug, - -+, ug = 0111011000 gewéhlt und in der Empfangs-
folge werden 5 Fehler angenommen:

a =00 1101100100 0101 11 00
y =10 11 00 10 00 01 11 01 11 00.

Ferner wird der Anfangszustand als unbekannt angenommen. Nach jedem Itera-
tionsschritt werden alle Wegstiicke geloscht, die nicht zu den verbleibenden aktu-
ellen Survivor-Wegen gehoren. Bei Mehrdeutigkeiten sind jeweils alle moglichen
Survivor angegeben. Am rechten Rand sind die Survivor-Metriken vermerkt. Bei
z9 verbleiben noch mehrere Survivor, aber alle bei z15 anliegenden Survivor lau-
fen riickwérts betrachtet zu einem einzigen Weg zusammen, d.h. bei z;9 kann
eindeutig iiber uy, ..., u; entschieden werden. Die Mehrdeutigkeit bei z; = (4
ist irrelevant, weil beide Kanten mit uy = 0 beschriftet sind. Wenn die Riick-
verfolgung des Survivors vom Zustand mit der maximalen Survivor-Metrik aus
erfolgt, wird schon bei z5 iiber ug richtig entschieden.
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Bild 9.3a. Standardbeispiel ohne Terminierung: VA fiir gestorte Codefolge
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Bild 9.3b. Fortsetzung von Bild 9.3a
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Das Prinzip des Viterbi-Algorithmus fiir terminierte Codes wird mit die-
sem Beispiel deutlich: Unabhéngig davon, von welchem Zustand z, = (; aus der
Survivor zuriickverfolgt wird, geht durch den Zustand z,_, nur ein einziger Sur-
vivor, sofern v hinreichend grof§ gewahlt wird. Also wird sich die Schétzung fiir
das Infobit u,_, durch die Verldngerung der Survivor nach z,,1, 2,49, ... nicht
mehr verdndern. Somit kann zum Zeitpunkt r eine endgiiltige Schitzung fiir
Ur_, abgegeben werden. Diese Methode wird auch als path memory truncation
bezeichnet.

Die Decodierverzogerung v wird Riickgrifftiefe (chainback memory length)
genannt. Natiirlich mufl v so gewéhlt werden, dafl mit hoher Wahrscheinlich-
keit alle bei z, anliegenden Survivor in z,_, zusammenlaufen. Dann ergibt sich
gegeniiber einem unendlich langen Gedéchtnis nur ein geringer Verlust im Co-
dierungsgewinn. Es besteht dann auch kein wesentlicher Unterschied zwischen
den beiden folgenden Entscheidungsstrategien:

Bei der Best State Rule wird die maximale Metrik unter allen 2™ Survivor-
Metriken gesucht und von dem entsprechenden Zustand aus wird der Survivor
zuriickverfolgt. Einfacher aber fast genauso gut ist die Zero State Rule, bei der
die Riickverfolgung von einem fest eingestellten Zustand aus erfolgt. In den

10
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Bild 9.4. Vergleich der Entscheidungsstrategien beim VA (R =1/2,m = 4)
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meisten Fiéllen wird durch die einfache Faustregel
v AR 5H-m (9.3.1)

ein ausreichender Wert fiir v gegeben. Bild 9.4 zeigt anhand von Simulationser-
gebnissen den Einflufl von v bei der Best State Rule und der Zero State Rule am
Beispiel eines R = 1/2-Codes mit der Gedéchtsnislange m = 4 beim AWGN mit
idealer Soft-Decision. Offensichtlich ist bei v = 16 die Zero State Rule noch deut-
lich schlechter als die Best State Rule, bei v = 32 sind dagegen beide Strategien
nahezu identisch und durch Vergréflerung von v ergeben sich keine wesentlichen
Verbesserungen (siehe auch Tabelle 9.1). Natiirlich kann auch bei terminier-
ten Codes schon nach v Trellissegmenten jeweils sukzessive entschieden werden,
wenn es auf eine moglichst kurze Verzogerungszeit oder moglichst kleine Speicher
ankommt.

9.4 Hinweise zur Implementierung und Synchronisation

In Bild 9.5 wird eine Aufgliederung des Viterbi-Decoders in einen Metrik-
Prozessor und einen ACS-Prozessor (Add-Compare-Select) vorgeschlagen.

Im Metrik-Prozessor werden die Metrik-Inkremente berechnet. Normalerwei-
se kann n < m + 1 vorausgesetzt werden und dann gibt es pro Segment zwar
2m+! Kanten, aber nur 2" verschiedene Inkremente, da es prinzipiell nur 2" ver-
schiedene Codeblécke geben kann. Dabei wirkt sich der spezielle Code iiberhaupt
nicht aus, da noch keine Zuordnung der Metrik-Inkremente zu den Kanten ge-
troffen wird. Die tatsdchliche Anzahl der Inkremente reduziert sich noch weiter,
wenn Symmetrien ausgenutzt werden; beispielsweise gilt u(y| — z) = —pu(y|x)
fir die Form (9.1.5).

u
— =1 Encoder a
Y
Discrete
channel
- |
| u(i) w(yylar) |
Ory | Survivor Add—compare Branch metric| |
" | path update select (ACS) computer | |
|
| 2m T 2"n T }
| |
| |
} Code properties Channel properties}
| Puncturing table |
.- |

Viterbi decoder

Bild 9.5. Gliederung des Viterbi-Decoders
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Fiir die Berechnung der Metrik-Inkremente kann bereits im Demodulator ei-
ne Quantisierung stattfinden. Nach Bild 2.2 erscheint eine oktale Quantisierung
mit 3 Bit fiir den AWGN als ausreichend und tatséchlich wird dadurch die Feh-
lerwahrscheinlichkeit gegeniiber idealer Soft-Decision nur gering verschlechtert
(siche auch Tabelle 9.1).

Bei punktierten Codes sollten die Alphabete mit A;, = {+1,—1} und
Aows = {+1,—1} oder A,y = R angenommen werden, weil dann die punk-
tierten Stellen einfach durch y,, = 0 ergédnzt werden kénnen und somit in die
Metrik-Inkremente p(y|z) = 2y nicht einflieBen, d.h. die Punktierung ist damit
dquivalent, dafl an den punktierten Stellen Nullen als Empfangswerte eingefiigt
werden. Die Wechsel in der Coderate bei RCPC-Codes kénnen also ohne we-
sentlichen Mehraufwand zu beliebigen Zeitpunkten erfolgen, iiber die allerdings
der Metrik-Prozessor unterrichtet sein mufl, um das Punktierungsschema umzu-
schalten.

Solange fiir den Kanal ein zeitinvarianter AWGN mit Hard-Decision oder
Soft-Decision unterstellt werden kann, sind die Metrik-Inkremente unabhéngig
von den Kanaleigenschaften, also beispielsweise unabhéngig von E./Ny. Zusam-
menfassung: Der Metrik-Prozessor wird nicht durch den Code, sondern allenfalls
durch die Kanaleigenschaften und ein eventuelles Punktierungsschema geprégt.

Der ACS-Prozessor ist fiir die Berechnung der Survivor-Metriken und die
Verlangerung der Survivor zustdndig. Nur hier gehen die Codeeigenschaften ein,
nidmlich in der Zuordnung der 2" Inkremente zu den 2™*! Kanten.

Fiir die Organisation der Rechenoperationen und die Abspeicherung der Sur-
vivor sowie zur Riickverfolgung der Survivor bei sukzessiven Entscheidungen gibt
es sehr unterschiedliche Losungen. Dabei spielt es eine Rolle, ob Operationen
parallel ausgefithrt werden kénnen. Ferner ist ein gewisser Austausch zwischen
der Anzahl der arithmetischen Operationen und der Speichergrofie moglich. Eine
Ubersicht dazu findet sich beispielsweise in [3, 19, 75].

Die Survivor-Metrik des richtigen Weges wéchst gegeniiber den Survivor-
Metriken aller anderen Wege sehr stark an, so daB einer Uberschreitung des
Wertebereichs im ACS-Prozessor vorgebeugt werden mufl. Die folgende Ver-
schiebung aller Survivor-Metriken um einen konstanten Wert C' zu beliebigen
Zeitpunkten hat auf die Decodierung keinen Einfluf3:

Ersetze p,(i) durch p,.(i) —C fir i=1,...,2™. (9.4.1)

Alle Survivor-Metriken, die eine untere Grenze M, < 0 unterschreiten, werden
auf diese untere Grenze zuriickgesetzt, d.h. (9.4.1) wird verdndert zu:

Ersetze p,(i) durch max{u,.(i) — C, M,} fur i=1,...,2™. (9.4.2)

Bei einem sehr kleinen M, wird hierdurch die Decodierung fast iiberhaupt nicht
beeinfluit, aber die Survivor-Metriken befinden sich danach im Wertebereich
zwischen M, und 0, falls C' = max; u,(i) gewdhlt wurde. Bei der Viterbi-
Decodierung sind noch folgende Synchronisationsprobleme zu beriicksichtigen:
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Knotensynchronisation: Sofern nicht der Empfanger in eine laufende Ubert-
ragung eingeschaltet wird, tritt ein Anfangseffekt auf wie bereits mit Bild 8.8
erklart wurde. Der Start beim Nullzustand kann im ACS-Prozessor automatisch
dadurch beriicksichtigt werden, daf§ die Survivor-Metriken zu Beginn mit

po(1) =0 po(2) =+ = po(2™) = —o0 (9.4.3)

(bzw. mit M, statt —oo) initialisiert werden. Falls das jedoch nicht moglich ist,
entsteht nur ein kurzer Abschnitt mit hoher Fehlerrate, der nach ca. 5m Seg-
menten beendet ist und danach stellt sich wieder die normale niedrige Fehlerrate
ein.

Symbolsynchronisation bzw. Blocksynchronisation: Der VA bzw. der Metrik-
Prozessor mufl die Unterteilung des Datenstroms in Blocke der Lange n kennen,
wobei n = 2, 3,4 die typischen Werte sind. Eine falsche Synchronisation macht
sich sehr schnell dadurch bemerkbar, dafl es keinen dominierenden Weg, d.h. kei-
ne dominierende Survivor-Metrik gibt. Auch durch Re-Encodieren der geschétz-
ten Infobits und Vergleich mit den binédr quantisierten Empfangsbits macht sich
eine falsche Synchronisation durch eine Fehlerrate von rund 50% sofort bemerk-
bar. In diesem Fall wird die Unterteilung der Empfangswerte in Blocke um eine
Bitposition verschoben und und das vorangehend beschriebene Verfahren wird
wiederholt. Auch eine Polaritdtsvertauschung bei nicht-transparenten Faltungs-
codes wird so entdeckt.

Rahmensynchronisation bei terminierten Codes: Dies wird bei den meisten
Anwendungen durch Mafinahmen auflerhalb der Kanalcodierung erreicht, bei-
spielsweise durch uncodierte Synchronisationsworter. An einen derartigen Rah-
men kann auch ein eventuelles Punktierungsschema angehéngt werden.

Fazit: Alle Synchronisationsprobleme erweisen sich bei der Viterbi-Decodie-
rung als harmlos und sind mit geringem Mehraufwand sicher zu beherrschen.
Das ist ein ganz wesentlicher Vorteil gegeniiber Blockcodes.

In Tabelle 9.1 erfolgt eine Zusammenstellung zum Einflul von Degradatio-
nen. Die Verluste durch Realisierungsvereinfachungen kénnen bei gleicher Feh-
lerwahrscheinlichkeit durch eine entsprechende Erhohung von FE,/N, ausgegli-
chen werden, wobei natiirlich wieder der AWGN unterstellt wird. Die Werte in
Tabelle 9.1 kénnen als allgemeine Faustregeln fiir P, im Bereich 1073,...,1077
angesehen werden [19, 43, 57, 64].

Tabelle 9.1. Degradationen durch Realisierungsvereinfachungen

Realisierungsvereinfachung Verlust

3-Bit-Quantisierung gegeniiber idealer Soft-Decision | ca. 0,2 dB
1-Bit Hard-Decision gegeniiber idealer Soft-Decision | ca. 2,2 dB

Riickgrifftiefe v = 32 gegeniiber v = oo (bei m = 6) | ca. 0,2 dB
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9.5 Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit

Die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit von Faltungscodes erfolgt aus der
Gewichtsfunktion, die alle dazu notwendigen Distanzeigenschaften enthélt. Ahn-
lich wie bei den Blockcodes kénnen asymptotische Codierungsgewinne fiir den
AWGN bei Hard- und Soft-Decision angegeben werden.

iy

w

UX X X U
N

N

2nd detour

3rd detour

1st detour
Bild 9.6. Fehlerfolge interpretiert als Abfolge von Fundamentalwegen

Es seien a, die gesendeten und da, die geschitzten Codeblécke bei ML-
Decodierung. Auch die Fehlerfolge

e = a, — a, (9.5.1)

ist wegen der Linearitit des Codes ebenfalls eine Codeblockfolge. Der Fehlerfolge
entspricht umkehrbar eindeutig eine Zustandsfolge im Trellisdiagramm, wie es in
Bild 9.6 dargestellt ist. Die Fehlerfolge kann interpretiert werden als eine durch
Pausen unterbrochene Sequenz von Fundamentalwegen bzw. als Sequenz von
Fehlerereignissen. Fiir die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit kénnen diese
Fehlerereignisse als statistisch unabhéngig angenommen werden. Daraus ergibt
sich der wesentliche Grundgedanke zur Herleitung der folgenden Ergebnisse, die
den Sétzen 3.15 bis 3.17 fiir Blockcodes entsprechen:

Satz 9.1. Vorausgesetzt wird ein R = 1/n-Faltungscode mit der Gewichtsfunk-
tion T(D, I, J) und dem Distanzspektrum cy gemdfy Definition 8.4 sowie ML-De-
codierung. Bei der Ubertragung tiber den bindren DMC mit der Bhattacharyya-
Schranke v gemdfs Definition 2.4 gilt fiir die Infobit-Fehlerwahrscheinlichkeit P,
folgende Abschdtzung:

oT N
Pb < W(’Y,l,].) = ZZZ't(d,Z,j)’yd. (952)
d=ds i,
= Cd

Speziell fiir den AWGN mit idealer Soft-Decision gilt eine schdrfere Abschitzung
(E. = Ey/n):
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d=d;
Bei einem R = k/n-Faltungscode sind die oberen Grenzen jeweils mit einem
Faktor 1/k zu multiplizieren. Fir die asymptotischen Codierungsgewinne gilt

(in dB):

Rd
Ga,hard =10- loglo (Tf) 3 Ga,soft =10- loglo (Rdf) . (954)

Soft-Decision bringt gegeniiber Hard-Decision einen Gewinn von 3 dB wie bei
den Blockcodes.

Beweis: Mit dem Index r werden die Codeblécke bzw. Segmente durchnumeriert.
Mit dem Index [ werden alle moglichen Fundamentalwege (FWeg) durchnume-
riert (die zur Zeit Null beginnen). Der [-te FWeg hat das Codefolgengewicht d,
das Infofolgengewicht 7; und die Lénge j;.

Es sei P(r,l) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 zur Zeit r der [-te FWeg
beginnt. Anstelle des Nullweges wird also auf eine Codefolge der Lange j;n mit
dem Hamminggewicht d; entschieden. Diese Codefolge und der Nullweg bilden
einen (jin, 1, d;)2-Blockcode mit zwei Codewortern. Nach Satz 3.16 bzw. nach
Satz 3.17 fiir den AWGN gilt dann:

P(r,l) <% bzw. P(rl)<Q < 2dl%> : (9.5.5)

Zur Zéhlung der Infobit-Fehler in der ML-Schétzung wird die Zufallsgrofie

{ 1y zur Zeit r beginnt der [-te FWeg }

We = 0  zur Zeit r beginnt kein FWeg

(9.5.6)

definiert, fiir deren Erwartungswert folgende Abschétzung gilt:
E(W,) =) _aP(rl) <> in"
1=0 1=0

= Zz - Anzahl(FWege mit i = 4, und d = d;) - v*

=0
= itdi gy = > e
d,i,j d=ds

Sei L eine grofle Zahl. Im Bereich r = 0,1,..., L —1 werden L Infobits gesendet,
von denen Wy + Wy + -+ + Wp_; falsch geschéitzt werden — dabei wird ver-
nachléssigt, dafl hierbei auch einige Fehler mitgezéahlt werden, die erst ab r = L
auftreten. Also gilt:

P, ~ Wo+Wi+---+Wp4 ~ BE(W,) < ch’yd. (9.5.7)

L
d=d;

oo
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Fiir L — oo geht der Fehler bei den Approximationen gegen Null. Damit ist
(9.5.2) bewiesen. Das Ergebnis (9.5.3) ergibt sich in gleicher Weise. Fiir Hard-
Decision gilt asymptotisch nach (9.5.2):

d
P, = cg ™ ~ 4% = < 4p.(1 —pe)) f nach (2.3.5)

de /2
~ ph/? = Q( 2—> nach (1.3.12)
~ e~ Fdi/2-Ep/No nach (A.3.18).

Fiir Soft-Decision gilt asymptotisch nach (9.5.2) und (2.3.7):

dg

~ di o dp —REy /N,
R A

Das gleiche Ergebnis folgt aus (9.5.3), d.h. die Abschétzungen (9.5.2) und (9.5.3)
sind asymptotisch identisch. |

Offensichtlich ist die Giite eines Faltungscodes primér durch die freie Distanz
d¢ bestimmt. Allerdings sollte auch ¢4, klein sein. Je kleiner Ej,/N, wird, desto
mehr gewinnen auch die hoheren Terme cg,11, c4,+2, . . . an Bedeutung.

Die Approximation P, ~ v% ist nur fiir den asymptotischen Fall £, /Ny — oo
zuléssig. Denn mit wachsender Gedéachtnislinge m — oo gilt df — oo und
somit 7% — 0. Allein durch Erhéhung von m kann aber keine beliebig gute
Ubertragung erreicht werden, wie das Kanalcodierungstheorem aus Satz 2.1 bei
R > C zeigt.

Beispiel 9.5. Fiir das Standardbeispiel ist die Gewichtsfunktion in geschlosse-
ner Form bekannt und somit kann die Fehlerwahrscheinlichkeit direkt berechnet
werden ohne explizite Entwicklung des Distanzspektrums. Nach Beispiel 8.11
gilt: . .

Tpigy=— "L -

ol 1—-4D(1—-D) (1—-2D)?

Fiir Hard-Decision gilt v = y/4p(1 — p.) und somit folgt aus Satz 9.1:
:| 5/2

[419@(1 — De)

P, < .
[1 — 24/4p.(1 — pe)]

Fiir Soft-Decision gilt v = e~ #/No = ¢=Es/2No ypd somit folgt aus Satz 9.1:

o—5E5/2No

P < .
[1 - 26—E6/2No}

Die asymptotischen Codierungsgewinne erreichen fiir dieses simple Beispiel mit
Ganhard = 0,97 dB und G, oy = 3,98 dB erstaunlich hohe Werte. [ |
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Bit error rate P

E,/N, [dB]

Bild 9.7. Fehlerwahrscheinlichkeit der R=1/2-Codes bei m =2,...,8

Die Bilder 9.7 und 9.8 zeigen die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit P, tiber Ej, /Ny
der optimalen Faltungscodes beim AWGN mit idealer Soft-Decision und ausrei-
chend grofler Riickgrifftiefe v. Die Kurven sind zusammengesetzt aus Simulati-
onsergebnissen bei schlechten Kanélen (bei grofiem P, kann die Fehlerrate durch
die relative Haufigkeit geschétzt werden) und theoretischen Ergebnissen bei gu-
ten Kanilen (bei kleinem P, brauchen vom Distanzspektrum nur die unteren
Werte bekannt sein bzw. es kann durch den asymptotischen Codierungsgewinn
approximiert werden).

In Bild 9.7 werden Faltungscodes verschiedener Gedéchtnisléngen bei kon-
stanter Coderate R = 1/2 miteinander verglichen. Die Erh6hung von m um 1
bedeutet zwar eine Aufwandsverdopplung im Decoder, aber auch einen Codie-
rungsgewinn von jeweils rund 0,4 dB. Bei B, = 107> betrigt der Codierungs-
gewinn zwischen 3,7 dB fiir m = 2 und 6,1 dB fiir m = 8. Bei Hard-Decision
verschieben sich die Kurven nach rechts, und zwar um ca. 2,2 dB bei moderaten
Fehlerraten bzw. um 3 dB im asymptotischen Grenzfall. Bei oktaler Quanti-
sierung mit 3 Bit verschieben sich die Kurven nur um ca. 0,2 dB nach rechts
— aber die oktale Quantisierung setzt empfangsseitig eine einigermafien genaue
Pegelregelung voraus, so daf§ die Quantisierungsintervalle &hnlich wie in Bild 1.4
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Bit error rate P

E,/N, [dB]

Bild 9.8. Fehlerwahrscheinlichkeit der m =6-Codes bei verschiedenen Coderaten

liegen.

In Bild 9.8 werden Faltungscodes verschiedener Coderaten bei der Gedécht-
nislange m = 6 miteinander verglichen, wobei die Coderaten R = 2/3 und
R = 3/4 durch Punktierung aus R = 1/2 entstehen. Im Bereich grofierer Fehler-
raten ist eine kleine Coderate von Vorteil: So ist beispielsweise der R = 1/3-Code
etwa 0,4 dB besser als der R = 1/2-Code, bei kleinen Fehlerraten reduziert sich
allerdings dieser Vorsprung.

Tabelle9.2. Asymptotische Codierungsgewinne optimaler Faltungscodes

m R=1/2 R=1/3
df Ga,hard [dB] Ga,soft [dB] df Ga,hard [dB] Ga,soft [dB]

215 0,97 398 8 1,25 4,26
3| 6 1,76 4,77 10 2,22 5,23
407 2,43 5,44 12 3,01 6,02
5| 8 3,01 6,02 13 3,36 6,37
6 | 10 3.98 6,99 15 3.98 6,99
7|10 3,98 6,99 16 4,26 7,27
8 |12 477 7.78 18 477 7.78
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In Tabelle 9.2 sind die asymptotischen Codierungsgewinne G, einiger opti-
maler Faltungscodes angegeben. Bei m = 6 ergibt sich beispielsweise ein Ge-
winn von rund 7 dB — unabhéngig von der Coderate, d.h. die beiden Kurven fiir
R =1/2 und R = 1/3 laufen in Bild 9.8 fir sehr kleines P, bzw. sehr grofies

Ey /Ny zusammen.

291

Tabelle9.3. Codierungsgewinne bei moderaten Fehlerraten (nach [114])

Notwendiges Ey/Ny [dB] fiir B, | Codierungsgewinn [dB] bei P,
P, uncodiert Soft-Decision, m = 6
R=1/2 R=1/3
1073 6,8 3,8 4,2
107° 9,6 5,1 5,7
1077 11,3 5,8 6,2
asymptotisch 7,0 7,0

Coding gain [dB] at BER=10"°
A o
(6] (6] (6] (o]
T T T T

N
T

w
o
\

25

1/4

1/3 1/2 213 3/4 4/5
Code rate

5/6 6/7 7/8 8/9 9/10

Bild 9.9. Codierungsgewinne fiir R =1/4...9/10 und m = 3...8 (nach [119])

In Tabelle 9.3 sind die Codierungsgewinne bei moderaten Fehlerraten fiir

die beiden Codes mit R = 1/2 und R = 1/3 bei m = 6 nochmals explizit

angegeben. Die entsprechenden Werte sind néherungsweise auch aus Bild 9.8
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ablesbar. Die kleinere Coderate hat also einen marginalen Vorteil ohne grofien
Mehraufwand bei der Decodierung, aber natiirlich ist eine gréflere Bandbreite
des AWGN erforderlich.

In Bild 9.9 sind die Codierungsgewinne Gz bei idealer Soft-Decision fiir
Codes mit den Gedéchtnislangen m = 3, ..., 8 angegeben; im Gegensatz zu Ta-
belle 9.3 hier allerdings bei P, = 107. Coderaten grofier als 1/2 entstehen durch
Punktierung aus R = 1/2. Offensichtlich ergeben sich durch Verkleinerung der
Coderate unter 1/2 keine wesentlichen Gewinne mehr, wie auch schon anhand
von Bild 2.4 erklart wurde. Dagegen sind auch bei hohen Coderaten noch erhebli-
che Gewinne zu erzielen, wobei erneut zu bemerken ist, dafl die hohen Coderaten
fast ohne Mehraufwand in Encoder und Decoder realisierbar sind.

9.6 Fehlerstrukturen bei der Decodierung

Wenn nach der ML-Decodierung von Faltungscodes noch Fehler verbleiben,
so treten diese Fehler in Biindeln auf. Durch die Faltungscodierung wird ein
Super-Kanal bzw. duflerer Kanal mit Biindelfehlerstruktur erzeugt, der aus dem
Faltungs-Encoder, dem inneren Kanal und dem Faltungs-Decoder besteht (siehe
dazu auch Bild 9.11). Die Eigenschaften dieser Biindelfehler prigen den Entwurf
von Codierungssystemen mit verketteten Codes ganz wesentlich und sind ande-
rerseits sehr bedeutsam fiir die Datensinke bzw. den Quellendecoder.

Die Ursache fiir die Biindelfehlerstruktur kann leicht erkldrt werden: Eine
nach der Decodierung noch verbleibende Fehlerfolge besteht nach Abschnitt 9.5
aus einer Sequenz von Fehlerereignissen. Jedes Fehlerereignis ist mit mindestens
ds falschen Codebits und mindestens einem falschen Infobit verbunden. Typi-
scherweise sind die Fehlerereignisse aber ldnger mit mehreren Infobitfehlern.
Fiir eine quantitative Beschreibung ist zundchst der Begriff eines Biindelfehlers
zu definieren. Ein Biindelfehler kann dadurch definiert werden, dafl das Ende
eines Biindelfehlers dann eintritt, wenn eine gewisse Anzahl A von folgenden
Infobits fehlerfrei ist. Ein Fehler wird durch das Symbol x markiert. Bei A = 2
hat beispielsweise die folgende Sequenz drei Biindelfehler der Léngen 7 und 1
und 3:

e X XXX XL XL W XX

Die theoretische Analyse gestaltet sich am einfachsten, wenn ein Biindel durch
A = m fehlerfreie Infobits als beendet definiert wird. Dann kann eine Verteilung
der Biindelfehlerléingen berechnet werden. Dabei zeigt sich das iiberraschende
Ergebnis, dafl die Haufigkeit eines Biindelfehlers nicht monoton mit der Lange
des Biindelfehlers abnimmt. Untersuchungen zu den Eigenschaften der Biindel-
fehler finden sich beispielsweise in [100].

In Bild 9.10a und 9.10b wird die Biindelfehlerstruktur einer faltungsdecodier-
ten Sequenz (oben) mit der Einzelfehlerstruktur eines BSC (unten) verglichen,
wobei die beiden zeilenweise angeordneten Sequenzen jeweils aus 5000 Bits be-
stehen. Als Faltungscode wird das Standardbeispiel verwendet. Die Fehlerrate
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Bild 9.10b. Einzelfehler am Ausgang eines BSC
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in beiden Teilen betridgt anndhernd 0,04 und somit enthélt jede Sequenz et-
wa 200 Fehler. Der Faltungscode wurde mit Ej,/Ny = 1.1 dB simuliert um die
Fehlerrate von 0,04 zu erreichen. Eine so hohe Fehlerrate wurde hier gew#hlt
um einen optisch eindrucksvollen Vergleich zu erhalten, obgleich Faltungscodes
iiblicherweise bei wesentlich kleineren Fehlerraten betrieben werden.

9.7 Verkettete Codierung und Anforderungen an Soft-
Decision-Output

Ein Codierungssystem mit verketteten Codes (concatenated coding) zeigt Bild
9.11. Dabei werden zwei Codes in Reihe geschaltet, d.h. die von einem ersten
(duBleren) Encoder erzeugte Symbolfolge wird in einem zweiten (inneren) Enco-
der mit zusédtzlicher Redundanz versehen.

Typische Anwendungen mit verketteten Codes nennt Tabelle 9.4, die in den
nachfolgenden Kapiteln teilweise noch ausfiihrlich behandelt werden. Die Code-
verkettung ist iibrigens nicht unbedingt auf zwei Stufen beschrénkt. Das Prinzip
der verketteten Codierung wird an dieser Stelle nur deshalb schon eingefiihrt,
damit eine gewisse Anforderung an den inneren Decoder hergeleitet werden kann.

Durch das Interleaving-Verfahren in Bild 9.11 konnen die Biindelfehler am
Ausgang des inneren Decoders in Pseudo-FEinzelfehler iiberfiihrt werden. Dazu
wird im Interleaver die Symbolfolge bzw. Bitfolge umsortiert. Im Deinterlea-
ver wird diese Umsortierung wieder riickgéngig gemacht, so dafl das gesamte
System Interleaver-Deinterleaver lediglich eine Verzégerung bewirkt und anson-
sten transparent ist. Geeignete Methoden fiir Interleaving werden in Abschnitt
11.1 behandelt.

Outer a, X ! Inner
& X ! Interleaver U a, X
encoder ; encoder
Y
Discrete
channel
Outer y | De- a Inner | Y
decoder - |interleaver decoder

Super—channel

Bild 9.11. Verkettete Codierung
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Tabelle 9.4. Typische Fille verketteter Codierung

Innerer Code Auflerer Code siehe Abschnitt
1 | Blockcode Blockcode 11.9, 12.6
2 | Faltungscode RS-Code 12.1
3 | MLSE-Entzerrer Faltungscode, TCM | 11.5, 12.3, 124
4 | Faltungscode Quellencode 12.3,12.4
5 | Faltungscode Faltungscode (12.1)

Durch das Interleaving kann also ein quasi gedéchtnisloser Super-Kanal er-
zeugt werden, der natiirlich aufgrund des inneren Decoders ein Hard-Decision
Kanal ist. Falls jedoch fiir den dufleren Decoder Soft-Decision verfiighar wére,
kénnten damit erhebliche Gewinne erzielt werden. Bei einem AWGN-Kanal
konnen diese Gewinne sogar indirekt in Fj/N, umgerechnet werden, d.h. die
Kanalcodierung verbessert nicht nicht nur die Fehlerrate, sondern direkt den
Signal/Rausch-Abstand des Kanals [107, 109]. In jedem Fall wird aber die Feh-
lerrate nach dem #ufleren Decoder bei einem Super-Kanal mit Soft-Decision
erheblich niedriger ausfallen.

Ziel ist es also, den Soft-Decision-Output des inneren Decoders als Soft-
Decision-Input fiir den dufleren Decoder zu verwenden. Denn es ist anschaulich
sofort klar, dafl Verbesserungen zu erwarten sind, wenn der &uflere Decoder nicht
nur die harten Entscheidungen des inneren Decoders erhélt, sondern zusétzlich
Zuverlassigkeitsinformationen, d.h. ein Maf} dafiir, wie sicher die einzelnen Ent-
scheidungen des inneren Decoders sind. Wenn der innere Decoder seine eigenen
einzelnen Entscheidungen beispielsweise als sehr sicher bzw. als sehr unsicher
einstuft, so sollten diese Entscheidungen im &ufleren Decoder mit groflem Ge-
wicht eingehen bzw. als Ausfille ignoriert werden.

Im Interleaver werden also Symbole oder Bits verarbeitet, im Deinterlea-
ver dagegen weiche Entscheidungen bzw. reelle Zahlen, die fiir die numerische
Verarbeitung natiirlich einer gewissen (Quantisierung unterliegen.

In diesem Abschnitt werden die Anforderungen an einen verniinftigen Soft-
Decision-Output formuliert und im néchsten Abschnitt wird dann die praktische
Berechnung dieses Outputs in einem erweiterten Viterbi-Algorithmus vorgestellt.
Die grundlegende Idee ist, daf3 die Zuverlissigkeit der Entscheidungen des in-
neren Decoders auch bei einem zeitinvarianten diskreten Kanal als von Bit zu
Bit schwankend angesehen wird — und zwar in Abhéngigkeit von den vorange-
henden und nachfolgenden Empfangswerten y. Bei einem zeitvarianten diskreten
Kanal wird damit auch die schwankende Giite der Ubertragung automatisch in
richtiger Weise beriicksichtigt.

Der Super-Kanal wird als zeitvariant, gedédchtnislos, symmetrisch und binér

mit A, = Aowe = {+1, —1} angenommen. Input und Output werden wie in Bild
9.11 mit  bzw. y bezeichnet. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit gilt:

N ~ |~ 1— r jr:~r
Plau) = Ple) ={ 70 T e
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Neben einer Berechnung oder Tabellierung dieser Funktion kann auch die Ap-
proximation
1 + eu—i-v
Il —
ev +e?

1 ~ sign(u)sign(v) - min{|ul, |v|} (9.8.10)
verwendet werden, mit der sich aus (9.8.6) und (9.8.7) das gesamte Verfahren
wie folgt ergibt:

00 1=T
L?eu = LZ 7, < ’l"7 ui7W1 = ui7W2 . (9811)
min{L;, A} i <71, uiw, # Ui,

Das SOVA-Verfahren ist eine Erweiterung des normalen Viterbi-Algorithmus
ohne Anderungen, d.h. zwischen Normal- und SOVA-Betrieb kann simpel um-
geschaltet werden. Bei jedem der 2™ Zusténde wird der Survivor W; und die
Metrikdifferenz A geméB (9.8.4) bestimmt. Der Survivor wird zuriickverfolgt
und die L; werden entsprechend (9.8.11) aktualisiert. Neben den Survivor-Wegen
(beschrieben durch die u; 1) miissen auch die L; abgespeichert werden. Die beim
endgiiltigen Survivor verbleibenden L; bilden dann den Soft-Decision-Output.
Gegeniiber dem standardméfligen Viterbi-Algorithmus erfordert der SOVA einen
Mehraufwand von etwa 60 bis 80% [109, 110, 111].

Wenn der diskrete Kanal ein AWGN-Kanal ist, kann der Super-Kanal aus
Bild 9.11 ndherungsweise ebenfalls als AWGN-Kanal aufgefat werden, indem
der SOVA als Filter interpretiert wird. In [107, 109] wird der Zusammenhang
zwischen den Signal/Rausch-Abstédnden des inneren diskreten AWGN-Kanals
und des dufleren Super-Kanals untersucht.

9.9 Vergleich Blockcodes — Faltungscodes

In Tabelle 9.6 erfolgt eine ausfiihrliche Gegeniiberstellung von Blockcodes und
Faltungscodes, die sich auf die “Normalfille” bezieht. Fiir spezielle Anwendun-
gen sind inzwischen Hunderte oder Tausende von spezifischen Codierungssyste-
men entwickelt worden. Dabei trifft der eine oder andere Punkt nicht immer in
voller Allgemeinheit zu, aber primér soll die Tabelle nur eine grobe Orientierung
vermitteln. Einige Aussagen werden erst anhand der folgenden Kapitel verstand-
lich, das gilt insbesondere fiir die trelliscodierte Modulation (TCM) aus Kapitel
10 sowie fiir verschiedene Anwendungen und Ergénzungen aus den Kapiteln 11
und 12.

Um die Angaben der Tabelle 9.6 fiir den AWGN-Kanal mit und ohne har-
ter Quantisierung numerisch zu illustrieren, erfolgt ein quantitativer Vergleich
zwischen einem BCH-Code und einem Faltungscode bei fast gleicher Coderate.
Aus den Bildern 7.1 und 9.7 ergeben sich die in Tabelle 9.5 aufgefiithrten Werte:

Bei Hard-Decision Decodierung ist der Faltungscode lediglich bei einem
schlechten Kanal etwas besser als der Blockcode, bei einem guten Kanal ist
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Tabelle 9.5. Vergleich der Fehlerwahrscheinlichkeit von BCH- und Faltungscode

Notwendiges E/Ny [dB] fiir B,
P, (255,131)-BCH-Code | R = 1/2-Faltungscode mit m = 6
dmin = 37, BM-Decoder d¢ = 10, ML-Decoder
Hard-Dec. Hard-Dec. Soft-Dec.

1073 4.9 4,7 2,6

10~6 6,0 7,0 4.8
10710 7,0 8,9 6,7

G 9,9 4,0 7,0

dagegen der Blockcode aufgrund der héheren Minimaldistanz besser als der Fal-
tungscode, niamlich um 1,9 dB bei P, = 1071° und asymptotisch sogar um 5,9
dB.

Bei Soft-Decision Decodierung fiir den Faltungscode muf fiir den BCH-Code
realistischerweise weiterhin eine Hard-Decision Decodierung nach dem BMD-
Prinzip angenommen werden. Dann ist der Faltungscode iiber den ganzen Be-
reich besser, und zwar um 2,3 dB bei P, = 1073 und um 0,3 dB bei P, = 1071°,
Lediglich asymptotisch ist der BCH-Code um 2,9 dB besser.

In der Decodierverzégerung ist der Faltungscode mit ca. 32 Infobits besser
als der BCH-Code mit 131 Infobits.

Wenn die Korrekturfihigkeit der Codes durch zu viele Fehler iiberschrit-
ten wird, offenbart sich ein wesentlicher Unterschied zwischen Faltungs- und
Blockcodes: Der Viterbi-Decoder produziert Biindelfehler, wihrend die RS- und
BCH-BM-Decoder in den meisten Féllen ein unkorrigierbares Fehlermuster si-
gnalisieren und nur selten eine falsche Korrektur ausfiihren.

Die Faltungscodes sind den Blockcodes vor allem dann iiberlegen, wenn ein
Kanal mit schlechter bis mittelméfiiger Qualitidt um zwei oder drei Zehnerpo-
tenzen in der Fehlerrate verbessert werden soll. Wenn dagegen extrem kleine
Fehlerraten angestrebt werden, sind BCH- und RS-Codes vorzuziehen. Beide
Codeklassen werden aber iibertroffen durch die Verkettung von Faltungs- und
Blockcodes, die in Abschnitt 12.1 behandelt wird.

Beim Vergleich der verfiigharen Hardware-Implementierungen zeigt sich, daf3
die erreichbaren Datenraten bei RS- und BCH-Decodern mit der Blocklédnge 255
etwa um das 2- bis 5-fache hoher ausfallen als bei Viterbi-Decodern mit 64 Zu-
stinden.
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Tabelle 9.6. Vergleich Blockcodes - Faltungscodes

Kriterium ‘ Blockcodes ‘ Faltungscodes
Historie zu Beginn der Informations- werden inzwischen gleichoft
theorie iiberwiegend verwen- | verwendet wie Blockcodes
det, Beweis der Codierungs-
theoreme
Mathematik weit entwickelte und geschlos- | Theorie mit der gleichen Aus-
sene Theorie, teilweise sehr sagekraft wie bei Blockcodes
anspruchsvoll ist noch schwieriger, wird aber
selten benotigt
Eym p =2 (in Sonderféllen p > 2) | p=2
m < 10 bei RS-Codes m=1
m < 10...14 bei BCH-Codes
Grundstruktur | Vektorraume (Matrizen tiber | Module (Matrizen iiber
Kérpern): Polynomringen):
Intensive Kenntnisse der Intensive Kenntnisse der Mo-
Galoisfeld-Arithmetik dul-Theorie erforderlich bei
erforderlich bei Entwicklung | Umformung von (n, k)-
und Implementierung hoch- Encodern, aber praktisch
entwickelter Verfahren selten notwendig
Beziehung Blockcodes sind spezielle Faltungscodes sind verallge-
zueinander Faltungscodes ohne Gedédcht- | meinerte Blockcodes und
(formal) nis terminierte Faltungscodes
sind spezielle Blockcodes
Coderate R = k/n nahezu beliebig R=1/n,
zwischen 0 und 1 R — 1 mit Punktierung
Gute Codes grofle Blockldnge n grofle Gedéachtnisléinge m
durch
Leistungsfiahige | konnen als parametrische werden durch Rechnersuche
Codes Klasse analytisch geschlossen | gewonnen, sind nicht theore-
angegeben werden (RS, BCH) | tisch ableitbar
Giitekriterium | Mimimaldistanz, freie Distanz,
Gewichtsverteilung Gewichtsverteilung
Polynom- 1 Generatorpolynom vom k - n Generatorpolynome vom
beschreibung Grad n — k (bei zyklischen Grad < m (typisch k =1)
Codes)
weitere spektral (DFT) Trellis-, Zustands-, Baum-
Charakterisie- diagramm
rungen
Systematische | sind immer mo6glich und wer- | haben generelle Nachteile
Codes den immer verwendet und werden nur in Sonder-
fallen verwendet
(Ausnahme: riickgekoppelte
Encoder bei TCM)
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Fortsetzung von Tabelle 9.6
‘ Kriterium ‘ Blockcodes ‘ Faltungscodes
Fehlerfort- entfallt moglich, entscharft bei
pflanzung Terminierung
Decodierung hochentwickelte algebraische anschaulich begriindete

Decodierverfahren (BMA,EA)
fiir komplexe Codes als BMD

Verfahren (VA) als MLD,
sowie sequentielle und
algebraische Verfahren

Soft-Decision

nur bei einfachen Codes
praktikabel, ansonsten nur
Ausfalldecodierung

moglich mit geringem Mehr-
aufwand, 2 bis 3 dB Gewinn,
Soft-Output moglich

Beurteilung des

mit der Fehlerwahrschein-

mit dem Ryp-Kriterium,

Modulations- keit (Hard-Decision) “Fehlerkorektur” findet
systems nicht statt (Soft-Decision)
Fehlererken- gut moglich, meist unmoglich
nung ohne zyklische Codes sind besonders
Korrektur geeignet zur Erkennung von
Biindelfehlern,
ARQ-Verfahren
Synchronisation | erforderlich, teilweise das VA ist selbstsynchronisierend,
grofite Problem iiberhaupt schnelle Trager- und Phasen-
synchronisation bei
rotationsinvarianter TCM
Hauptanwen- reine Bindrkanéle mit und fiir reine Bindrkanile weniger
dungen ohne Biindelstérungen gut geeignet

sehr gut anpafibar an
Biindelstérungen

Biindelstérungen erfordern
Interleaving,
mit Mehraufwand anpafibar

fiir AWGN-Kanéle mit Soft-
Decision weniger gut geeignet

fiir AWGN-Kanéle mit Soft-
Decision bestens geeignet,
fiir Kanéle mit CSI

in Kombination mit
Quellencodierung
(RCPC-Codes, quellen-
gesteuerte Decodierung)

wenn Daten bereits in Block-
form vorliegen und nur die
Blockfehlerrate wesentlich ist

blockcodierte
Modulation (BCM)

trelliscodierte
Modulation (TCM)

Verkette Codes
Fadingkaniile (Rayleigh, Rice)
bandbegrenzte Kanéle
Kanile mit Verzerrungen
UEP-Anwendungen




11. Erginzungen:
Spezielle Codes und Kanile

Dieses Kapitel enthélt eine Reihe wichtiger Ergdnzungen: Bei vielen Anwendun-
gen insbesondere im Bereich des Mobilfunks liegen Fadingkanéle vor, fiir die ge-
eignete Interleaving-Verfahren sowie Blockcodes und trelliscodierte Modulation
diskutiert werden. Anschliefend werden drei weitere Anwendungen des Viterbi-
Algorithmus zur ML-Decodierung bei Systemen mit Trellisstruktur vorgestellt,
ndmlich zur Entzerrung der bei vielen Anwendungen vorliegenden Kanéle mit
Intersymbol-Interferenzen, zum optimalen Empféanger bei Continuous Phase Mo-
dulation sowie zur Soft-Decision Decodierung von Blockcodes. Mit Produkt-
codes, der Codeverkettung und der Summenkonstruktion werden drei Metho-
den zur Generierung leistungsfihiger Blockcodes aus einfachen Blockcodes ein-
gefiihrt.

11.1 Interleaving-Verfahren

Bei einer Dateniibertragung mit Interleaving (Verschachtelung) wird der Strom
der Bits bzw. Symbole nach dem Encoder im Interleaver in der Reihenfolge um-
sortiert. Empfangsseitig wird vor dem Decoder im Deinterleaver diese Umsor-
tierung wieder riickgéngig gemacht, so dafl das System Interleaver-Deinterleaver
bei ungestorter Ubertragung lediglich zu einer konstanten Verzégerung fiihrt.
Wenn nun im Kanal Biindelfehler iiberlagert werden, so entstehen daraus nach
dem Deinterleaver Einzelfehler, die quasi statistisch unabhéngig erscheinen.

Durch Interleaving wird also aus Sicht des Decoders die Fehlerstruktur des
Kanals gedndert, indem Biindelfehler in Einzelfehler aufgebrochen werden. Fiir
die einzelnen Codeklassen ist diese Methode wie folgt zu bewerten:

e Blockcodes sind zumindest bei der Decodierung nach dem BMD-Prinzip
Zufallsfehler-korrigierende Codes, d.h. sofern die Anzahl der fehlerhaften
Bits bzw. Symbole unterhalb (dpi, — 1)/2 liegt, ist eine richtige Korrektur
garantiert — unabhéngig davon, welche Symbole im Codewort betroffen sind
und wieviele Bits pro Symbol betroffen sind.

Wenn sehr selten Biindelfehler auftreten, diese aber sehr lang sind, dann sind
die von einem Biindelfehler betroffenen Codeworter (es kann sich natiirlich
auch nur um ein betroffenes Codewort handeln) nicht mehr korrigierbar.
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Durch Interleaving wird der Biindelfehler auf sehr viele Codeworter ver-
teilt mit jeweils nur wenigen Fehlern pro Codewort, so dafl meistens alle
Codewdrter und damit der gesamte Biindelfehler korrigierbar sind.

e Faltungscodes konnen zwar sehr viele einigermaflen gleichméfig verteilte
Einzelfehler korrigieren, aber schon bei kurzen Biindelfehlern wird die Kor-
rekturfiahigkeit iiberschritten und es entsteht nach der Decodierung mit dem
Viterbi-Algorithmus ein verldngerter Biindelfehler, wie in Abschnitt 9.6 dar-
gestellt wurde. Mit Interleaving sind also auch bei Faltungscodes Biindelfeh-
ler korrigierbar.

e Bei der trelliscodierten Modulation gelten im Prinzip die gleichen Aussagen
wie bei den bindren Faltungscodes. Allerdings gibt es hier einen Fehlertyp,
der durch Interleaving nicht beeinflufit wird: Eine Verfélschung von einem
Signalpunkt zu einem anderen Signalpunkt, die zwei parallelen Kanten zuge-
ordnet sind, ist grundsétzlich nicht korrigierbar (und auch nicht erkennbar).

Unter rein informationstheoretischen Gesichtspunkten mit extrem grofien
Blockléngen ist Interleaving allerdings eine kontraproduktive Mafnahme [27],
weil statistisch unabhéngig verteilte Einzelfehler den ungiinstigsten Fall darstel-
len. Die Lokalisierung und Korrektur von ¢ Einzelfehlern erfordert bedeutend
mehr Redundanz als die Lokalisierung und Korrektur eines Biindelfehlers der
Lénge t. Fiir die Fehlererkennung mit zyklischen Codes wurde dies schon in Ab-
schnitt 5.6 festgestellt. Informationstheoretisch gesehen sollten also die Biindel-
fehler nicht in Einzelfehler zerstreut werden.

Fiir die praktisch verwendeten Codierungsverfahren erweist sich Interlea-
ving aber ganz im Gegenteil als eine niitzliche und teilweise unbedingt notwen-
dige Mafinahme. Abgesehen vom zusétzlichen Aufwand besteht der wesentliche
Nachteil von Interleaving in der damit verbundenen erheblichen Ubertragungs-
verzogerung, die bei machen Anwendungen nur schwer akzeptiert werden kann,
so dafl das Interleaving-Verfahren zumindest hinsichtlich einer moéglichst gerin-
gen Verzogerung auszulegen ist.

Im wesentlichen gibt es zwei Klassen von Interleaving-Verfahren: Das Block-
Interleaving ist sehr einfach zu iibersehen, wihrend das etwas kompliziertere
Faltungs-Interleaving mit halbierter Verzogerungszeit bei vergleichbarer Wir-
kung auskommt.

Block-Interleaving

Das Prinzip des Block-Interleavings zeigt Bild 11.1. Interleaver und Deinterleaver
bestehen jeweils aus einem Speicher in Form einer (M, N)-Matrix. Im Interlea-
ver werden die Bits bzw. Symbole spaltenweise in die Matrix eingeschrieben.
Nachdem die Matrix mit M - N Bits bzw. Symbolen gefiillt ist, wird zeilenweise
ausgelesen. Im Deinterleaver wird zeilenweise eingeschrieben und spaltenweise
ausgelesen. Interleaver und Deinterleaver miissen natiirlich synchronisiert sein.
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Output Input

\

vy v vy v

Input Output
N, N>
Interleaver Deinterleaver

Bild 11.1. Block-Interleaving

Beispiel 11.1. Essei M = 4 und N = 5. Die Symbolfolge 1,2,3,4,...,20 fiihrt
zu folgender Belegung der Interleaver-Matrix

15 9 13 17
2 6 10 14 18
3 7 11 15 19
4 8 12 16 20
und somit wird 1,5,9,13,17,2,6,10, 14,18, ..., 16,20 ausgelesen. ]

Im Interleaver und Deinterleaver sind jeweils Speicher der Méchtigkeit M - N
erforderlich, wobei der Deinterleaver gegebenenfalls Soft-Decision Werte zu spei-
chern hat. Nach dem Interleaver betriagt die Verzogerungszeit M - N Symbole.
Wenn diese Symbole sehr schnell als Paket in einem Zeitmultiplexsystem iibert-
ragen werden, dann betrdgt auch die Gesamtverzogerung nur wenig mehr als
M - N Symbole (abgesehen von der Verzogerung auf dem physikalischen Kanal
und der Decodierverzogerung). Wenn die Symbole aber mit der gleichen Ge-
schwindigkeit iibertragen werden wie das Einschreiben in den Interleaver erfolgt,
dann verdoppelt sich die Gesamtverzogerung.

Ein Biindelfehler der Linge b wirkt sich auf etwa b/N Zeilen in der
Deinterleaver-Matrix aus. Pro Spalte treten etwa b/N Fehler auf, wenn zur Ver-
einfachung angenommen wird, daf sémtliche Symbole im Biindelfehler fehlerhaft
sind. Speziell bei b < N sind exakt b Spalten mit jeweils einem Fehler betrof-
fen. Nach dem Deinterlaver treten N kurze Biindelfehler der Lange b/N auf, die
jeweils durch M — b/N fehlerfreie Symbole getrennt sind.

Bei einem Blockcode zur Korrektur eines Biindelfehlers der Lénge ¢t mit der
Blockldnge n sollte M > n und N > b/t bei Interleaving auf Symbol-Basis
gewahlt werden. Bei einem bindren Faltungscode mit der Gedéchtnislange m
sollte M > m und N > b bei Interleaving auf Bit-Basis gewihlt werden.
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Faltungs-Interleaving

Das Prinzip des Faltungs-Interleavings zeigt Bild 11.2. Interleaver und Dein-
terleaver bestehen jeweils aus N Speichern in Form von Vektoren der Lingen
0,/,2J,3J,...,(N —1)J. Es wird M = J - N gesetzt. Mit jedem neuen Sym-
bol wird eingangsseitig ein Symbol links eingeschoben und ein Symbol rechts
herausgeschoben. Anschliefend werden die vier Multiplexer bzw. Demultiplexer
weitergeschaltet, wobei wieder eine Synchronisation zwischen Interleaver und
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Deinterleaver erforderlich ist.

Encoder

Beispiel 11.2. Es sei N = 4,J = 1 und somit M = 4. Die Symbolfolge
.o, —1,0,1,2,3,4, ... fiihrt zu folgender Belegung der Interleaver-Speicher:

Somit entsteht die Folge ... 11,8,5,2, 15,12,9,6, 19,16,13,10 ... nach dem Inter-

2]

_—

Channel

(N=2)J

\

(N-1)J

Interleaver

(N-1)J

(N=2)J

/

2]

Decoder

Deinterleaver

Bild 11.2. Faltungs-Interleaving

nach Input 14

nach Input 18

nach Input 22

11

128

13 9 5
14 10 6 2

15

16 12

17 13 9
18 14 10 6

19
20
21
22

16
17 13
18 14 10

leaver. Im Deinterleaver fithrt das zu folgender Belegung der Speicher:

nach Input 2

nach Input 6

nach Input 10

11 7 3
8 4 0
5 1
2

—1

15 11 7 3
12 8 4
9 5

6

19
16
13
10

15 11 7
12 8
9
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Somit ergibt sich die Folge ... —1,0,1,2, 3,4,5,6, 7,8,9,10 ... nach dem Deinter-
leaver. Die Interleaver-Operation kann auch so veranschaulicht werden:

23 19 15 11 ...

24 20 16 12 8

25 21 17 13 9 5
26 22 18 14 10 6 2

Hierbei wird von oben nach unten und von rechts nach links eingeschrieben. Das

Auslesen erfolgt diagonal von links-oben nach rechts-unten und von rechts nach
links. [

Im Interleaver und Deinterleaver sind jeweils Speicher mit der Méchtigkeit
0+J+2J43J+---+(N—1)J = M(N —1)/2 erforderlich. Die Verzogerungszeit
nach dem Interleaver betrigt M (N — 1)/2 und ist damit nur halb so grofi wie
beim Block-Interleaving, obwohl das Faltungs-Interleaving die gleiche Wirkung
hat:

Betrachte einen Blockcode mit der Blocklange n < N: Jedes Codesymbol
eines Codewortes befindet sich in einer anderen Zeile des Interleaver-Speichers.
Nach dem Auslesen aus dem Interleaver sind die Codesymbole eines Codewortes
jeweils durch M — 2 Symbole anderer Codewdrter getrennt. Ein Biindelfehler
der Lénge b fiihrt also zu etwa b/M Fehlern pro Codewort, wovon etwa M
Codewdorter betroffen sind.

11.2 Fadingkanile: Grundlagen und Reed-Solomon
Codes

In den vorangehenden Kapiteln wurde die Kanalcodierung weitgehend auf
Grundlage der Kanalmodelle AWGN bei Soft-Decision bzw. BSC bei Hard-
Decision betrachtet, wesentliche Ausnahmen bildeten lediglich die Codes zur
Korrektur von Biindelfehlern in den Abschnitten 5.6 bis 5.8 sowie die RS-Codes
in Kapitel 7. Bei den hier einzufithrenden Fadingkandlen (Schwundkanal) wird
nicht nur Rauschen v additiv iiberlagert, sondern der Input des Kanals wird
zusétzlich mit einer reellen und positiven Fadingamplitude a multipliziert, d.h.
es gilt sowohl im 1- wie im 2-dimensionalen Fall

Yr =Qp -~ Tp +Vp , Qf ZO (1121)

Ahnlich wie bei Definition 1.3 entspricht die Ubergangswahrscheinlichkeit bei
gegebenem a einer Normalverteilung mit dem Erwartungswert x - a und der
Varianz 02 = Ny/2 beim 1-dim. AWGN bzw. 02 = Ny beim 2-dim. AWGN, d.h.
fiir die Verteilungsdichte gilt:

foeal€ a) = fu(n — & a). (11.2.2)



12. Ausgewihlte Anwendungen

In fast allen modernen Kommunikationssystemen werden Verfahren der Kanal-
codierung eingesetzt. Ein vollstindiger Uberblick wiirde den Rahmen dieses Bu-
ches sprengen. Deshalb werden in diesem Kapitel nur einige wenige Anwendun-
gen besprochen, die aber die Vielfalt der Codierungsverfahren dennoch einiger-
maflen reprasentieren.

Die Kanalcodierung wurde erstmals in der Satellitenkommunikation ange-
wendet, wobei hier einerseits ein gut zu iiberblickender reiner AWGN-Kanal vor-
liegt und andererseits der Realisierungsaufwand nur eine untergeordnete Rolle
spielt. Der Telefonkanal ist ein bandbegrenzter Kanal mit Verzerrungen, wo-
bei mit der sehr komplizierten Ubertragungstechnik in den heute verfiigha-
ren Modems fast die Kanalkapazitit erreicht wird. Beim digitalen Mobilfunk
nach dem GSM-Standard liegt ein Kanal mit frequenzselektivem Fading und
Zeitmultiplex-Betrieb vor, bei dem die Kanalcodierung in enger Wechselwirkung
mit den Kanaleigenschaften, dem Ubertragungsystem und der Quellencodierung
so zu entwerfen ist, dafl anstelle der Einzelverbindungs-Qualitét die Netzwerk-
Kapazitdt maximiert wird. Beim digitalen Breitband-Richtfunk wird die Kanal-
codierung zur Reduktion der Hintergrund-Fehlerrate eingesetzt ohne Anderung
des Modulationssystems. SchlieBlich erfolgt eine Ubersicht zur Codierung bei der
Compact Disc sowie in der Audiotechnik.

12.1 Satellitenkommunikation

Der Satellitenkanal ist zumindest im Downlink vom Satelliten zur Bodenstati-
on ein reiner AWGN-Kanal mit starker Leistungsbegrenzung bei erdfernen For-
schungssatelliten. Eine Einsparung bei E,/Ny von 1 dB fiihrt heute zu einer
Kostenersparnis von etwa 75 Millionen Dollar nach J.L.Massey in [29], so da8
fast jeder Aufwand fiir die Codierung gerechtfertigt erscheint. Bei geostationdren
Kommunikationssatelliten ist der AWGN-Kanal inzwischen auch als bandbe-
grenzt anzusehen, da der wachsende Bedarf an Kommunikation und Kanélen
sehr breitbandige Ubertragungsverfahren verbietet.

Neben dem additiven weiflen Rauschen wird der Satellitenkanal teilweise
durch weitere Degradationen geprigt: Wenn die Sendeverstiarker nahe an der
Aussteuerungsgrenze betrieben werden, kann es zu nichtlinearen Verzerrungen
kommen. Durch Mehrwegeausbreitung kann Fading entstehen und insbesondere
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bei flachen Elevationswinkeln konnen auch Abschattungen auftreten. Die Bewe-
gung mobiler Teilnehmer kann zu Dopplereffekten fithren, was die Aufrechter-
haltung der Synchronisation besonders schwierig macht.

Die nachfolgenden Uberlegungen konzentrieren sich auf die Situation bei erd-
fernen Forschungssatelliten (Deep-Space Communication). In der Entwicklung
der Kanalcodierung war dies eine der ersten Anwendungen, weil hierbei der Ka-
nal als idealer AWGN besonders einfach modellierbar ist, weil die verfiighare
Bandbreite fast beliebig grof ist und somit sehr kleine Coderaten erlaubt und
weil der Realisierungsaufwand fiir den Decoder fast unbegrenzt grof§ sein darf.
Die Fehlerrate nach der Decodierung sollte bei der Bildiibertragung mit Kompri-
mierung typischerweise bei etwa P, = 107° liegen bzw. bei fritheren Systemen,
bei denen noch keine Bildkomprimierung vorgesehen war, bei etwa P, = 0,005.
Eine Ubersicht zur Satellitenkommunikation gibt [149] sowie die Beitréige von
D.J.Costello u.a. in [17], von J.L.Massey in [29] und von R.J.McEliece u.a. in
[76].

Schon bei der Konzeption der frithen Satellitenprojekte war den Nachrich-
tentechnikern bewuflt, dafl durch Soft-Decision Decodierung ein Codierungsge-
winn von 2 bis 3 dB erzielt werden kann. Bei der Mariner 69 Mission wurde
jedoch noch kein Faltungscode verwendet, weil damals der Viterbi-Algorithmus
noch nicht verfiighbar war. Die Wahl fiel stattdessen auf einen Blockcode, ndmlich
auf den (32,6, 16),-Reed-Muller Code RM(1,5), weil dieser eine einfache Soft-
Decision Decodierung erlaubt. Der asymptotische Codierungsgewinn betrégt 4,8
dB nach (11.10.8). Bei B, = 107° ist E}/Ny = 5,9 dB erforderlich [27], so daB
der Gewinn gegeniiber der uncodierten Ubertragung 3,7 dB betrigt. Als Modu-
lationsverfahren wurde 4-PSK verwendet.

Bei der Voyager 77 Mission zu den duBeren Planeten wurde ein R = 1/2-
bzw. R = 1/3-Faltungscode mit der Gedéchtnislinge m = 6 verwendet, wo-
bei di = 10 bzw. dy = 15 gilt. Allerdings handelt es sich dabei nicht um den
Industriestandard-Code aus Tabelle 8.1, sondern um einen auf P, = 0,005 op-
timierten Code mit anderen Generatorpolynomen. Bei P, = 107 betrigt der
Codierungsgewinn 5,1 dB bzw. 5,6 dB dhnlich wie in Tabelle 9.3.

Mit der Einfiihrung von Bildkompressionsverfahren wurde der Optimie-
rungspunkt auf P, = 107° verschoben. Es zeigt sich schnell, daf§ hierbei die
einfachen Faltungscodes durch verkettete Codes wesentlich verbessert werden
konnen. Der innere Code wird so gewéhlt, dafi damit die Fehlerrate des Ka-
nals (bei gedachter Hard-Decision) etwa um den Faktor 10 bis 100 reduziert
wird. Dazu eignen sich Faltungscodes mit Soft-Decision am besten. Die weite-
re Reduzierung der Fehlerrate bis zum gewiinschten (eventuell extrem kleinen)
Wert geschieht durch leistungsfahige Reed-Solomon Codes, die mit etwa 10%
Redundanz auskommen.

In Tabelle 12.1 wird die Codeverkettung verglichen mit einem einzelnen Fal-
tungscode (FC) und einem einzelnen Blockcode, und zwar beziiglich verschiede-
ner Bit-Fehlerwahrscheinlichkeiten P,. Der innere R = 1/2-Faltungscode mit 64
Zustanden und oktaler Quantisierung wird verkettet mit verschiedenen dufleren
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Tabelle12.1. Verkettete FC-RS-Codes im Vergleich mit Einzelcodes (nach [49])

P, Notwendiges E},/Ny [dB] fiir P,

uncod. Codeverkettung FC BCH
FC(R=1/2,m = 6) mit RS-Code | R=1/2 | R~1/2
(127,111)  (255,223)  (511,447) | m=6 | n=1023

1073 | 68 2,5 2,4 2,3 2,6 4.8
1072 | 9,6 2,8 2,6 2,5 4,5 5,3
1078 | 12,0 3,1 2,9 2,6 5,8 6,0

RS-Codes der Blocklangen 127, 255 und 511, wobei jeweils die gleiche Coderate
Raussen =~ 0,87 verwendet wird, so dafl die Gesamtcoderate R ~ 0,44 betréigt. Fer-
ner wird zwischen den beiden Codes ein ausreichend dimensioniertes Interleaving
vorausgesetzt. Die Blockcodes werden mit Hard-Decision und die Faltungscodes
mit Soft-Decision decodiert.

Offensichtlich fallt P, bei der Codeverkettung im Bereich von 2,5 bis 3,0 dB
sehr stark ab, wihrend beim Blockcode die Kurve wesentlich flacher verlduft und
beim Faltungscode noch flacher ausfillt. Fiir P, < 107° ist die Codeverkettung
den Einzelcodes deutlich iiberlegen, withrend bei B, > 1073 der Faltungscode
allein fast ebenso gut wie die Verkettung ist. Der steile Abfall von P, bei der
Codeverkettung kann anhand eines Beispiels leicht nachvollzogen werden:

Beispiel 12.1. Als dufierer Code wird der (255,223)-RS-Code zur Korrektur
von t = 16 Symbolen vorausgesetzt. Nach Satz 3.15 ergibt sich die Wort-Fehler-
wahrscheinlichkeit P, aus der Symbol-Fehlerwahrscheinlichkeit P, wie folgt:

- 14-107° P, =0,01
B 255\ e ) 3,0-1071 P, =0,005
Pw_;(r)Ps(l_Ps) =) L1100 P, =0,002
= 1,0-107% P, = 0,001

Ein falsches 8-Bit Symbol am Eingang des RS-Decoders bedeutet etwa 4 falsche
Bits am Ausgang des Viterbi-Decoders aufgrund der in Abschnitt 9.6 beschriebe-
nen Biindelfehlerstrukur. Somit kann der Zusammenhang zwischen der Bit- und
der Symbol-Fehlerwahrscheinlichkeit durch P, = P,/2 approxmiert werden. Also
entspricht P, = 0,01...0,001 etwa P, = 0,005...0,0005. Nach Bild 9.7 erfordert
das Eyrc/No = 2...3 dB. Wegen Ey = Epinnen/ Raussen f0lgt bel Rayssen = 0,87
etwa F,/Ng = 2,6...3,6 dB fiir den Bereich des starken Abfalls von P, und
damit auch von F,. [ |

Die von Raumfahrtbehorden verschiedener Lénder einschliefllich der ame-
rikanischen NASA und der européischen ESA getragene Organisation CCSDS
(Consultative Committee for Space Data Systems) hat 1984 die in Bild 12.1
dargestellte Codeverkettung als Standard festgelegt [88].

Wie bei Tabelle 12.1 wird beim CCSDS-Standard innen ein R = 1/2-
Faltungscode mit der Gedéchtnislinge m = 6 und oktaler Quantisierung verwen-
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(255, 223) Block R=1/2, _m:6
RS encoder ™ interleaver > convolutional
encoder
AWGN
- RS - ) Block < Viterbi
decoder deinterleaver decoder

Bild 12.1. Verkettung von Faltungs- und Blockcodes nach dem CCSDS-Standard

det. Als duBlerer Code dient der (255,223, 33)256-RS-Code zur Korrektur von 16
Symbolen. Die Gesamtcoderate betriagt 1/2-223/255 ~ 0,44. Fiir das Galoisfeld
56 wird nicht das primitive Polynom vom Grad 8 aus Tabelle 6.1 verwendet,
sondern p(z) = 2% + 27 + 22 +  + 1. Wegen GGT(11,255) = 1 ist mit z auch

2 ein primitives Element. Als Generatorpolynom fiir den RS-Code wird
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g(x) = H (z — 2 (12.1.1)

1=112

gewahlt. Aufgrund dieser Festlegungen konnen die Elemente des Galoisfeldes
nicht nur in der Komponentendarstellung (6.2.6) représentiert werden, sondern
auch beziiglich einer sogenannten Dualbasis, die eine vereinfachte Bit-serielle
Implementierung des Encoders ermoglicht.

Der Block-Interleaver wird mit einer (255, V)-Matrix auf Symbolbasis rea-
lisiert, wobei N = 2,...,8 vorgesehen ist. Wie bei Bild 11.1 wird spaltenweise
eingelesen und zeilenweise ausgelesen. Fiir P, = 107° ist nach dem Beitrag von
J.Hagenauer u.a. in [76]

260 N =2
Ey/Ny = 245 N =4 dB
2,35 N =28

erforderlich. Beispielsweise wurde N = 8 fiir die europiische Giotto 85 Mis-
sion zum Halley’schen Kometen und N = 2 fiir die Galileo 89 Mission zum
Planeten Saturn gewéhlt. Bei Galileo waren fiir die Hauptantenne im X-Band
und fiir die Nebenantenne im S-Band (40 dB weniger Gewinn) verschiedene
Codierungsverfahren implementiert, die aber untereinander nicht austauschbar
sind. Ungliicklicherweise entfaltete sich nach dem Start die Hauptantenne nicht,
fiir die eine Codeverkettung mit einem m = 14-Faltungscode vorgesehen war.
Somit hatte die gesamte Dateniibertragung iiber die Nebenantenne mit dem
CCSDS-Standard zu erfolgen. Der Beitrag von R.J.McEliece in [76] beschreibt
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die Versuche zur nachtriaglichen Verbesserung des einzigen benutzbaren Galileo-
Encoders: So wurde dem R = 1/2,m = 6-Faltungs-Encoder ein von der Erde
aus nachgeladener R = 1/2, m = 10-Faltungs-Encoder vorgeschaltet, um damit
einen R = 1/4, m = 13-Faltungs-Encoder zu generieren.

In dem Beitrag von J.Hagenauer u.a. in [76] werden Moglichkeiten zur Ver-
besserung des CCSDS-Standards angegeben, die auf einer Faltungs-Decodierung
mit Soft-Decision Output kombiniert mit einer Fehler- und Ausfallkorrektur des
RS-Codes sowie iterativer Decodierung basieren. Damit kann £,/N, auf 1,7 dB
bei P, = 107° reduziert werden, was im Vergleich zu den theoretischen Grenzen
(die allerdings fiir P, — 0 gelten) recht eindrucksvoll ist: Die Shannon-Grenze
der Kanalkapazitét liegt nach Bild 2.4 bei —1,6 dB fiir R — 0 bzw. bei —0,1 dB
fiir R = 0,44 und die Ry-Grenze liegt bei 1,4 dB fiir R — 0 bzw. bei 2,2 dB fiir
R = 0,44. Der verbesserte CCSDS-Standard liegt also nur 1,8 dB oberhalb der
Shannon-Grenze, aber schon unterhalb der Ry-Grenze.

In [149] wird eine neue Klasse von Codeverkettungen beschrieben, von denen
ein Code auch fiir die Hauptantenne von Galileo implementiert war. Der innere
Faltungscode hat die Gedéchtnislingen m = 12,13, 14 und die Coderaten R =
1/4,1/5,1/6. Als auBerer Code wird ein (1023,959,65)-RS-Code vorgesehen,
der 32 10-Bit Symbole korrigieren kann. Damit wird der CCSDS-Standard um
rund 2 dB verbessert, d.h. fiir P, = 107 ist nur noch etwa E,/Ny ~ 0,5 dB
erforderlich. Aufgrund der immer schnelleren Rechner kénnen Faltungscodes mit
24 Zustéinden inzwischen tatséichlich ML-deodiert werden, wofiir im Beitrag von
D.J.Costello in [12] der Begriff Big Viterbi Decoder (BVD) eingefiihrt wird.

Auch mit einer neuen Klasse von sogenannten Turbo Codes, die auf ver-
ketteten systematischen und riickgekoppelt encodierten Faltungscodes basieren
sowie empfangerseitiger iterativer Decodierung, werden sehr geringe Absténde
zur Shannon-Grenze erreicht [82].

In dem Beitrag von S.Lin u.a. in [29] wird folgendes Verfahren fiir bandbrei-
teneffiziente Satellitenkommunikation vorgestellt: Wie beim CCSDS-Standard
wird auflen ein (255,223)-RS-Code und der Block-Interleaver mit N = 2 ver-
wendet. Der R = 1/2-Faltungscode mit 4-PSK Modulation wird aber ersetzt
durch die blockcodierte Modulation (BCM) aus Bild 10.19 mit 8-PSK und 45°-
Rotationsinvarianz.

Beim CCSDS-Standard mit N = 2 fiithren 2 - 8 - 223 Infobits zu 2 - 8 - 255
RS-codierten Bits, was genau einer Fiillung des Interleaver-Speichers entspricht.
Daraus ergeben sich 2-2-8-255 faltungscodierte Bits, die zu 2-8-255 Kanalbenut-
zungen fithren. Also betrégt die spektrale Bitrate bei CCSDS 223/255 ~ 0,875
Bit/s/Hz. Bei der RS-BCM-Verkettung werden die 16 - 255 RS-codierten Bits
in 24 - 255 Codebits bzw. 8 - 255 Signalpunkte iiberfiihrt, so daf3 die spektrale
Bitrate hier auf 2 - 223/255 ~ 1,749 Bit/s/Hz verdoppelt wird.

Wiithrend BCM allein E,/Ny = 7,8 dB fiir B, = 1075 erfordert, sind bei
der RS-BCM-Verkettung nur 5,3 dB fiir P, = 10~° bzw. 5,7 dB fiir P, = 1078
notwendig. Der Verlust gegeniiber dem CCSDS-Standard betragt nur 5,3—2,6 =
2,7 dB mit dem Vorteil einer halbierten Bandbreite.
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Fiir zukiinftige bandbreiteneffiziente Satellitenkommunikation werden auch
TCM-Verfahren auf QAM-Basis favorisiert. Zwar hat QQAM keine konstante En-
veloppe und ist somit empfindlich gegen nichtlineare Verzerrungen im Sende-
verstiarker, aber die Vorteile der hohen spektralen Effizienz und die leicht er-
reichbare 90°-Rotationsinvarianz erscheinen sehr attraktiv. Dabei wird nicht
auf den asymptotischen Codierungsgewinn optimiert, sondern auf den Codie-
rungsgewinn bei P, = 107, um fiir die spezielle Anwendung alle Moglichkeiten
ausschopfen zu konnen.

12.2 Modems:
Dateniibertragung iiber den Telefonkanal

Der Sprachband-Telefonkanal kann als bandbegrenzter AWGN mit einer Band-
breite von etwa 2400 bis 3200 Hz und einem Signal/Rausch-Abstand von etwa
28 bis 36 dB modelliert werden [98]. Nach Satz 2.5 resultiert daraus eine Ka-
nalkapazitat von etwa 23000 bis 38000 Bit/s. Zu beriicksichtigen sind allerdings
noch weitere Degradationen durch nichtlineare Effekte sowie durch Ubersprechen
und Impulsstérungen. Die Qualitdt des Telefonkanals ist auch davon abhéngig,
ob es sich um Wiéhlverbindungen oder Mietleitungen sowie um 2-Draht- oder
4-Draht-Verbindungen handelt.

Modems sind fiir die Anwendung sehr komplizierter Kanalcodierungs-,
Modulations- und Entzerrungsverfahren geradezu pradestiniert, da einerseits ein
sehr starkes Interesse an moglichst hohen Datenraten besteht und andererseits
die im Vergleich zu anderen Anwendungen dennoch als sehr niedrig einzustu-
fenden Datenraten sehr komplexe Algorithmen zur Signalverarbeitung technisch
tatséchlich ermdglichen.

In Tabelle 12.2 werden anhand der wichtigsten CCITT-Recommendations
(Comité Consultatif International de Télégraphique et Téléphonique, inzwischen
in ITU, International Telecommunication Union umbenannt) die Meilensteine
in der Entwicklung der Modem-Technik zusammengestellt. Eine ausfiihrlichere
Darstellung findet sich in [74], die allerdings bei V.33 endet. Fiir die hier nicht
behandelte adaptive Entzerrer- und Echoldscher-Technik wird beispielsweise auf
[10, 26, 57, 77, 103] verwiesen.

V.26: Das erste 4-PSK Modem mit 2400 Bit/s erschien 1962 und wurde 1968 als
Standard fiir 4-Draht Mietleitungen spezifiziert. Kanalcodierung und adap-
tive digitale Entzerrer waren zu jener Zeit technisch noch nicht realisierbar.
Der analoge Entzerrer war auf eine Kompromifieinstellung fixiert, d.h. auf
ein mittleres Kanalprofil.

V.27: Ab 1967 erschienen Modems mit einer auf 4800 Bit/s verdoppelten Da-
tenrate. Dazu wurde einerseits die Signalkonstellation auf 8-PSK erwei-
tert und andererseits wurde die Symbolrate auf 1600 Symbol/s bzw. die
Bandbreite auf 1600 Hz erhoht. Jede Bandbreitenerh6hung bedeutet beim
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Tabelle 12.2. Entwicklung der Modem-Technik

CCITT-
Recomm.

Jahr

Bit
S

Datenrate
Symb.

Bit

S

Symb.

Ubertragungstechnik

V.26

1968

2400

1200

2

4-PSK uncodiert
analoger fester Entzerrer

V.27

1972

4800

1600

8-PSK uncodiert
analoger manueller Entzerrer

V.29

1976

9600

2400

16-QAM uncodiert
adaptiver linearer Entzerrer

V.32

1984

9600

2400

2-dim. 32-QAM TCM

(8 Zusténde, nichtlin., 90°-rotinv.)
adaptiver linearer Entzerrer
adaptiver linearer EcholGscher

V.33

1988

14400

2400

2-dim. 128-QAM TCM

(8 Zusténde, nichtlin., 90°-rotinv.)
adaptiver linearer Entzerrer
adaptiver linearer EcholGscher

V.34

1994

28800

3200

4-dim. 960-QAM MTCM

(16 bis 64 Zustéinde, 90°-rotinv.)
Adaption / Modulation Toolbox
Vorcodierung

Trellis Shaping

Shell Mapping

Warping

adaptiver linearer EcholGscher

Sprachband-Telefonkanal stérkere Verzerrungen und jede Verdichtung der
Signalkonstellation bedeutet eine erhdhte Empfindlichkeit gegen Verzerrun-
gen. Deshalb wurde hier ein einstellbarer analoger Entzerrer erforderlich, der
bei der Installation per Drehknopf (d.h. 1 Parameter) eingestellt wurde.

Auch 20 Jahre nach der Shannon’schen Theorie waren damit erst gut 10% der
Kanalkapazitit erreicht. Die weiteren Fortschritte wurden zunéchst nicht durch
Kanalcodierung erzielt, sondern durch leistungsfahigere adaptive Entzerrer:

V.29: Die erneute Verdopplung der Datenrate auf 9600 Bit /s fiir 4-Draht Miet-
leitungen wurde durch eine auf 16-QAM erweiterte Signalkonstellation und
eine auf 2400 Hz erhohte Bandbreite erreicht. Der digitale Entzerrer wurde
durch ein Transversalfilter realisiert, wobei zur Adaption aber kein Gradien-
tenverfahren, sondern der einfacher realisierbare Zero-Forcing Algorithmus
verwendet wurde.

Durch weitere Verbesserungen bei der Entzerrung, insbesondere durch Fractio-
nal Spacing Equalizer (Uberabtastentzerrer), erschienen 1981 erste Modems mit
14400 Bit/s. Dafiir waren genaue und aufwandsminimale Dimensionierungen
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von Transversalfilter und Adaptionsalgorithmus erforderlich. Erst 35 Jahre nach
den Shannon’schen Arbeiten fand die Kanalcodierung Eingang in die Modem-
Technik, so daf die weiteren Erhéhungen der Datenrate durch eine Kombination
von Codierung und Entzerrung erméglicht wurden:

V.32: Mit dem Ubergang auf 2-Draht Wihlverbindungen bei gleicher Datenrate
wurden einerseits Mafinahmen zum Ausgleich der schlechteren Kanalqualitat
und andererseits zur Kompensation der Echos erforderlich. Die erst seit 1982
bekannten Verfahren der trelliscodierten Modulation fanden sofort Eingang
in den CCITT-Standard. Allerdings wurde nicht der Ungerbock-Code ver-
wendet, sondern die in Abschnitt 10.8 dargestellte und von Wei eingefiihrte
rotationsinvariante 2-dimensionale 32-QAM TCM mit dem asymptotischen
Codierungsgewinn von knapp 4 dB.

V.33: Der gleiche Encoder wie bei V.32, aber mit zusétzlichen uncodierten In-
fobits, bildete die Grundlage fiir den V.33-Standard mit 128-QAM TCM
fiir 14400 Bit/s und der Riickfallebene 64-QAM TCM fiir 12000 Bit/s. Die
Symbolrate betrug weiterhin 2400 Symbol/s.

In den letzten 10 Jahren sind enorme Fortschritte bei der Entwicklung und Rea-
lisierung komplexer Algorithmen zur Trelliscodierung und Signalverarbeitung zu
verzeichnen. Mit dem aktuellen Standard V.34 wird bei nochmals verdoppelter
Datenrate fast die Kapazitidtsgrenze erreicht. Allerdings sind die Verfahren so
kompliziert, daf§ fiir eine vollstédndige Darstellung auf die CCITT-Empfehlung
selbst [86] sowie auf [92, 98] verwiesen wird. Jedoch verdeutlicht bereits eine
oberflachliche Beschreibung die wesentlichen Prinzipien und insbesondere die
enge Verzahnung der Kanalcodierung mit den anderen Komponenten im Sender
bzw. Empfanger:

V.34: Zur Ubertragung von 28800 Bit /s iiber 2-Draht Wiéhlverbindungen
wird die Bandbreite auf 3200 Hz ausgedehnt und die spektrale Bitrate
auf 9 Bit/s/Hz gesteigert. Das Ubertragungsverfahren basiert auf einer 4-
dimensionalen 90°-rotationsinvarianten 960-QAM MTCM, die mit Faltungs-
codes der Raten R = 2/3 bei 16 Zustdnden, R = 3/4 bei 32 Zustdnden und
R = 4/5 bei 64 Zusténden operiert. Durch mehr Zustédnde ergibt sich nur ei-
ne marginale Zunahme im Codierungsgewinn, aber eine grofiere Robustheit
gegeniiber signalabhéngigen Verzerrungen wie beispielsweise harmonischen
Verzerrungen. Die Ubertragungstechnik ist weitgehend adaptiv, d.h. Sender
und Empfianger bedienen sich aus einer sogenannten Modulation Toolbox:
Erst nach der Ausmessung des Kanals durch Testsignale werden die Da-
tenrate, die Bandbreite, die Codierung und verschiedene andere Parameter
festgelegt. Zur Wahl stehen rund 25 verschiedene Datenraten im Bereich von
2400 bis 29000 Bit/s. Selbst die Tréigerfrequenz kann gegeniiber dem 1800
Hz Standardwert geringfiigig verschoben werden.
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Aufgrund der sehr dichten 960-QAM Signalkonstellation und des nochmals ver-
breiterten Ubertragungsbandes mit daraus resultierenden starken Verzerrun-
gen kommt der Entzerrung bei V.34 ganz wesentliche Bedeutung zu. Aus Auf-
wandsgriinden ist der optimale ML-Empfénger oder auch nur die optimale ML-
Entzerrung nach dem MLSE-Prinzip nicht realisierbar. Die bei den anderen
V.Standards vorgesehenen linearen Transversalentzerrer sind ungeeignet, weil
die starken Verzerrungen am Rand des Ubertragungsbereiches zu einer erheb-
lichen Rauschverstirkung fiihren. Zudem erzeugt der lineare Entzerrer Rausch-
korrelationen, die fiir die TCM-Decodierung vermieden werden miissen.

Auch das DFE-Prinzip (decision feedback equalizer) ist ungeeignet, weil so-
fortige Entscheidungen vor der TCM-Decodierung sehr unzuverléssig sind und
andererseits zuverlassige Entscheidungen nach der TCM-Decodierung nur zeit-
verzogert verfiigbar sind. Die sogenannte Vorcodierung nach dem Prinzip von
Tomlinson-Harashima [37, 98] verlagert dagegen die DFE-Entzerrung bereits in
den Sender, der damit natiirlich eine exakte Kenntnis des Kanals haben muf3,
was eine Kooperation zwischen Sender und Empfanger voraussetzt.

Bei der herkommlichen Codierung mit Blockcodes, Faltungscodes oder Trel-
liscodes werden alle Punkte aus der Signalkonstellation mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit angenommen, d.h. die Apriori-Wahrscheinlichkeiten sind gleich
(siche Abschnitt 1.6). Beim sogenannten Trellis Shaping [99] ist die Auftritts-
wahrscheinlichkeit der einzelnen Signalpunkte dhnlich zu einer mehrdimensio-
nalen Normalverteilung, d.h. aus einer quaderférmigen wird eine kugelférmige
Signalkonstellation. Dies wird durch eine zusétzliche Codierung und eine zusétz-
liche Ausdehnung des Signalalphabetes erreicht. Der maximale Gewinn durch
Trellis Shaping betrigt 1,53 dB und etwa 1 dB bei einer 25%-Expansion des Si-
gnalalphabetes. Das erscheint zwar wenig bedeutsam, aber wenn beispielsweise
ein TCM-Verfahren schon zu einem Gewinn von 3 bis 4 dB fiihrt, dann ist ein
weiterer zusétzlicher Gewinn von 1 dB durch Shaping einfacher zu erreichen als
durch einen komplizierteren Code. Die Gewinne durch trelliscodierte Modulati-
on und Trellis Shaping sind weitgehend unabhéngig voneinander und addieren
sich somit nahezu.

Eine besondere Form des Shapings stellt die Zuordnung nach dem Prinzip
des sogenannten Shell Mappings [92] dar. Dabei wird die Signalkonstellation in
12 bis 14 gleichméchtige Schalen von jeweils 64 Punkten partitioniert, so daf
ein Teil der Bits die Schale auswéhlt und ein weiterer Teil wahlt dann den
Punkt innerhalb der gewahlten Schale aus. Die Kombination von trelliscodierter
Modulation, Vorcodierung und Trellis Shaping wird auch als Trellis Precoding
bezeichnet [91].

Es konnte gezeigt werden, daf sich harmonische Verzerrungen bei den dufle-
ren Signalpunkten gravierender als bei den inneren Signalpunkten auswirken.
Beim sogenannten Warping wird deshalb sendeseitig die Signalkonstellation ge-
ringfiigig nichtlinear vorverzerrt: Die Abstédnde zwischen den inneren Signal-
punkten werden verkleinert und zwischen den &dufleren Signalpunkten werden
die Absténde vergrofiert.
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Die Praxis beim Betrieb von V.34-Modems hat allerdings in kurzer Zeit
schon gezeigt, dafl die maximale Datenrate von 28800 Bit/s nur bei Sprachband-
Telefonkanilen von guter Qualitdt moglich ist. Eine weitere wesentliche Steige-
rung der Datenrate erscheint deshalb auch mit nochmals verbesserten Codie-
rungsverfahren als fraglich.

12.3 Mobilfunk nach dem GSM-Standard

Bei Mobilfunksystemen ist die Frequenzokonomie wegen der begrenzten Brei-
te des verfiigbaren Frequenzbandes und dem Wunsch nach moglichst hohen
Teilnehmerdichten von entscheidender Bedeutung. Daneben wird auch eine
moglichst hohe Leistungsokonomie gefordert, um einerseits den Leistungsver-
brauch der Mobilstationen und andererseits die Ubersprecheffekte zu raumlich
oder frequenzméfig benachbarten Kanélen zu minimieren.

Schon bei Systemen der zweiten Generation wie dem GSM-Standard (Glo-
bal System for Mobile Communications), aber verstirkt bei den zukiinftigen
Systemen der dritten Generation unter dem Begriff UMTS (Universal Mobile
Telecommunication System), steht nicht mehr die Optimierung der Einzelver-
bindung im Vordergrund wie in der klassischen Nachrichtentechnik, sondern die
Optimierung des gesamten Vielfach-Teilnehmer-Netzwerkes. Dafiir werden eine
Vielzahl von nachrichtentechnischen Methoden eingesetzt:

e Multiplex-Verfahren: Trennung der Teilnehmer durch verschiedene Frequen-
zen (FDMA = Frequency Division Multiple Access) bzw. Zeiten (TDMA =
Time Division Multiple Access) bzw. Codefolgen (CDMA = Code Division
Multiple Access).

e Raummultiplex: Im einfachsten Fall bedeutet das nur eine zellulare Struktur,
bei zukiinftigen Systemen sind auch adaptive Antennen méglich (SDMA =
Spatial Divison Multiple Access).

e Quellencodierung (Sprache, Musik, Bilder, Daten) zur Reduktion der Da-
tenraten.

e Kanalcodierung zur Verbesserung von Zuverléssigkeit, Fehlerrate, Frequenz-
und Leistungsokonomie. Bei schnellem Fading treten Einbriiche auf, die kurz
gegeniiber der Blocklange und lang gegeniiber der Taktdauer sind, so daf} ein
Codewort gute und schlechte Abschnitte enthélt. Fiir dieses Szenario ist die
Kanalcodierung, eventuell in Verbindung mit Interleaving, bestens geeignet.

e Bandbreiten- und leistungseffiziente digitale Modulationsverfahren.
e Techniken der Kanalschdtzung und Entzerrung.

e Diversity-Techniken wie beispielsweise Antennen-Diversity.



12.8 Mobilfunk nach dem GSM-Standard 413

e Sendeleistungsregelung und Handover-Strategie (Wechsel der Funkzelle bzw.
des physikalischen Kanals) derart, da§ bei ausreichender Qualitéit einer Ver-
bindung die Kapazitit des gesamten Netzwerkes maximiert wird.

Dieser Abschnitt konzentriert sich auf die Kanalcodierung beim digitalen Mobil-
funk nach dem GSM-Standard. Zwar sind die Codierungsverfahren hier ziemlich
einfach, wenn sie isoliert fiir sich betrachtet werden, aber ihre Wirkungsweise im
Zusammenhang mit dem gesamten Ubertragungssystem und den Eigenschaften
des Funkkanals ist dagegen recht kompliziert. Diese Zusammenhinge kénnen
nachfolgend nur sehr knapp beschrieben werden, fiir eine ausfiihrlichere Darstel-
lung von GSM wird auf [67] mit dem Schwerpunkt Ubertragungstechnik bzw.
[51] mit den Schwerpunkten Protokolle, Signalisierung und Netzarchitektur ver-
wiesen.

Fiir den GSM-Mobilfunk sind 2 Frequenzbiander von je 25 MHz Band-
breite vorgesehen. Die Mobilstation sendet im Bereich 890-915 MHz (Uplink)
und empfingt im Bereich 935-960 MHz (Downlink). In den beiden Fre-
quenzbindern werden FDMA-Systeme betrieben, wozu jeweils eine Aufteilung
in 125 Teilbander von je 200 kHz Bandbreite erfolgt. In den Teilbdndern wer-
den digitale 8-fach TDMA-Schmalbandsysteme betrieben. Die Ubertragungsge-
schwindigkeit in jedem TDMA-System betragt 1/7 = 270,833 kBit/s bei einer
Taktdauer von T' = 3,69 us.

Als Modulationsverfahren wird eine spezielle bindre Continuous Phase Mo-
dulation (CPM, siche Abschnitt 11.6) mit dem Modulationsindex h = 1/2 ver-
wendet, namlich GMSK (Gaussian Minimum Shift Keying). Der Frequenzimpuls
ergibt sich als Faltung eines Rechteckimpulses rect(7/T") der Dauer T' (das allein
wiirde Minimum Shift Keying MSK entsprechen) mit einem GauBimpuls:

(r) = = t(7:) ! T (12.3.1)
—_= —T — * - .
RO =91 \T) ™ oot TP\ 20272

() ()

Dabei wird o = 0,441684 gewéhlt. Der Frequenzimpuls sieht dhnlich aus wie bei
L-RC CPM (siehe Bild 11.7), aber er ist nicht exakt auf ein Zeitintervall der
Breite L.T" begrenzt, sondern nur ndherungsweise mit L. = 2...5. Das Spek-
trum des TDMA-Systems ist auch nicht exakt auf den Bereich von +100 kHz
um die Tragerfrequenz herum begrenzt, so daf ein gewisses Ubersprechen auf
das frequenzméifig benachbarte System auftritt, was jedoch durch Nichtverwen-
dung benachbarter Tragerfrequenzen in rdumlich benachbarten Zellen vermieden
werden kann.

Der Datenstrom in jedem TDMA-System ist unterteilt in sogenannte
TDMA-Rahmen von jeweils 1250 = 8-156,25 Bit, d.h. die Rahmen-Dauer betragt
1250-0,00369 ~ 4,615 ms. Jeder TDMA-Rahmen besteht aus 8 Zeitschlitzen (ti-
me slots) von 156,25 Bit und einer Zeitdauer von 4,615/8 = 0,577 ms. Von den
156,25 Bits dienen 42,25 Bits u.a. der Synchronisation und der Kanalmessung
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durch den Empfianger. Die restlichen 114 Bits werden als Datenburst bezeichnet
und entsprechen den codierten Infobits des Mobilfunkteilnehmers.

Fiir einen einzelnen Mobilfunkteilnehmer wird also ein GMSK-modulierter
Kanal von etwa 200 . ..300 kHz Bandbreite bei einer Ubertragungsgeschwindig-
keit von 270,833 kBit/s alle 4,615 ms fiir einen Zeitraum der Lénge 0,577 ms
benutzt. Die Datenrate der Codebits in diesem sogenannten logischen Kanal be-
tragt r. = 114/4,615 - 24/26 = 22,8 kBit/s. Der Faktor 24/26 kommt daher,
daf} von jeweils 26 TDMA-Rahmen nur 24 TDMA-Rahmen fiir die Nutzdaten
zur Verfiigung stehen, da 2 TDMA-Rahmen zum Austausch von Kontrollinfor-
mationen benotigt werden. Unter diesen Randbedingungen entsteht der in Bild
12.2 dargestellte diskrete Kanal.

Burst — builder

GMSK Modulator [+—

Frequency
Hopping

Multipath radio propagation

time-selective fading from slot to slot
time-invariant within a slot

( frequency-selective fading (ISI) )

4.615ms

[o|1]2]3]4]5]6]|7]0]

—

0.577ms

Demodulator

Equalizer (MLSE)

'

Bild 12.2. Erzeugung des diskreten Kanals bei GSM

Zunéchst werden beim Burst-Aufbau die 114 Codebits eines Datenbursts
durch die oben erwdhnten 42,25 zusétzlichen Bits ergénzt und bindr GMSK-
moduliert. Ein logischer Kanal belegt nur jeden 8-ten Zeitschlitz, wie es in Bild
12.2 fiir den Zeitschlitz mit der Nummer 0 angedeutet wird. Der physikalische
Kanal ist geprdgt durch frequenzselektive Verzerrungen, die zu Intersymbol-
Interferenzen fithren (sieche Abschnitt 11.4). Das FIR-Filter kann mit L = 4
approximiert werden, d.h. die Kanalimpulsantwort ist auf eine Linge von etwa
53,69 ~ 20 us begrenzt, was allerdings sehr stark von den Ausbreitungs-
bedingungen abhéngt: Fiir die Kanalimpulsantwort sind verschiedene Typen
von Power Delay Profilen (PDP) spezifiziert, namlich Typical Urban (geringe
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Verzogerungen mit maximal 1,5 km Umweglaufzeit, Linge der Impulsantwort
entsprechend 5 us), Rural Area (fast verzerrungsfrei, Léange der Impulsantwort 1
ps) sowie Hilly Terrain (zeitverzogerte Echos mit maximal 6 km Umweglaufzeit,
Lénge der Impulsantwort entsprechend 20 ps). Wihrend eines Zeitschlitzes ist
der physikalische Kanal weitgehend stationér, aber von Zeitschlitz zu Zeitschlitz
kann sich die Kanalqualitidt und die Kanalimpulsantwort stark &ndern.

Der Empfianger vermag die Impulsantwort des Kanals aufgrund bekannter
Synchronisationsinformation, n&dmlich sogenannter Midambeln, innerhalb der
oben erwihnten 42,25 Bit gut zu schétzen. Der Entzerrer fiir den ISI-Kanal
und das CPM-Signal wird nach dem MLSE-Prinzip (siche Abschnitte 11.4 und
11.5) realisiert, wobei sich 16 Zusténde im Viterbi-Algorithmus als ausreichend
erweisen. Ferner generiert der Entzerrer Soft-Output, d.h. Zuverlassigkeitsinfor-
mationen iiber seine eigenen Entscheidungen, was beispielsweise mit einer Ab-
wandlung des SOVA-Verfahrens aus Abschnitt 9.8 oder den in [121] dargestellten
Methoden erfolgen kann.

CCH
Data bursts
. (block-oriented)
Multiplexer Encoder Interleaver
Source
TCH
Modulator
GSM logical channels Codewords Fading channel Dr']scretﬁ
(block-oriented) (block-oriented) channe
Demodulator
Equalizer
. TCH 4—‘
De- Decoder _ De-
T' multiplexer interleaver

CCH
Bild 12.3. GSM-Ubertragungssystem

Das gesamte Ubertragungssystem zeigt Bild 12.3. Der vorangehend disku-
tierte diskrete Kanal erzeugt Biindelfehler und ist damit zeitvariant und gedécht-
nisbehaftet. Die Biindelfehler haben zwei Ursachen:

e Kurze Biindelfehler entstehen durch die Viterbi-Decodierung im MLSE-
Entzerrer wie in Abschnitt 9.6 erklart.

e Lange Biindelfehler, auch iiber mehrere TDMA-Rahmen bzw. Datenbursts
hinweg, konnen dadurch entstehen, dafl der Mobilfunkkanal einen léngeren
tiefen Fadingeinbruch aufweist. Deshalb wird optional langsames Frequen-
cy Hopping (Frequenzsprungverfahren) vorgesehen, bei dem die Tragerfre-
quenz bzw. das TDMA-System nach jedem Rahmen quasi zufillig gewechselt
wird. In den meisten Féllen wird damit der Biindelfehler auf maximal einen
TDMA-Rahmen bzw. einen Datenburst begrenzt.
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Der Datenstrom in den einzelnen logischen GSM-Kanélen ist blockorientiert und
damit auch der in den Encoder einlaufende Datenstrom. Der Encoder besteht aus
verschiedenen noch zu erklarenden Teil-Encodern. Die entstehenden Codeblocke
umfassen 228 oder 456 Codebits, d.h. die Lénge der Codeblocke betrégt ein
ganzzahliges Vielfaches der Lange eines Datenbursts. Das Interleaving-Verfahren
verspreizt einen Teil-Codeblock von 114 Bit auf 4 bis 19 Datenbursts, so daf3
nach dem Deinterleaver in den meisten Féllen ein ndherungsweise gedédchtnis-
loser Kanal mit Soft-Decision Output entsteht, auf den das Codierungsverfah-
ren anzupassen ist. Je stirker die Verspreizung ausfallt, desto besser werden die
Biindelfehler in Einzelfehler aufgelost — allerdings steigt damit auch die Verzoge-
rungszeit stark an, so daf ein geeigneter Kompromify zu wéhlen ist.

Im GSM-System konnen sowohl Daten wie auch Sprache iibertragen werden.
Neben diesen Nutzkanélen (TCH = traffic channel), auf die sich die vorange-
henden Erklarungen und quantitativen Angaben bezogen haben, gibt es noch
verschiedene Signalisierungskanédle (CCH = control channel), wobei vielféltige
Kombinationen von TCH’s und CCH’s vorgesehen sind. Die Zusammenfassung
dieser logischen GSM-Kanéle zu einem Datenstrom erfolgt im Multiplexer und
die entsprechende Auftrennung im Demultiplexer. Eine Ubersicht zu den wich-
tigsten logischen GSM-Kanélen gibt Tabelle 12.3.

GSM Information bits Coding Encoded bits Interleaving
logical ..
Cﬁg:ﬁ?el Block dura-| Block Data rate ||+ Parity bits CC rat Block Data rate Depth
tion[ms] | length | [kbit/s] ||+Zeros a1l jength | [kbivs] |[Data bursts]
TCH/FS 20 260 13 +3 +4 1/2 4.114 22,8 8
TCH/HS 20 112 5,6 +3 +6 |1/21/3 2-114 11,4 4
TCH/F9.6 4.5 4 .60 12 + 0 + 4 |61/114 4.114 22,8 19
TCH/F4.8 10 60 6 + 0 +16 1/3 2114 22,8 19
TCH/H4.8 4.10 4 .60 6 +0 + 4 |61/114 4.114 11,4 19
TCH/F2.4 20 72 3,6 +0 +4 1/6 4.114 22,8 8
TCH/H2.4 20 72 3,6 +0 + 4 1/3 2114 11,4 19
SACCH 184 +40 + 4 1/2 4.114 4
SCH 25 +10 + 4 1/2 78 1
RACH 8 +6 +4 1/2 36 1

Tabelle 12.3. Datenstruktur der logischen GSM-Kanéle

Es sind 7 unterschiedliche TCH-Datenquellen mit Datenraten von 3,6 bis 13
kBit/s vorgesehen. Nach der Codierung betrigt die Datenrate 22,8 (TCH/F =
full-rate) oder 11,4 kBit/s (TCH/H = half-rate). Bei den Halbratenkanélen wer-
den von 26 TDMA-Rahmen nicht 24, sondern nur 12 benutzt, so daf§ sich die Da-
tenrate halbiert bzw. die Anzahl der Mobilfunkteilnehmer verdoppelt. Ferner ist
zwischen Sprachkanilen (TCH/S = speech) und Datenkanélen (TCH/ “Bitrate”)
zu unterscheiden. Die Datenrate der Infobits ergibt sich als Quotient der
Blockldnge zum Blockabstand. Das Verhéltnis von Info- zu Codebitrate ent-
spricht der Gesamtcoderate und bestimmt (zusammen mit dem Interleaving-
Umfang) die erreichbaren Verbesserungen durch die Kanalcodierung. Bei den
Signalisierungskanélen sind die Verhéltnisse aufgrund unregelméfliger oder so-
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gar zufélliger Abstdnde wesentlich komplizierter, so dafl auf die Angabe von
Datenraten verzichtet wird. Bei den logischen Kanélen SCH (Synchronisation
Channel) und RACH (Random Access Channel) enthélt der Datenburst eines
Zeitschlitzes nur 78 bzw. 36 statt 114 Codebits.

Bei den Nutzkanélen werden Faltungs-Interleaver verwendet, die allerdings
wesentlich komplizerter als bei Bild 11.2 aufgebaut sind und hier nicht im Detail
erlautert werden kénnen. Bei TCH/FS wirken die 456 = 4 - 114 Codebits auf je-
weils 8 Datenbursts, so dafl ein Datenburst jeweils 57 Codebits aus 2 Codeblocken
enthélt. Der Totalverlust eines Datenbursts mit 50% Fehlerrate bewirkt nach
dem Deinterleaver 2 Codeblocke mit eine Fehlerrate von 57/456 - 50% = 6,25%.
Bei TCH/HS betrégt die entsprechende Fehlerrate 12,5%. Bei den Datenkanélen
wird ein stéirkeres Interleaving vorgesehen, weil hier die Anforderungen an die
Verzogerungszeit nicht so streng sind. Bei TCH/F9.6 wirkt ein Teil-Codeblock
von 114 Codebits auf 19 Datenbursts bzw. ein kompletter Codeblock wirkt auf 22
Datenbursts, so dafl beim Totalverlust eines Datenbursts etwa 5 bis 6 Codeblécke
jeweils eine Fehlerrate von 1/22-50% = 2,3% aufweisen. Bei den Kontrollkanilen
wird nur Block-Interleaving angewendet, so werden beispielsweise beim SACCH
(Slow Associated Control Channel) die 456 = 4-114 Codebits auf 4 Datenbursts
verteilt, was bei Totalverlust eines Datenbursts zu einer Fehlerrate von 12,5%
fithrt.

Die Struktur des GSM-Encoders zeigt Bild 12.4. Die Zahlen an den Pfeilen
geben jeweils die Blocklédngen an. Bei den meisten logischen Kaniélen wird eine
verkettete Codierung angewendet, die allerdings wie anfangs erwidhnt ziemlich
primitiv ist. Als duflerer Code wird ein Blockcode verwendet, danach werden
m Nullen an den blockcodierten Block angehéngt, die im nachfolgenden inne-
ren Faltungscode mit der Gedéchtnisldnge m eine Terminierung bewirken, so daf3
auch die Codeverkettung einen Blockcode erzeugt. Die Faltungscodes haben ver-
schiedene Coderaten, namlich 1/2, 1/3, 1/6 sowie 61/114 mit Punktierung. Die
Gedéchtnislinge betrigt bei TCH/HS m = 6 (64 Zusténde), bei allen anderen
logischen Kanélen immer m = 4 (16 Zusténde). Die Faltungscodes haben zwar
eine maximale freie Distanz d;, sind aber beziiglich einer geringen Anzahl von
néchsten Nachbarn optimiert, um bei schlechten Kanélen einen moglichst grofien
Gewinn zu erreichen.

Am Eingang des Faltungs-Decoders liegt ein Kanal mit Einzelfehlern
und Soft-Decision vor, so dafi die Leistungsfahigkeit der Faltungscodes voll
ausgeschopft werden kann. Nach der Faltungs-Decodierung entstehen erneut
Biindelfehler, so daf§ der &uflere Blockcode aufgrund seiner wenigen Priifstellen
und kurzen Blocklédnge auf die Fehlererkennung oder allenfalls auf die Korrektur
eines Biindelfehlers beschrankt bleibt. Die Priifstellen der Blockcodes werden
iibrigens grofitenteils invertiert {ibertragen, so dafl im strengen Sinn die Block-
codes nichtlinear und nicht-zyklisch sind. Beispielsweise kann Dauer-Null kein
Codewort oder keine Codewortfolge sein. Nachfolgend werden einige logische
Kanéle genauer betrachtet:

SACCH (Slow Associated Control Channel): Zu den 184 Infobits werden
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GSM channel Systematic block code Zeros Convolutional code
112 2 443 121 228
1+x2+x (94,95,96)
TCHHS ——»] = >
Hamming code 6 R=1/2,1/3
260 1+x+x3 267 456
TCHIFS —»] . 4 = —"
Hamming code
8
RACH —  1+x+x2+x3+x5+x8 |4 L 2
25 39 (92,91) 28
SCH > 1+X2+X4+X5+X6+X8+X10 4 > R - 1/2 -
di=7
184 23 34 y17
SACCH —»f (1+x )(1TX x) 4 228> ﬂ
Shortened Fire code
24 [ 1244 [7°°°2°°"°°" STttt
TCHIFe.s 00 o 4[24 Puncturing [ 458
R =61/114
1 76 228
TCHIF4.8 »16—» (91,92,93) |
] R=1/3,d;=12
TCHI/F2.4 2 »| 4 76> (91192193191192193) 45.6
R =1/6, di = 24

Generator polynomials of convolutional codes

go(x) = 1+x3+ x4 ga(x) = 1+x2+ x3+x5+ x8
g1(x) = 1+ x+ x3+ x4 g5(x) = 1+ x+ x4+ x8
go(x) = 1+ x2+ x4 gs(X) = 1+ x+ x2+ x3+ x4+ x6

g3(X) = 1+ x+ x2+ x3+ x4

Bild 12.4. Struktur des GSM-Encoders

zundchst 40 Priifstellen durch einen verkiirzten Fire-Code berechnet, wo-
bei als Generatorpolynom g(z) = (1 + 22*)(1 + 2* + z'7) verwendet wird.
Nach Satz 5.12 betrigt die Blocklinge 23-(2'7—1) = 3.014.633 und es ist ein
zyklischer Biindelfehler der Lange 12 korrigierbar. Durch Verkiirzung ergibt
sich ein (224, 184),-Code. Anschlieflend werden 4 Nullen angehéngt, die bei
der folgenden Faltungs-Encodierung eine Terminierung bewirken. Aus den
228 Bits am Eingang des Faltungs-Encoders entstehen 456 Codebits.

Nach der Rieger-Schranke aus Satz 5.11 existiert allerdings eventuell ein
Code, der mit 40 Priifstellen einen Biindelfehler bis zur Lange 20 korrigieren
kann. Beim SACCH ist es dhnlich wie bei anderen Kontrollkanélen wichtig,
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dafl nach der Decodierung keine unerkannten Fehler verbleiben. Alternativ
kann der Fire-Code auch nur zur Fehlererkennung eingesetzt werden.

Beim Totalverlust eines Datenbursts entsteht eine Fehlerrate von 12,5%,
die an der duflersten Grenze dessen liegt, was ein R = 1/2-Faltungscode ver-
kraften kann. Folglich wird oftmals die Korrekturfiahigkeit des Faltungscodes
iiberschritten, was auch durch den Fire-Code nicht immer korrigiert werden
kann. Durch stérkeres Interleaving wiirden sich wesentliche Verbesserungen
ergeben, aber die Verzogerungszeit betrégt so schon etwa 4 -26-4,615 = 480
ms, da nur jeder 26-te TDMA-Rahmen fiir den SACCH benutzt werden
kann.

SCH (Synchronisation Channel): Zu den 25 Infobits werden zunéchst 10
Priifstellen mit einem simplen Blockcode generiert, der empfangsseitig nur
zur Fehlererkennung benutzt wird. Zusammen mit den 4 Nullbits entstehen
39 Bits, die mit dem terminierten Faltungs-Encoder in 78 Codebits iiberfiihrt
werden. Da fiir den SCH kein Interleaving vorgesehen ist (oder bei der Spe-
zifikation vergessen wurde), wird die Korrekturfihigkeit des Faltungscodes
schon durch kurze Biindelfehler am Ausgang des MLSE-Entzerrers iiberfor-
dert.

TCH/F9.6 (Vollraten-Datenkanal): Aus der Sicht des Benutzers hat dieser Ka-
nal eine Infobitrate von 9,6 kBit/s, aber aufgrund von gewissen “Verpackun-
gen” liegen am Eingang des Encoders 13 kBit/s an, unterteilt in Blocke von
60 Infobit im Abstand von 5 ms. Ein Blockcode ist nicht vorgesehen. Je-
weils 4 Teil-Infoblocke werden zu einem Infoblock zusammengefaf3t und mit
4 Nullen ergénzt. Die entstehenden 244 Bits werden in einem terminierten
punktierten Faltungs-Encoder mit der Rate R = 61/114 in 456 Codebits
iiberfiithrt. Hinter dieser “krummen” Coderate stehen natiirlich keine tief-
sinnigen theoretischen Uberlegungen, sondern die Codierung hat hier u.a.
die schlichte Aufgabe, die Datenraten der Quelle und des Kanals aneinander
anzupassen.

Bei den beiden Sprachkanélen wird das 64 kBit/s PCM-Signal (Pulscodemodula-
tion) in 20 ms Abschnitte von jeweils 1280 Bits zerlegt, die durch die Quellenco-
dierung auf 260 (bei TCH/FS) bzw. auf 112 (bei TCH/HS) Infobits komprimiert
werden. Diese Kompression geschieht allerdings nicht ausschliefSlich blockweise,
da gewisse sich nur langsam &ndernde Sprachparameter nur von Zeit zu Zeit
iibertragen werden. Fiir die Verstdandlichkeit der Sprache sind nicht alle Bits eines
Infoblockes gleich wichtig, so daf3 verschiedene Klassen von Bits gebildet werden,
die mit unterschiedlich starker Codierung versehen werden (UEP-Codierung,
siche Abschnitt 8.3). Die gesamte Verzogerungszeit bei der Ubertragung von
Sprache ist auf etwa 60 ms begrenzt, weil sich beim wechselseitigen Sprechen
langere Verzogerungszeiten unangenehm bemerkbar machen wiirden. Zur Feh-
lererkennung ist ein einfacher Blockcode vorgesehen, der mit einem Hamming-
Code realisiert wird. Auf erkannte Fehler reagiert der Sprachdecoder mit Maf3-
nahmen zur Fehlerverschleierung (error concealment), d.h. Fehler sollen sich auf
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die Verstandlichkeit der Sprache so wenig wie moglich auswirken. Beispielsweise
kann es giinstiger sein, einen stark gestorten Sprachparameter nicht mit einer
relativ hohen Fehlerrate zu schétzen, sondern ihn vom vorangehenden 20 ms-
Sprachabschnitt her zu extrapolieren.

TCH/FS (Vollraten-Sprachkanal): Fiir die UEP-Codierung wird ein ziemlich
einfaches Verfahren benutzt: Die 260 Infobits werden in die 3 Klassen Ia (50
Bit), Ib (132 Bit) und II (78 Bit) aufgeteilt. Die Klasse II wird nicht codiert.
Von Klasse Ia werden 3 Priifbits mit einem Hamming-Code berechnet. Mit
diesen 3 Priifbits und 4 Nullen ergeben sich aus Klasse I insgesamt 189
Bits, die in einem terminierten Faltungs-Encoder in 378 Codebits umgesetzt
werden. Zusammen mit den 78 uncodierten Bits der Klasse II ergeben sich
456 Codebits. Mit 3 Priifbits werden etwa 7/8 aller Fehlermuster erkannt,
darunter alle 1-Bit Fehlermuster. Da die Minimaldistanz des (53, 50)2-Codes
nur 2 betrdgt, sind jedoch schon alle 2-Bit Fehlermuster nicht garantiert
erkennbar.

TCH/HS (Halbraten-Sprachkanal): Die Entwicklung dieses Standards dauerte
rund 6 Jahre von 1989 bis 1995, wobei am Ende die Entscheidung gegen
eine echte RCPC-Codierung (siehe Abschnitt 8.3) fiel, so dafi bei TCH/HS
ein dhnlich primitives Codierungsverfahren mit 3 Klassen wie bei TCH/FS
verwendet wird: Von den 112 Bits werden 17 Bits nicht codiert. Von den
restlichen 95 Bits werden aus 22 Bits zunéchst 3 Priitbits berechnet. Hinzu
kommen 6 Nullen fiir die Terminierung des Faltungscodes. Fiir die 95 4 6
Bits wird der R = 1/2-Faltungscode mit g4(x), g¢(z) verwendet und fur die
3 Priifbits wird der R = 1/3-Faltungscode verwendet. Insgesamt entstehen
also (95+6) - 2+ 3 - 34 17 = 228 Codebits.

Beim Verlust eines Datenbursts entsteht wie bei SACCH eine Fehlerrate von
12,5%, die wieder an der sinnvollen Grenze bei einem R = 1/2-Faltungscode
liegt. Ein nur geringfiigig stirkeres Interleaving wiirde zu erheblichen Ver-
besserungen fithren, aber aufgrund der Vorgaben an die Verzogerungszeit
ist das hier ebenso wie bei TCH/FS ausgeschlossen. Bei TCH/HS wird viel
Aufwand fiir die Erkennung von Fehlern und die entsprechenden Mafinah-
men zur Fehlerverschleierung betrieben [128]. Dazu werden nicht nur die 3
Priifbits, sondern auch die Viterbi-Metriken des Faltungs-Decoders ausge-
wertet.

Fiir die meisten logischen GSM-Kanile wird der gleiche R = 1/2-Faltungsco-
de verwendet, obwohl die Fehlerraten nach dem Deinterleaver je nach Umfang
des Interleavings ganz unterschiedlich sind. Diese GSM-Spezifikationen sind al-
lenfalls aufgrund der vorgegebenen Verzodgerungszeiten sowie unterschiedlicher
Anforderungen an die Fehlerrate und an die Rate unerkannter Fehler nach der
Decodierung gerechtfertigt.

Bei den beiden Sprachkanélen wird deutlich, daf§ die Sprach- und Kanalco-
dierung genau aufeinander angepafit sind, wobei die Optimierung aber auf ei-
ner weitgehend subjektiven Bewertung der Sprachqualitét bei ungestorten und
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gestorten Kanélen basiert (dafiir sind allerdings genaue Rahmenbedingungen mit
Testhorern festgelegt). Auch die Aufteilung von 22,8 kBit /s auf 13 kBit/s Quel-
lencodierung und 9,8 kBit/s Redundanz fiir die Kanalcodierung bei TCH/FS
(und entsprechend bei TCH/HS) ist eine Ermessensfrage, die davon abhéngig
ist, wie das Verhéltnis von guten und schlechten Funkkanélen ausfillt — und zwar
sowohl beziiglich ihrer Auftrittswahrscheinlichkeiten wie der Auswirkungen auf
die Sprachqualitét.

Mit einem stérkeren Interleaving wiirde bei schlechten Kanilen die Qualitét
steigen bzw. die Redundanz konnte reduziert werden, aber unter dem Diktat der
knappen Verzogerungszeiten ist das unmoglich. In Abschnitt 11.1 wurde schon
erwahnt, dafl unter rein informationstheoretischen Aspekten das Interleaving
kontraproduktiv ist, aber unter praktischen Gesichtspunkten ist das dagegen
eine zentrale und notwendige Mafinahme bei Mobilfunk-Kanélen.

Offensichtlich existiert eine untere Grenze fiir die Infobitrate bei Mobilfunk-
Kanilen, sofern die Coderate fixiert und das Interleaving zeitlich begrenzt wird.
Féllt die Infobitrate bei eventuellen Viertel- oder Achtelraten-Kanélen unter die-
se Grenze, mufy nach der Decodierung mit hohen Fehlerraten gerechnet werden,
die nur dadurch vermieden werden konnen, dafl der rdumliche und frequenzméafi-
ge Abstand zwischen den TDMA-Systemen vergroflert wird. Die reduzierte Da-
tenrate kann also entgegen allen Erwartungen zu einer Verringerung statt zu
einer Steigerung der Netzwerk-Kapazitéit fithren. Derartige Befiirchtungen sind
eventuell schon beim Halbraten-Sprachkanal angebracht, der dann als Fehlent-
wicklung einzustufen wére. Die endgiiltige Bilanz héngt jedoch von vielen weite-
ren Randbedingungen ab, die hier nicht diskutiert werden kénnen. Auf jeden Fall
werden aber die zusétzlichen Gesichtspunkte und die komplexen Wechselwirkun-
gen deutlich, die beim Entwurf von Vielfach-Teilnehmer-Systemen zu beachten
sind.

12.4 Kanal- und Quellencodierung fiir zukiinftige
Mobilfunksysteme

Die vorangehenden Uberlegungen zum GSM-Standard haben sehr deutlich ge-
zeigt, dafl die Kanal- und Quellencodierung in enger Wechselwirkung zueinan-
der stehen. Nach dem bereits in Abschnitt 1.2 erwéhnten Separationsprinzip der
Shannon’schen Theorie sind beide Codierungen unter rein informationstheoreti-
schen Aspekten unabhéngig voneinander und kénnen getrennt ausgefiihrt wer-
den. Allerdings werden dabei die praktisch auflerordentlich wichtigen Aspekte
der Ubertragungsverzogerung und des Realisierungsaufwandes sowie die beson-
deren Eigenschaften des Mobilfunk-Kanals nicht beriicksichtigt.

Bei den bisher bekannten Verfahren zur Quellencodierung, insbesondere bei
Sprache, werden keine quasi statistisch unabhéngigen Bits erzeugt, sondern es
verbleiben mehr oder weniger starke Restkorrelationen im komprimierten Signal.
Die quellencodierten Bits sind von unterschiedlicher Wichtigkeit fiir die Sprach-
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qualitdt und somit ist ein unterschiedlich starker Schutz durch die Kanalcodie-
rung angebracht, damit die Redundanz so sparsam wie moglich kalkuliert werden
kann. Hinzu kommen die sehr diffizilen Moglichkeiten zur Fehlerverschleierung,
d.h. zur Reaktion bei erkannten Fehlern oder bei unzuverldssig erscheinenden
Empfangswerten.

Alle bekannten Moglichkeiten zur Optimierung durch aufeinander abge-
stimmte Kanal- und Quellencodierung werden in Bild 12.5 zusammengefaft,
die zwar iiber die beim GSM-Mobilfunk verwendeten Methoden weit hinausge-
hen, aber bei zukiinftigen Mobilfunksystemen moglicherweise gewinnbringend
eingesetzt werden kénnen. Das Bild und die verwendeten Begriffe basieren auf
einer dhnlichen Darstellung von J.Hagenauer in [111].
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Bild 12.5. Ubertragungssystem mit gemeinsamer Kanal- und Quellencodierung

Die UEP-Kanalcodierung (Unequal Error Protection) erfolgt mit unter-
schiedlichen Coderaten in Abhéngigkeit von der Wichtigkeit der einzelnen Bits
am Ausgang des Quellen-Encoders. Eine besonders aufwandsgiinstige Methode
stellen die RCPC-Codes (Rate Compatible Punctured Convolutional Code) dar.
Die UEP-Codierung kann entweder statisch mit einem fiir jeden Block gleichen
Codierungsschema erfolgen, oder aber dynamisch, indem der Kanal-Encoder per
SSI (Source Significance Information) individuell vom Quellen-Encoder gesteu-
ert wird.

Alle statischen Eigenschaften der Kanal- und Quellencodierung sind
natiirlich empfangsseitig als bekannt vorauszusetzen. Im Empfinger steht Ka-
nalzustandsinformation CSI (Channel State Information) zur Verfiigung, wie
es beispielsweise bereits fiir langsames Rayleigh-Fading in den Abschnitten 11.2
und 11.3 sowie fiir den ISI-Kanal in den Abschnitten 11.4 und 11.5 angenommen
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wurde. Der per Viterbi-Algorithmus realisierbare MLSE-Entzerrer (Maximum-
Likelihood Sequence Estimation) generiert Soft-Output, was ein nachfolgender
Faltungs-Decoder fiir RCPC-Codes vorteilhaft auswerten kann. Dabei erfolgt die
Realisierung des Kanal-Decoders natiirlich wieder mit dem Viterbi-Algorithmus,
wobei der hier erneut generierte Soft-Output als DRI (Decoder Reliability Infor-
mation) bezeichnet wird und MaBnahmen zur Fehlerverschleierung im Quellen-
Decoder erlaubt.

In [111] wird das Konzept der Source Apriori / Aposteriori Information
(SAI) sowie der quellengesteuerten Kanal-Decodierung eingefiihrt. Dabei wer-
den dem Kanal-Decoder alle statischen und dynamischen Informationen iiber
das quellencodierte Signal wie beispielsweise Restkorrelationen und Mittelwerte
verfiighar gemacht. Per SAT teilt der Quellen-Decoder dem Kanal-Decoder mit,
mit welcher Wahrscheinlichkeit das néchste Bit 0 oder 1 ist, denn unter der Vor-
aussetzung, dafl die vorangehenden Werte richtig decodiert wurden, sind bei ver-
bleibenden Restkorrelationen im quellencodierten Signal die einzelnen Bits nicht
exakt gleichméfig mit jeweils 50% Auftrittswahrscheinlichkeit verteilt. Diese In-
formationen flielen {iber eine zusétzliche Gewichtung der Viterbi-Metrik in einen
modifizierten Viterbi-Algorithmus ein. Ohne auf weitere Details einzugehen, ist
doch anschaulich leicht versténdlich, dafl sich mit dieser Methode Verbesserun-
gen ergeben, deren Umfang von den Eigenschaften des Quellensignals und der
Quellencodierung abhéngig ist. Bei zukiinftigen Mobilfunksystemen sind mit
derartigen Verfahren Verbesserungen gerade bei schlechten Kanilen zu erwar-
ten, so dal die Coderate reduziert und die Kapazitdt des gesamten Systems
gesteigert werden kann.

12.5 Richtfunk

Beim digitalen Breitband-Richtfunk betrigt die Ubertragungsgeschwindigkeit
zur Zeit (im Jahr 1995) maximal 155 MBit/s innerhalb der sogenannten Synchro-
nen Digitalen Hierarchie (SDH), bei der jedoch Datenraten von bis zu 2,4 GBit/s
bei leitungsgebundener Ubertragung vorgesehen sind. Als Modulationsverfahren
wird beim Richtfunk hochstufige QAM wie beispielsweise 64-QAM verwendet.
Aufgrund von atmosphérischen Effekten treten gelegentlich Fadingeinbriiche von
einigen Sekunden Dauer (oder noch linger) auf, so daf§ mit Biindelfehlern zu
rechnen ist, deren Linge im Bereich von iiber 10? Bit liegt. Durch Codierung
und Interleaving konnen derartige Storungen natiirlich nicht kompensiert wer-
den.

Dennoch erweist sich auch bei dieser Anwendung die Kanalcodierung als vor-
teilhaft. Aufgrund von Nichtlinearitdten und Komponenten-Toleranzen in Sen-
der und Empfinger sowie aufgrund von nichtidealer Takt- und Trégerphasenre-
gelung und verschiedener anderer Gerédteimperfektionen tritt auch bei idealem
Kanal mit groflem Rauschabstand eine sogenannte Hintergrund-Fehlerrate im
Bereich von 107%...107% auf. Gefordert wird jedoch eine Fehlerrate von unter
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107'2 und dies 148t sich mit Kanalcodierung einfacher erreichen als beispielsweise
mit sehr aufwendigen hochlinearen Sendeverstérkern.

Die verfiighare Bandbreite ist zwar dhnlich wie beim Telefonkanal sehr scharf
begrenzt, aber je nach den Randbedingungen stehen noch einige Prozent Red-
undanz fiir die Codierung zur Verfiigung. Jedoch sollte die Codierung nicht zu
einer Verdoppelung des Signalalphabetes fithren, da dies einen erheblichen Mehr-
aufwand im Sender und Empfanger bedeuten wiirde und die Empfindlichkeit
gegeniiber den vorangehend aufgefiihrten Degradationen erhéhen wiirde. Nach-
folgend werden zwei unter dem Begriff unterlegte Codierung bekannte Verfahren
mit geringfiigiger Bandbreitenexpansion dargestellt, die auf einfachen bindren
Faltungscodes bzw. Blockcodes basieren. Ein weiteres Verfahren mit trellisco-
dierter Modulation reduziert sogar die Bandbreite, aber benotigt dafiir doch
eine Verdopplung des Signalalphabetes.

Fiir die unterlegte Codierung werden die Inphase- und die Quadraturphase-
Komponenten der 64-QAM als zwei unabhéngige 8-ASK Signale aufgefaf3t. Die
spezielle 8-ASK Codierung kann als Sonderfall der mehrstufencodierten Modu-
lation gemaf Bild 10.18 mit M = 2 erklart werden: Als Komponentencode Cy
wird ein spezieller Faltungscode mit der Rate 8/9 verwendet [102] und Cy,Co
werden als uncodierte (9,9, 1)-Blockcodes aufgefafit. Also werden 8 +9+9 = 26
Infobits in 9 +9 4+ 9 = 27 Codebits umgesetzt, die zu 9 Kanalbenutzungen
fithren. Die Coderate betrégt also 26/27 Infobit/Codebit bzw. 26/9 Infobit/1-
dim.Kanalbenutzung. Somit expandiert die Bandbreite um 3,8%. Der Codie-
rungsgewinn betréigt 2,7 dB bei P, = 107°. Der verwendete Faltungscode ist
selbstorthogonal (siehe z.B. [59]) mit der freien Distanz df = 5 und erlaubt eine
sehr einfache Hard-Decision Decodierung mit den in der Einleitung von Kapitel
9 erwihnten algebraischen Verfahren.

Bei einem &dhnlichen System wird anstelle des selbstorthogonalen Faltungs-
codes ein expandierter (32,26, 4),-Hamming-Code der Ordnung r = 5 verwen-
det [101] und C;,Cy werden entsprechend als uncodierte (32,32, 1)-Blockcodes
aufgefafit. Die Coderate betrigt also (26 + 32+ 32)/(32 4+ 32+ 32) = 15/16 In-
fobit/Codebit und somit expandiert die Bandbreite mit 6,7% hier zwar stérker,
aber dafiir betrigt der Codierungsgewinn 3,2 dB bei P, = 1075,

Der durch die unterlegte Codierung maximal erreichbare asymptotische Co-
dierungsgewinn kann schnell abgeschitzt werden. Nach (10.10.4) gilt fiir 8-PSK

BCM )
(Aﬂﬁn) = min{AZ dy, 4021, 16A2-1} < 4A2,

Der maximale Wert wird bei dpi,(Cy) = dg > 4 angenommen. Fiir die uncodier-
te Ubertragung gilt Agune = Ay, da das Modulationsverfahren nicht verdndert
wird. Nach (10.10.6) ergibt sich ein maximaler asymptotischer Codierungsge-
winn von 6,02 dB, wenn von der etwas hiufigeren Kanalbenutzung bzw. der
Bandbreitenexpansion abgesehen wird.

Es gibt jedoch auch so enge Kanalraster im Richtfunk, dafl selbst wenige
Prozent Redundanz nicht erlaubt werden kénnen. Mit mehrdimensionaler trel-
liscodierter Modulation kann hier sogar Bandbreite eingespart werden. In [113]
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wird ein System mit 4-dimensionaler 128-Q AM MTCM vorgestellt: In einem Un-
gerbock-Encoder mit 8 Zustdnden werden 13 Infobits in 14 Codebits umgesetzt,
indem 11 Infobits uncodiert bleiben und 2 Infobits mit einem R = 2/3-Fal-
tungscode in 3 Codebits umgesetzt werden. Mit den 14 = 7 + 7 Codebits wird
ein 4-dimensionaler Signalpunkt aus einer 128 x 128-QAM Konstellation aus-
gewihlt. Pro 2-dimensionaler Kanalbenutzung werden also nicht 6 Infobits wie
bei uncodierter 64-QAM, sondern 6,5 Infobits iibertragen, d.h. die Bandbreite
wird um den Faktor 6/6,5 = 0,923 bzw. 7,7% komprimiert. Der Codierungsge-
winn betrigt zwar dennoch 2,2 dB bei P, = 1075, aber die Decodierung ist bei
diesem System aufwendiger als bei der unterlegten Codierung.

Es wird noch auf einen deutlichen Unterschied zu den in Abschnitt 10.9 dis-
kutierten MTCM-Verfahren hingewiesen: Bei Bild 10.16 wéahlen die 9 Codebits
einen Punkt aus einer 512-Punkte 4-dimensionalen 32-QAM Konstellation. We-
gen 322 = 1024 konnen dabei jedoch prinzipiell nicht alle moglichen Paare von
32-QAM Signalpunkten auftreten. Bei den 14 Codebits des Richtfunk-MTCM-
Systems treten jedoch alle moglichen Paare von 128-QAM Signalpunkten auch
tatsédchlich auf. Die Codierung prégt sich also nur dadurch aus, dafl nicht alle
moglichen Sequenzen von Signalpunkten tatsdchlich auftreten.

12.6 Compact Disc (CD)

Ein interessantes Beispiel zur Kanalcodierung bei der Nachrichtenspeicherung
bietet die digitale Audiotechnik der 1982 auf dem Markt eingefithrten Com-
pact Disc (CD). Die storungsfreie hohe Qualitéit der CD basiert ganz wesentlich
auf zwei verketteten Reed-Solomon Codes sowie auf Mafinahmen zur Fehler-
verschleierung. Damit wurden erstmals hochentwickelte Codes im Bereich der
privat genutzten Elektronik eingesetzt, und zwar derart, dafl eine kostengiinsti-
ge Massenfertigung sowohl der Abspielgeriite wie auch der CD’s ermoglicht wird.
Der Auslesen der Daten von der CD erfolgt iiber einen optischen Kanal, was ein
ganz anderes Modulationsverfahren als bei den bisher behandelten Kanélen und
Anwendungen erfordert.

Die digitale Information ist auf der CD in Form von Vertiefungen enthal-
ten, die in den Kunststofftriager eingeprefit sind. Die Abfolge der Vertiefungen
(“Pits”) und Nicht-Vertiefungen (“Lands”) ist auf einer spiralférmigen Spur von
etwa 5 km Lénge angeordnet. Die Lénge eines Pits bzw. Lands betridgt etwa 1
bis 3 pum, die Breite einer Spur etwa 0,6 pm und der seitliche Abstand zwischen
zwei Spuren etwa 1 pm. Die gesamte Fldche ist mit Aluminium iiberzogen, um
den Laserstrahl beim Auslesen zu reflektieren. Die Abtastgeschwindigkeit liegt
bei etwa 1,2 m/s. Ein Spurfolgesystem gewihrleistet auch bei Hohenschlag und
Exzentrizitdt der Platte eine genaue Fokussierung des Lasers durch den durch-
sichtigen Kunststofftrager hinweg auf die Oberfliche und auf die Spur. Bei ei-
nem Pit wird der Laserstrahl gestreut und ansonsten vollstandig reflektiert. Der
gestreute bzw. reflektierte Laserstrahl wird in einem Photodetektor ausgewer-
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tet. Fine ausfiihrliche Beschreibung des CD-Standards bietet der Beitrag von
K.A.S.Immink in [76] sowie [41] mit den Schwerpunkten Mechanik und Spurfol-
gesystem.

Die Datenrate der Kanalbits auf der CD betrigt etwa 4,3 MBit/s, so dafl
bei einer Spielzeit von maximal 74 Minuten die CD rund 19 Milliarden Bits
speichert. Ein Kanalbit entspricht etwa einer Spurlédnge von 0,3 ym. Durch Ver-
schmutzungen oder Kratzer auf der Oberfliche der CD gehen schlagartig Hun-
derte oder Tausende von Kanalbits verloren. Neben diesen Biindelfehlern kénnen
auch Einzelfehler durch Materialdefekte wie beispielsweise mikroskopische Ver-
unreinigungen oder Luftblasen verursacht werden, die bei einer kostengiinstigen
Massenproduktion von CD’s unvermeidlich sind. Das Codierungsverfahren mufl
folglich auf extrem lange Biindelfehler sowie auf Einzelfehler ausgelegt werden
und gleichzeitig eine aufwandsgiinstige Realisierung erlauben. Ein RS-Code zur
Korrektur von 1000 Fehlern ist also indiskutabel.

Fiir die Abspeicherung auf der CD wird das Musiksignal in beiden Stereo-
kanélen mit jeweils 44,1 kHz abgetastet, so dal nach dem Shannon’schen Ab-
tasttheorem eine Rekonstruktion des analogen Signals bis etwa 20 kHz mdoglich
ist. Die Abtastwerte werden mit einem 16-Bit Analog/Digital-Wandler digitali-
siert, was eine Infobitrate von 1,4112 MBit/s ergibt. Jeweils 6 Abtastwerte aus
beiden Stereokanélen bilden ein Infowort von 12-16 = 192 = 24 - 8 Infobits bzw.
ein Wort der Linge 24 mit 8-Bit Symbolen.
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Bild 12.6. CIRC-Encoder

Zur Kanalcodierung wird ein sogenanntes CIRC-Verfahren (Cross-Inter-
leaved Reed-Solomon Code) mit dem in Bild 12.6 dargestellten Encoder ver-
wendet. Aus einem (255, 251)956-RS-Code entstehen durch Verkiirzung ein aulen
verwendeter (28, 24)956-RS-Code Cy sowie ein innen verwendeter (32, 28)s56-RS-
Code C;. Nach Satz 7.12 weisen beide Codes die Minimaldistanz d,,;, = 5 auf.
Da beide Codes jeweils 8-Bit Symbole verarbeiten, gehorcht die Codeverkettung
bei der CD nicht dem Prinzip aus Bild 11.14. Zwischen den beiden Encodern
ist ein Faltungs-Interleaver vorgesehen, der exakt dem Prinzip aus Bild 11.2 mit
N =28 und J = 4 (also M = 112) entspricht und ebenfalls auf 8-Bit Symbole
ausgelegt ist. Im Interleaver werden also 1512 Symbole bzw. 12096 Bits zwi-
schengespeichert. Der duflere Encoder iiberfiithrt das Infowort der Lénge 24 in
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ein Wort der Lange 28, so daf das i-te Symbol dieses Wortes immer exakt in die
i-te Zeile des Interleaver-Speicher eingeschoben wird. Im inneren Encoder entste-
hen aus den interleavten Wortern der Lange 28 die Codeworter der Lange 32, die
folglich aus je 256 Codebits bestehen. Die Coderate betragt 24/28 - 28/32 = 3/4
und somit ergibt sich eine Codebitrate von 1,8816 MBit/s.

Ein Codewort von 256 = 32 -8 Codebits wird nun in einen Rahmen von 588
sogenannten Kanalbits umgesetzt, so dafl eine Kanalbitrate von 4,3218 MBit/s
resultiert. Dazu wird das Codewort zunéchst mit einem nicht CIRC-encodierten
Symbol erginzt, das als Subcode bezeichnet wird und Display-Informationen wie
Zeit und Titelnummer enthélt. Die einzelnen Codebits konnen nicht direkt in
Pits/Lands umgesetzt werden, da dann wihrend einer Pause im Musiksignal die
Synchronisation verloren gehen wiirde. Deshalb wird ein sogenannter run-length
limited code verwendet, der die Anzahl aufeinanderfolgender Bits mit gleichem
Wert nach oben und unten begrenzt. In einem soganannten FEFM-Verfahren
(Eight-to-Fourteen Modulation) wird ein 8-Bit Symbol in 14 Kanalbits derart
umgesetzt, dafl zwischen 2 Einsen mindestens 2 und hochstens 10 Nullen auftre-
ten. Dafiir gibt es 267 Moglichkeiten, von denen aber nur 256 benétigt werden.
Zwischen zwei 14er Gruppen von Kanalbits werden 3 Koppelbits eingefiigt, so
dal auch im Strom der Kanalbits zwei Einsen immer durch 2 bis 10 Nullen ge-
trennt sind. Jede Eins fiihrt zu einem Wechsel zwischen Pit und Land, wie es
Bild 12.7 an einem Beispiel zeigt. Die 33 EFM-codierten Symbole werden noch
mit einem nicht EFM-codierten Synchronisationswort von 24 Kanalbits erginzt,
so daf der gesamte Rahmen also aus (24+43)+(3241)- (144 3) = 588 Kanalbits
besteht.
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Bild 12.7. Beispiel einer Pit/Land-Folge bei EFM

Im Gegensatz zur Encodierung auf der CD ist die Decodierung im Abspiel-
gerat nicht standardisiert, so dafi ein Hersteller ein hauseigenes Decodierver-
fahren verwenden diirfte. In aller Regel erfolgt jedoch die Decodierung in der
nachfolgend beschriebenen Weise.

Der innere Code C; wird nur zur Korrektur eines Einzelfehlers benutzt, ob-
wohl wegen d,;, = 5 auch 2 Einzelfehler korrigierbar wiaren. Wenn C; mehr als
einen Einzelfehler feststellt, werden alle 28 Symbole im C;-Infowort als Ausfille
erklart. Der dulere Code Cy wird nur zur Korrektur von maximal 4 Ausfallen
verwendet. Damit werden in beiden Stufen sehr aufwandsgiinstige Decodierver-
fahren ermoglicht.

Mit dieser Decodierung sind Biindelfehler bis zur Linge von 512 Codesym-
bolen korrigierbar, was 16 komplett falschen C;-Codewortern bzw. 4096 falschen
Codebits bzw. 9408 falschen Kanalbits bzw. 2,5 mm Spurldnge entspricht. In C;
werden alle 16 Codeworter mit jeweils 28 Ausfillen klassifiziert. Im Faltungs-
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Deinterleaver stehen dann in jeder Zeile maximal 16 Ausfille, die nach dem
Auslesen auf etwa 112 Cy-Codewdrter mit jeweils maximal 4 Ausféllen verteilt
werden. Das gleiche Resultat folgt auch aus der Uberlegung am Ende von Ab-
schnitt 11.1: Ein Biindelausfall (statt Biindelfehler) der Lénge b = 16 - 28 = 448
fithrt zu b/M = 448/112 = 4 Ausfiillen (statt Fehlern) pro Co-Codewort. Durch
Cy werden diese Ausfille sicher korrigiert.

Wenn der innere Code t Fehler korrigiert, werden Fehlermuster mit einem
Gewicht grofer als ¢ erkannt, sofern das Fehlermuster nicht in einer Kugel vom
Radius ¢ um ein Codewort liegt. Zur Vereinfachung wird angenommen, dafl
die Fehlermuster gleichméfig verteilt sind. Dann betrégt die Wahrscheinlichkeit
eines unerkannten Fehlermusters maximal

U Ki(a)

e 2-1071 t=0
R = g <)(q_1)’“z 2-107¢ t=1
9 r—o \' 8-107% t=2

bei n = 32,k = 28, q = 256. Die Wahl ¢ = 1 erscheint als angemessen, denn bei
t = 0 wiirde die C;-Decodierung zwar zur reinen Fehlererkennung vereinfacht,
aber bei haufigen Einzelfehlern kénnte die Korrekturfiahigkeit von C, iiberschrit-
ten werden. Bei t = 2 wiirde dagegen die Fehlererkennungsfihigkeit von C; zu
gering ausfallen.

Die 6 Abtastwerte aus den beiden Stereokanélen werden innerhalb eines Rah-
mens in besonderer Weise angeordnet, um Mafinahmen zur Fehlerverschleierung
zu ermoglichen. Bei Uberschreitung der Co-Korrekturfihigkeit wird zwischen
benachbarten Abtastwerten interpoliert. Damit kann die Lénge eines interpo-
lierbaren Biindelfehlers auf rund 12000 Codebits bzw. auf 7,5 mm Spurldnge
verdreifacht werden.

Wenn statistisch unabhéngige Einzelfehler angenommen werden, gelten fol-
gende Spezifikationen nach dem Beitrag von K.A.S.Immink aus [76]: Bei einer
Fehlerrate von 1072 sind 1000 Abtastwerte pro Minute zu interpolieren, bei einer
Fehlerrate von 10~* nur noch 1 Abtastwert alle 10 Stunden. Unentdeckte Fehler,
die sich durch Klickgerdusche unangenehm bemerkbar machen, treten selbst bei
einer Fehlerrate von 1072 nur einmal in 750 Stunden auf.

Die bei CD-Abspielgeriiten oft hervorgehobene Uberabtastrate (Oversamp-
ling) hat mit der Abspeicherung, dem Auslesen und der Decodierung nichts
zu tun. Beim Uberabtasten werden zu den im Takt von 44,1 kHz decodierten
Abtastwerten lediglich digitale Zwischenwerte durch Interpolation berechnet, so
daB das analoge Tiefpafifilter nach dem Digital /Analog-Wandler sowie der D/A-
Wandler selbst einfacher realisiert werden kénnen [41].

Das CIRC- und das EFM-Verfahren finden im Bereich der digitalen Au-
diotechnik breite Anwendung. Bei der 1993 eingefiithrten Mini Disc (MD) wird
CIRC und EFM wie bei der CD angewendet. Auch die Abtastrate betréigt 44,1
kHz wie bei der CD, aber durch Quellencodierung nach dem ATRAC-Standard
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(Adaptive Transform Acoustic Coding) wird das Signal auf 175 kBit/s kom-
primiert. Der MD-Standard erlaubt neben der Wiedergabe von vorbespielten
optischen Platten auch die Bespielung von magneto-optischen Platten. Da die
Synchronisation der CD und der MD gegen mechanische Sté8e empfindlich ist,
sieht die MD ein sogenanntes Shock-Proof-Memory vor, d.h. vor der Wiedergabe
wird das ausgelesene Signal fiir 3 Sekunden zwischengespeichert. Wenn nun der
néchste Abschnitt durch Vibrationen falsch ausgelesen und decodiert wird, kann
mit erhohter Auslesegeschwindigkeit ein zweiter Versuch gemacht werden, ohne
daf} sich das im Ausgangssignal bemerkbar macht. Die Codierung wirkt hier mit
modernen Verfahren der Signalverarbeitung, der Speicher- und der Zugriffstech-
nik zusammen.

Auch bei der 1993 eingefiihrten Digital Compact Cassette (DCC) wird die
CIRC-Codierung eingesetzt. Durch Quellencodierung nach dem PASC-Standard
(Precision Adaptive Subband Coding) wird das Signal auf 384 kBit/s kompri-
miert.

Schliefllich werden die beiden Reed-Solomon Codes des CIRC-Verfahrens
auch beim Digital Audio Tape (DAT) eingesetzt, lediglich das Interleaving-
Verfahren ist an das besondere Aufzeichnungsformat in Schrégspurtechnik an-
gepaBt [41].
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A.1 Elementare Analysis

Fiir die Logarithmen zu verschiedenen Basen gilt:

logy,a  Ina

1 = = —. A1l
e @ log,a Ina ( )
Fiir die Differentiation (nach o) gilt:
(@) =a"-1Ina (Ina) = 1 (log, )" = ! (A.1.2)
’ a ¢ alna’ o

Es seien f und g stetig differenzierbare Funktionen. Wenn dann die beiden
Grenzwerte lim f(a) und lim g(«) entweder beide Null oder beide unendlich
a—ag

a—ag

sind, so gilt die [’Hospital’sche Regel:

f@) o f)
ah_}rgo o) al—>a0 7o) (A.1.3)

Fiir eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f gilt die Taylor-
Entwicklung

f(’")(oéo)ar n f("+1)(041)an+1

i CES (A.1.4)

flag+a) = Z

mit oy zwischen ap und o. Mit f) wird die r-te Ableitung bezeichnet. Fiir
a — 0 verschwindet der Restterm, so dafl in einer Umgebung von o die Funk-
tion f durch ein Polynom n-ten Grades approximiert wird. Insbesondere gelten
folgende Taylor-Approximationen mit Polynomen ersten Grades fiir kleines a:

Q@
1 1 N — Al
0gy(1 + ) 2 ( 5)
«
1 2 ~1 Al
0g5(2 + @) + o1 2 ( 6)
e“~1l+a (A.1.7)
(A.1.8)
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Fiir die Binomialkoeffizienten gilt

A.2 Binomialkoeffizienten und Entropiefunktion
ny n! B n
r)  rln—7r) \n-—r

n n
— =1 A21
sowie die binomische Formel

i (:’) a’b"" =(a+0)" no (:f) = 2" (A.2.2)

r=0
Die bindre Entropiefunktion ist definiert als
Hy(A) = —=Alogy A — (1 — A) logy(1 — ) (A.2.3)
= —log, (AM(1—=N)'").

A H,(1
1ol 2(0)

0.51

0 ' ' ' ' 05 ' ' ' 1.0
Bild A.1. Binire Entropiefunktion
Eine Darstellung der bindren Entropiefunktion zeigt Bild A.1. Es gilt die

Symmetrie Ho(1 — \) = Hy(\) sowie Ho(0) = Hy(1) = 0 und H2(0,5) = 1.
Ferner gilt

H'(0) = lim () = lim n- Hy (%) = 400 (A.2.4)

A—0 A n—oo

sowie die Taylor-Approximation durch ein Polynom zweiten Grades in der Um-
gebung von 0,5:

1 2
Hy | = ~ 11— — )\ A2.
2(2+)\) 1n2)\ ( 5)
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Satz A.1. Fir 0 < X\ < 1/2 gilt fir die Teilsumme der Binomialkoeffizienten
folgende Abschdtzung mit der bindren Entropiefunktion:

i (:) < gnHa) (A*(1 - A)H> - (A.2.6)
r=0
Dabes lauft die Summe tiber alle r mit 0 < r < An. Ferner gilt asymptotisch:
1 M 1 n
lim ~log, ; (r) = Hy()) = lim —log, (LMJ)' (A.2.7)

Beweis: Nach der binomischen Formel gilt:

=0y = Y <Z))\’"(1—)\)"—’“

S (oo - 00 ()

>(1—)\)”§:n LM il L<1 nd r<A\
- r) \1=\ we gy s oma rean

n an
n n—An n —n n
Sy (1) < ey (1)
r=0 r=0

Damit ist (A.2.6) nachgewiesen. Zur einfachen Beschreibung asymptotischen
Verhaltens wird die Gréfe o(f(n)) verwendet (lies: klein o von f(n)), fiir die

o(f(n))/f(n) — 0 bei n — oo vereinbart wird. Insbesondere gilt o(n)/n = o(1).

Wegen log, | A\n| — log,(An) = log, % — 0 bei n — oo folgt

log, | An] = logy(An) + o(1).

Nach der Stirling’schen Formel [62] gilt

12n  360m3 '

1 1
n! =n"e "V 2mnexp ( + ) (A.2.8)

und somit
Inn! =nlnn —n+ o(n).

Nach Definition der Binomialkoeffizienten gilt dann

In (Z) - [mnn —n+ o(n)] - [rlnr —r+ o(r)]

- [(n—r)ln(n—r)—(n—r)—l—o(n—r)}

=nlnn—rinr— (n—7r)In(n —r) + o(n).
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Dies gilt auch fiir Logarithmen zur Basis 2 und somit folgt fiir r = An:

1 n

o1 ()
L)\:J log, | An] — <1 — L);L_TLJ) logy(n — [An]) + @

= logy n — Aogy(An) — (1 — X)logy((1 — N)n) + o(1)

= —Alogy A — (1 — X)logy(1 — N\) + o(1)

= Hy(\) + o(1).

Damit folgt die rechte Gleichheit in (A.2.7) und aus

(L;/’LJ) = i(ﬁ) < gnHa()

folgt auch die linke Gleichheit in (A.2.7). [

Die Abschéatzung aus Satz A.1 wird in Abschnitt 2.7 beim Beweis des Kanal-
codierungstheorems und der Grenzwert wird in Abschnitt 3.4 bei der Herleitung
der asymptotischen Schranken angewendet.

Satz A.1 liefert fiir A = 1/2 (bei geradem n) nur die triviale Abschitzung
(n"/Z) <2m=3" (:f) Mit der Stirling’schen Approximation n! & n"e™"v/2mn
ergibt sich mit elementarer Rechnung die sehr genaue Niherung (als Spezialfall
des DeMoivre-Laplace-Theorems [52])

<n7;2) ~ %% (A.2.9)

A.3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

= log,n —

Mit P(A|B) = P(AB)/P(B) wird die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses A unter dem Ereignis B bezeichnet. Zwei Ereignisse A, B sind statistisch
unabhdingig, wenn P(AB) = P(A)P(B) bzw. P(A|B) = P(A) gilt. Fiir eine
vollsténdige Ereignisdisjunktion A; mit A;A; = 0 fiir i # j und P(Y, A;) = 1
gilt der Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit

P(B) =) P(BJA)P(A) (A.3.1)

sowie der Satz von Bayes

_ P(AB) _ P(BJA) P(A)
P(Ai|B) = PB) S PBIA)PA) (A.3.2)

Fiir beliebige Ereignisse A; gilt:

P <UA¢> < ) P(A). (A.3.3)
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Bei disjunkten bzw. unabhéngigen FEreignissen gilt hier sogar Gleichheit, was
der Additivitat der Wahrscheinlichkeit entspricht.

Die wertdiskrete Zufallsgrofle £ nehme die ¢ Werte & mit der Wahrschein-
lichkeit p; = P(z = ¢;) an. Dann ist p = E(x) = ), &pi der Erwartungswert
und 0% = D?(z) = (& — p)*p; die Varianz.

Die im folgenden Satz gegebene Abschéatzung der linearen Abweichung durch
die quadratische Abweichung wird in Abschnitt 2.7 beim Beweis des Kanalco-
dierungstheorems verwendet:

Satz A.2 (Tschebyscheff’sche Ungleichung). Die Zufallsgrifie x sei dis-
kret oder kontinuierlich mit Erwartungswert u = E(x) und Varianz D*(x). Dann
gilt fiir jedes 6 > 0 die Abschdtzung

D(x)

P(lz —pl>46) < 5

(A.3.4)

Beweis fiir den diskreten Fall:

D)= (&—w’p = Y (&—n’p
i 6i—nl>0
> S 6% = 6% P(le —pl > 0).
&i—l>
Der wertkontinuierliche Fall wird entsprechend bewiesen. |

Die wertdiskrete Zufallsgrofle x besitzt eine Binomialverteilung zum Para-
meter € (sei 0 < e < 1), wenn

Plx=r) = (7:)6’"(1 —e" " r=0,1,...,n (A.3.5)
gilt. Dabei ist P(z = r) die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Ereignis mit der Wahr-
scheinlichkeit € bei n unabhéngigen Realisierungen genau r mal auftritt. Es gilt
E(x) = ne und D?*(z) = ne(1 — €). Ein Beispiel fiir die Binomialverteilung wird
durch die Anzahl der Fehler in einem Empfangswort bei Ubertragung iiber den
BSC gegeben (siche (1.3.9)).

Als Ma8B fiir den Informationsgehalt einer wertdiskreten Zufallsgréfie mit ¢
moglichen Werten wird die Entropie (Unbestimmtheit)

H(z) = - sz’ log, pi (A.3.6)

mit der Einheit Bit definiert. Dabei wird 0 - log, 0 = 0 vereinbart, was mit
lim, ¢ alog, @ = 0 zusammenpaflt. Da die Entropie nur von den p; abhéngig ist,
kann man auch von der Entropie der Verteilung sprechen und dafiir die Notation
H(ps,...,pq) verwenden. Fiir die Entropie gilt allgemein 0 < H(x) < log, q. Der
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Minimalwert wird angenommen, wenn ein Wert &; mit Wahrscheinlichkeit 1 und
die anderen ¢ — 1 Werte mit Wahrscheinlichkeit 0 auftreten. Der Maximalwert
wird angenommen, wenn alle Werte & mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/q
auftreten.

Fiir eine binédre Zufallsgrofle x, bei der die zwei Werte mit den Wahrschein-
lichkeiten A\ und 1 — X\ auftreten, ergibt sich die Entropie aus der binéren Entro-
piefunktion: H(x) = Ha(A).

Es wird jetzt ein Wort & der Lénge k betrachtet, wobei die Komponenten
x1,...,xp weiterhin jeweils ¢ mogliche Werte annehmen kénnen. Also kann x
maximal ¢* mogliche Werte annehmen und somit gilt fiir die Entropie des Wortes
H(z) < log,(¢*) = k-log, q. Wenn die Komponenten statistisch unabhiingig und
identisch verteilt sind, gilt H(z) =k - H(x).

Die wertkontinuierliche Zufallsgrofle x besitzt eine Normalverteilung oder
Gauflverteilung mit dem Erwartungswert p und der Varianz o2, wenn die Ver-
teilungsdichtefunktion die Form

1 (E=p)?
f@—ﬁ%fw< %2) (A3.7)

hat. Dafiir wird auch die Schreibweise x ~ N(u, %) verwendet. Es gilt

[ #epie = 1 (A.3.8)
B(w) = [ 7y = u (4.3.9)

E(?) = / EF(E)dE = o + 1. (A.3.10)

Fiir die Wahrscheinlichkeit, daf§ * Werte zwischen &; und & annimmt, gilt

P(§1<x<f2)=P(§l;'u<x_'u<§2_'u>

o o

ZQ(&;M)—Q(&;”). (A.3.11)

Die normierte Zufallsgrofie (x — p)/o ist ebenfalls normalverteilt mit dem Er-
wartungswert 0 und der Varianz 1, d.h. (x — p)/o ~ N(0,1), und es gilt

o) - (5 0) - r/ i = dore () (a2

Dabei ist Q(a) die komplementire Gaufische Fehlerfunktion, deren Verlauf in
Bild A.2 dargestellt ist.
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Bild A.2. Komplementire Gauflsche Fehlerfunktion Q(«)

Fiir die komplementére Gauflsche Fehlerfunktion werden einige wichtige Ei-
genschaften notiert:

1

Q(—o0) =1, Q(0) = 3 Q(+00) =0, (A.3.13)
Qa) + Q(—a) =1, (A.3.14)
Q(a) < 6_;2/2 fiir a > 0, (A.3.15)
Q(Va+p3) <QWa)-eP? fira,>0. (A.3.16)
Fiir grofle Werte « existiert eine extrem genaue Naherung [73, 79]:
1Y) e /2 e’/
(1 — ?) — < Qo) < " fir a > 0. (A.3.17)

Die Schranken aus (A.3.15) und (A.3.17) werden in Bild A.3 veranschaulicht.
Mit o = /2E./Ny — oo ergibt sich das Resultat

Q < 2]51;) _ e_EC/NO(lJ’_O(l))? (A318)
0
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Bild A.3. Schranken fiir Q(«)

das die Grundlage fiir die Herleitung des asymptotischen Codierungsgewinns in
Abschnitt 1.7 bildet. In der Umgebung von 0 gilt folgende Taylor-Approximation
mit einem Polynom ersten Grades:

S (A.3.19)

A.4 Algebra (Gruppen, Ringe, Kérper)

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen Strukturen Aquivalenzklasse, Rest-
klasse, Gruppe, Nebenklasse, Ring, Ideal und Kérper eingefiihrt. Die fiir die Co-
dierungstheorie erforderliche Spezialisierung auf endliche Kérper erfolgt in Ab-
schnitt A.8 sowie in Kapitel 6. Eine einfache und zugleich umfassendere Darstel-
lung der algebraischen Grundbegriffe findet sich beispielsweise in [7, 11, 35, 81].
Ausfiihrliche Einfiihrungen in die Theorie der Galoisfelder bieten [42, 48].

Definition A.1 (Aquivalenzrelation). Eine auf einer Menge M definierte
Relation ~ heiffit Aquivalenzrelation, wenn gilt:
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Beispiel A.6. (1) Sowohl die rationalen Zahlen Q wie die reellen Zahlen R wie
auch die komplexen Zahlen C bilden jeweils einen Korper.

(2) Die Menge aller quadratischen (n,n)-dim. nicht-singuléren Matrizen mit
Koeffizienten aus einem Korper bildet keinen Korper, da sie additiv nicht abge-
schlossen ist bzw. das Nullelement nicht enthélt.

(3) Z,, ist genau dann ein Korper, wenn p eine Primzahl ist (das wurde schon
in Beispiel A.2(3) gezeigt). |

Alle endlichen Korper gleicher Méchtigkeit sind isomorph zueinander, d.h.
man kann von dem endlichen Kérper der Méchtigkeit ¢ bzw. von dem Galoisfeld
[, sprechen. Wenn ¢ = p eine Primzahl ist, so folgt also

F, = Z,. (A.4.17)

Insbesondere gilt also 1 + 1+ ---+ 1 = 0 fiir die p-fache Addition in [E, bzw.
141=0und —1=1in .

Nicht bewiesen wird hier, da3 Galoisfelder nur fiir ¢ = p™ existieren, wobei
p eine Primzahl und m eine natiirliche Zahl ist. Um so wichtiger fiir die Codie-
rungstheorie ist aber die Konstruktion von E,~ aus F,, die in Abschnitt A.8 und
detailliert in Kapitel 6 erfolgt.

In einem endlichen oder unendlichen Kérper K sind {0} und K die einzigen
Ideale. Denn wenn Z ein Ideal mit 0 # a € Z ist, so gilt mit r = a7! € K
natiirlich 1 = ar € 7 und somit r = 1-r € Z fiir alle » € K. Diese beiden Ideale
sind wegen {0} = (0) und K = (1) zugleich Hauptideale. Ein Korper ist also ein
Hauptidealring.

A.5 Lineare Algebra und Vektorridume

Definition A.7 (Vektorraum). Ein Vektorraum oder linearer Raum V' dber
einem Korper K ist eine Menge von Vektoren, fiir die eine Addition und eine
Skalarmultiplikation erkldart sind. Fir a,b,c € V und a € K sollen a + b € V
und - a € 'V erfillt sein sowie folgende Gesetze gelten:

(1) a+b=b+a

(2) (a+b)+c=a+(b+c)

(3) a+0=a mit 0=(0,...,0)

(4) a+(—a)=0 mit —(ag,...,an-1)=(—0ag,...,—An_1)

(5) a(a+b)=aa+ab

(6) (a+pB)a=aa+ fa

(7)  (aB)a =a(fa)

(8) la=a.

Insbesondere ist V' beziiglich der Vektoraddition eine kommutative Gruppe. Das
Zeichen + steht sowohl fiir die Addition von Skalaren in K wie fir die Addition
von Vektoren in V. Entsprechend steht - sowohl fiir die Multiplikation von Ska-
laren wie fir die Multiplikation von Skalaren mit Vektoren. Eine Multiplikation
von Vektoren wird nicht erkldrt.
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Es seien ay, ..., a; beliebige Vektoren mit Koeffizienten aus K. Der hiervon
erzeugte oder aufgespannte Vektorraum V ist als der kleinste Vektorraum iiber
K definiert, der diese [ Vektoren enthélt. Er besteht offensichtlich genau aus den
Linearkombinationen der erzeugenden Vektoren:

1
V= {Zaiai
i=1

Die Vektoren aq,...,a aus einem beliebigen Vektorraum heiflen linear un-
abhdngig, wenn gilt:

Qat, ..., q EK}. (A.5.1)

!
Z%‘%ZO = o;=...=q =0. (A.5.2)

i=1

Wenn es umgekehrt eine Kombination von Skalaren gibt, die nicht alle Null sind,
so dal die Linearkombination den Nullvektor ergibt, dann sind die aq,..., a;
linear abhdingig. Wenn speziell b eine Linearkombination der a; ist, dann ist b
von den a; linear abhéngig bzw. b und die a; sind zusammen linear abhéngig.

Die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren heifit Dimension des
Vektorraums und wird als Dim (V') geschrieben. Jede Auswahl von Dim(V) linear
unabhéangigen Vektoren bildet eine Basis fiir den Vektorraum. Die Machtigkeit
jeder Basis betréigt also Dim(V).

Eine dquivalente Kennzeichnung einer Basis ist, daf} sie aus linear unabhéngi-
gen Vektoren besteht, die den gesamten Vektorraum aufspannen. Eine weitere
dquivalente Kennzeichnung ist, dafl jeder Vektor aus dem Vektorraum auf genau
eine Weise als Linearkombination der Vektoren aus der Basis dargestellt werden
kann.

Beispiel A.7. (1) Zu jedem Korper K und jeder natiirlichen Zahl n gehort ein
Vektorraum K", der aus allen Vektoren der Linge n mit Koeffizienten aus K
besteht. Dabei werden die Verkniipfungen komponentenweise erklért:

a+b:(aoa"'7an—l)+(bOa"'7bn—l) = (a0+bO>---a&n—1+bn—1)

a-a=a-(ag,...,a,_1) = (aag,...,aa, 1).

Klar ist Dim(K") = n und die kanonische Basis fiir K" wird von den n FEin-
heitsvektoren

(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1) (A5.3)

gebildet. Durch (1,0,0,...,0), (1,1,0,...,0), ..., (1,1,1,...,1) wird ein
Beispiel einer weiteren Basis gegeben.

(2) R™ ist ein Vektorraum iiber R, aber nicht iiber C; C" ist Vektorraum
sowohl iiber R wie iiber C.

(3) Die Menge aller (k,n)-dim. Matrizen mit Koeffizienten aus K ist ein
Vektorraum iiber K, wobei die Matrixmultiplikation allerdings iiberhaupt nicht
eingeht. ]
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Es sei V' ein Vektorraum iiber K und U C V. Dann ist U ebenfalls ein
Vektorraum iiber K genau dann, wenn fiir alle a,b € U und a € K stets
a+becUund aa € U gilt.

Beweis: U ist nach diesen Forderungen abgeschlossen und alle in V' giiltigen
Regeln sind erst recht in der Teilmenge U giiltig. Fiir a € U folgt —a = (—1)-a €
U und somit 0 = a+ (—a) € U. Also existieren in U die inversen Elemente und
das neutrale Element. |

In Abschnitt 3.1 wird ein (n, k),-Blockcode C C " als linear dadurch defi-
niert, dafl C ein Untervektorraum von ;" (mit der Dimension k) ist. Eine Basis
wird durch die Zeilen der Generatormatrix gegeben.

A.6 Polynome

Die Menge aller Polynome beliebigen Grades in der Unbestimmten x mit Koef-
fizienten aus einem Ring R wird mit R[z] bezeichnet und bildet einen Ring mit
der iiblichen Addition und Multiplikation von Polynomen.

Entsprechend wird die Menge aller Polynome beliebigen Grades mit Ko-
effizienten aus einem Korper K bzw. einem Galoisfeld F, mit K[z] bzw. F,[z]
bezeichnet. Die Polynome bilden einen Integritétsbereich, aber keinen Korper,
da multiplikative inverse Elemente zu Polynomen als Polynome natiirlich nicht
existieren (siehe jedoch Satz A.9).

K[z] ist ein Vektorraum iiber K mit unendlicher Dimension. Es sei Kz],_1
die Menge aller Polynome vom Grad < n— 1. Dann ist K[z],,_; ein Untervektor-
raum von K[z] mit der Dimension n und der Basis 1, z, 2%, ..., 2" . Bei einem
linearen (n, k),-Blockcode kann C als Untervektorraum von K|z],_; aufgefait
werden, indem die Vektoren der Lange n mit einem Polynom vom Grad < n—1
identifiziert werden.

Ein Polynom, bei dem der héchste Koeffizient ungleich Null den Wert 1 hat,
wird als normiertes Polynom bezeichnet. Allgemein gilt die Gradformel:

Grad (a(x)b(x)) = Grad a(z) + Grad b(z). (A.6.1)

Dabei wird festgelegt: Skalare ungleich Null haben den Grad 0 und die Null hat
den Grad —oo.

Ein Polynom aus Klz] wird als irreduzibel (unzerlegbar) bezeichnet, wenn es
nicht als Produkt von zwei Polynomen aus K|[x] darstellbar ist, die jeweils minde-
stens vom Grad 1 sind. Jedes Polynom vom Grad 1 ist also irreduzibel. Wichtig:
Der Begriff irreduzibel bezieht sich immer auf einen bestimmten Korper.

Beispiel A.8. Das Polynom x? — 2 ist irreduzibel iiber Q, aber wegen der Dar-
stellung 2 — 2 = (z — v/2)(z + v/2) reduzibel iiber R.

Das Polynom z%+1 ist irreduzibel iiber R, aber wegen 22 +1 = (z—j)(z+7)
reduzibel iiber C und wegen 2>+ 1 = 22 + 22+ 1 = (z + 1)? auch reduzibel iiber
dem Galoisfeld . [ |
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Jedes beliebige Polynom f(z) € K[z] kann in ein Produkt
f(x) = fi(z) - fi(z) (A6.2)

von irreduziblen Polynomen f;(z) € K[z] zerlegt werden. Bis auf skalare Fakto-
ren und die Reihenfolge ist diese Zerlegung eindeutig.
Zu einem Polynom g(z) = go + 12 + -+ + Grm12™ ' + gna™ wird das
reziproke Polynom als
9(x) = gm + gmorz + -+ g™ + goa™ = 2" g(z ") (A.6.3)
definiert. Mit g(x) ist auch g(z) irreduzibel. Mit g(a) = 0 bei a # 0 gilt auch
gla™') =0.

Satz A.4 (Divisionstheorem). Zu zwei vorgegebenen Polynomen b(z) und
g(x) # 0 aus K[z| ezistieren eindeutig bestimmte Polynome a(x) und r(z) aus
K[z] mit
b(z) = a(z)g(x) +r(z) mit Grad r(z) < Grad g(x) (A.6.4)
Dividend = Quotient - Divisor + Rest.
Fiir den Rest r(x) bei Division von b(x) durch g(x) wird folgende Schreibweise
verwendet (Restklassenbildung):
r(x) = b(x) modulo g(x) , 7(x) = Ryu)[b(x)]. (A.6.5)
Dabei ist Grad Ry [b(z)] < Grad g(x). Rechnen modulo g(x) bedeutet, daf

g(x) durch Null ersetzt werden kann. Das Polynom a(x) ist normalerweise von
untergeordneter Bedeutung. (Die eckigen Klammern sind nicht zu verwechseln
mit der Bildung der Aquivalenzklassen.)

Beweis: Durch das am nachfolgenden Beispiel demonstrierte Divisionsverfahren
ist die Existenz von «(z) und r(z) klar. Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei

b(r) = au(z)g(x) + 1ri(7) = aa(w)g(z) + ra(z).

Zunichst folgt ro(z) — ri(z) = (ai(z) — az(x))g(z). Da jedoch der Grad von
ro(x) — ri(z) kleiner als der Grad von g(z) ist, folgen aq(z) = aa(z) sowie
ri(x) = ro(z). ]

Beispiel A.9. Divisionsverfahren in F[z] mit b(x) = 27, g(x) = 2® + z + 1:

7 (P+z+l) = 2'+22+r+1 = a)
T+ 2 4+ 2t
¥ 4+ ot
2 4+ 23 4+ 2
2+ 2 4+ 2P
2 4+ 22 4+ =z
2 + x
¥+ oz +
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Also gilt 27 = a(z)(2*+x+1)+1 bzw. 27 +1 = a(z)g(z) sowie Ry ,q1[z7] = 1.
Rechnen modulo 23 +x + 1 bedeutet, dafl 22 +x +1 = 0 bzw. 2% = 2+ 1 gesetzt
werden kann:
o' =2 = (a+ D@+ 1)r = (2 + 22+ 1)z
=2°+2 = (z+1)+2 = 1 modulo g(z).
Damit ergibt sich r(z) schneller als beim Divisionsverfahren — allerdings ohne
das Polynom «(z). |

Satz A.5 (Restklassen-Arithmetik). Fir die Restklassen-Arithmetik gelten
folgende Regeln in K[z|:

Ry@la(z) +b(z)] = Ry)la(z)] + Ry [b()] (A.6.6)
Ryw)[a(a) - b(z)] = Ry | Ryto[al@)] - Ry ()] (A.6.7)
Ry la(z)g(z)] = (A.6.8)
Rywla(x)] = Ry [ wninla(@)]] (A.6.9)
Grad a(r) < Grad g(z) = Rywmla(z)] = a(z) (A.6.10)
Ryn_y[z™] = g™ module n — gRam], (A.6.11)

Beim Rechnen modulo (x" — 1) wird ™ durch 1 ersetzt bzw. die Potenz m durch
m modulo n. Die Potenzrechnung erfolgt dabei in Z unabhdngig von K.

Beweis von (A.6.9): Sei s(z) = Ry(nw)la(z)], d.h. mit einem passenden «o(z)
gilt s(z) = a(x) — a(z)g(x)h(z). Dann folgt:
Ry[s(x)] = Ry la(z) — a(z)g(z)h(z)]
= Rywa(z)] — Rywlg(2) - a(z)h(z)]
= Ry(ola(2)].
Alle anderen Regeln sind offensichtlich. ]

Beispiel A.10. Zur Anwendung von Satz A.5 in K[z] mit g(z) = 2% + = + 1:
Nach Beispiel A.9 ist g(z) ein Teiler von 7 + 1, d.h. es existiert ein h(z) mit
g(x)h(z) = z"+1. Gesucht ist Ry, [2*®]. Direkt wire das eine lingere Rechnung,
die jedoch mit
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erheblich vereinfacht wird. ]

Satz A.6. Fir Polynome aus K[x] gelten folgende Eigenschaften:
(1) Ein Polynom vom Grad m hat héchstens m Nullstellen.

(2) Wenn ein Polynom f(x) eine Nullstelle a hat, so ist x — a ein Teiler von
f(z), d.h. der Linearfaktor x — a wird abgespalten.:

f(z)=(x—a)- fi(x) mit passendem fi(x). (A.6.12)

Im Fall f(z) = (x — a)' fi(z) mit fi(a) # 0 ist a eine I-fache Nullstelle, die
auch l-fach gezihlt wird.

(3) Wenn ein normiertes Polynom f(z) vom Grad m die mazimal m Nullstellen

ai, ..., a, hat, so zerfillt f(x) vollstindig in Linearfaktoren:
fl@) =] - a). (A.6.13)
i=1

Beweis: Zu zeigen ist nur (2), da (1) und (3) daraus unmittelbar folgen. Nach
dem Divisionstheorem existieren zu f(z) und x — a Polynome fi(z) und r(z)
mit

f(z) = filx)(x —a)+r(x) mit Gradr(z) < Grad (z —a) = 1.
Somit muf} r(z) = ry konstant sein. Fiir z = a folgt 0 = f(a) =r(a) =ro. W

Beispiel A.11. Sei K =F:

(1) Ein Linearfaktor z 4+ 1 wird genau dann abgespalten, wenn 1 eine Null-
stelle des Polynoms ist bzw. wenn die Anzahl der Koeffizienten des Polynoms
eine gerade Zahl ist.

(2) Das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 ist 1 + z + z?.

(3) Die einzigen irreduziblen Polynome vom Grad 3 sind 1+ + 23 und das
reziproke Polynom 1 + x? + 3.

(4) Ein Polynom vom Grad 4 oder 5 ist irreduzibel, wenn 1 keine Nullstelle
ist und wenn 1 + 2 + 2% kein Teiler ist, denn als reduzibles Polynom miifite
es einen Linearfaktor abspalten oder einen (irreduziblen!) Teiler vom Grad 2
besitzen. |

A.7 Euklidischer Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus (EA) bildet die Grundlage vieler Eigenschaften
von Galoisfeldern sowie verschiedener Decodierverfahren. Der EA gilt zwar all-
gemein fiir Ringe wie beispielsweise Z, aber er wird hier vorrangig fiir Polynome
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benotigt und zudem lassen sich einige Eigenschaften des EA nur mit Polynomen
formulieren.

Der grofite gemeinsame Teiler (GGT) von zwei Polynomen ist mit der Fest-
legung als normiertes Polynom eindeutig bestimmt. Zur Vorbereitung des EA
wird folgender Satz notiert:

Satz A.7. Fir beliebige Polynome a(x), b(z) und v(x) aus Klz| gilt fir den
gréfiten gemeinsamen Teiler:

GGT(a(x) : b(x)) - GGT(a(x) , b(z) — v(x)a(x))
= GGT(a(x) , Ruwb()]).

Beweis: Zu zeigen ist nur die erste Aussage. Wenn d(z) ein Teiler von a(z) und
b(x) ist, dann ist d(z) auch ein Teiler von a(z) und b(x) — v(z)a(z). Wenn
umgekehrt d(x) ein Teiler von a(x) und b(z) — v(x)a(x) ist, dann ist d(z) auch
ein Teiler von a(x) und v(z)a(z) + (b(z) — v(z)a(x)) = b(x). Insgesamt ist also
die Menge der gemeinsamen Teiler von a(z) und b(x) gleich der Menge der
gemeinsamen Teiler von a(x) und b(x) — v(x)a(x). Folglich ist auch der grofite
gemeinsame Teiler gleich. ]

Satz A.8 (Euklidischer Algorithmus EA). Es seien a(z) und b(x) zwei Po-
lynome mit Koeffizienten aus einem beliebigen Korper K mit der Eigenschaft
Grad a(z) > Grad b(x). Setze

ro(x) =a(zr) so(x)=1 to(x)=0
ra(z) = b(z)  sa(x) =0 t(z) =1 (A71)
Firi:=0,1,...,141 existieren nach dem Divisionstheorem aus Satz A.4 jeweils

Polynome o;(z) und r;(x) aus K[z] mit
ri—o(x) = ai(x)rioi(z) +ri(z) mit Grad ri(z) < Grad r;_1(x), (A.7.2)

d.h. ri(x) = R, ()[ri—2(x)] = ri—2(x) modulo r;_; ().

Wegen der abnehmenden Grade existiert ein | mit ri(x) # 0 und ri11(z) = 0.
Insgesamt ergibt sich folgendes Rekursionsschema:

r_o(x) = ap(x)r_1 () + ro(x)
r_1(z) = ai(z)ro(z) + ri(z)
ro(x) = ag(x)ri(x) + ra(x)
ri-o(z) = ay()ri_i(x) + 7i(z)
r-1(x) = g (z)ri ().
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Ferner werden begleitende Rekursionen firi¢=0,1,...,1+ 1 betrachtet:

si(x) = si_o(x) — ay(x)s;_1(x)
A.7.3
b(x) = ;o) — as(@)ti 1 (). (A7.3)
Diese insgesamt 3 Rekursionen weisen eine Vielzahl von Eigenschaften auf.
Zundchst ergibt sich eine (allerdings nicht eindeutige) Lineardarstellung des
grofiten gemeinsamen Teilers:

GGT(a(x),b(x)) = r(z) = si(x)a(z) +t;(z)b(x), (A.7.4)
a(z) 1\ " b(z) — (1) (r
GaTa) o)~ V@ GaTemoaEy Y sn):
(A.7.5)
Im einzelnen qilt firt=—-2,—1,...,1+1:
si(x)a(z) + t;(z)b(x) = ri(x) (A.7.6)
sowie firi= —1,0,...,1+1:
si(@)ri-1(z) = sima(z)ri(@) = (=1)'b(z (A.7.7)
ti(@)rio1(2) — tioa (2)ri(z) = (1) a(2) (A.7.8)
si(@)tia () = si(2)ti(x) = (=1) (A.7.9)
GGT(s;(z),t;(z)) = 1. (A.7.10)
Ferner gelten folgende Grad-Figenschaften firi=0,1,...,1+1:
Grad o;(z) = Grad r;_o(z) — Grad ;1 () (1 <) (A.7.11)
= Grad s;(z) — Grad s;—1(z) (i >1) (A.7.12)
= Grad t;(z) — Grad t;_(z) (A.7.13)
Grad r;(z) = Grad a(z i Grad oj(x (A.7.14)
Grad s;(x Z Grad oj(z) = Grad b(z) — Grad r;_;(z) (A.7.15)
Grad t;( Z Grad a;(z) = Grad a(z) — Grad r;_(z). (A.7.16)

Beweis: Die Existenz von [ ist klar. Es gilt dann:
ri(x) = GGT(r(z), a1 (x)r(z))
= GGT(ri(z),r-1(x))
= GGT(r(z) — ay(x)ri—1(x),m-1(x)) nach Satz A.7
= GGT(r—2(x),r—1(2))

= GGT(r_1(z),r_o(z)) = GGT(a(z),b(x)).
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Die nicht eindeutige Lineardarstellung macht ein Beispiel in den ganzen Zahlen
klar: GGT(2,3) =1 =2-2—-1-3 = —1-2+1-3. Es wird jetzt (A.7.6)
nachgewiesen, woraus dann auch (A.7.4) vollstandig folgt. (A.7.6) ist fiir i = —2
und ¢ = —1 erfullt. Induktionsschlufl von ¢ — 2 und ¢ — 1 auf ¢ fir ¢ > 0:

si(x)a(x) + ti(z)b(z)
= (si—2(2) — ai(@)si—1(2))al@) + (ti—2(z) — u(2)ti1(2))b(x)
= (si—2(z)a(z) + ti—a(2)b(2)) — () (si-1(2)a(z) + ti—1(2)b(x))
= ri—2(x) — a(2)ri-1 ()

=r;(z) mnach (A.7.2).
(A.7.7) ist fiir i = —1 erfillt. Induktionsschlufl von i — 1 auf ¢ fiir ¢ > 0:

nach Induktionsvoraussetzung

si(@x)rii(x) — si—(x)ri(x)

= (si-2(2) — i(@)si-1(2))ri—1(z) = si-1(x) (ri—2(2) — ai(z)ri-1(2))

= sio(x)ric1(v) — sim1(2)ria(z)

=—(=1)"""b(z) = (=1)'b(x).
(A.7.8) und (A.7.9) ergeben sich in gleicher Weise. Zum Nachweis von (A.7.10)
sei d(z) = GGT(s;(x),t;(z)). Also ist d(x) ein Teiler von s;(x) und ¢;(z) und
somit auch von s;(z)t;_1(z) — s;_1(z)t;(z) = (—1)". Somit folgt d(z) = 1.
Aus (A.7.7) und (A.7.8) folgt fur ¢ = [ + 1 mit rpq(z) = 0 und r(zx) =
GGT(a(z),b(x)) direkt (A.7.5).

Die Gradformel (A.7.11) folgt direkt aus (A.7.2). Aus (A.7.3) folgt so(z) =1
und damit ist Grad s;_;(z) < Grad s;(z) fiir ¢ = 0 bewiesen. Fiir ¢ > 1 folgt diese
Relation per Induktionsschluff und somit folgt direkt (A.7.12). Entsprechend
ergibt sich (A.7.13). Die Summation iiber Grad o;(z) in (A.7.11) bis (A.7.13)
ergibt direkt (A.7.14) bis (A.7.16). |

Der EA kann auch kompakt mit Polynom-Matrizen formuliert werden. Mit

Qi:(_aiu) (1)) B":(Z((;)) ng;) r = (rie) riaa(a)

gelten die Rekursionen

T; = ri—l'Qi = T—l'QO"'Qi
B; Bi1-Q = B, -Q Q. (A.7.17)

Beispiel A.12. EA in B[z] mit a(z) =2+ 23+ 1, b(z) =2 + 22 + 2 + 1

i ri(z) a;(x) si(x) ti(z)
—2 423+ 1 1 0
-1 | 2*+22+z+1 0 1

0 B+t +x 1 1 1

1 2 +1 r+1 r+1 T
=2 1 rz+1 2 2 +r+1
3 0 41|+ +e+1 |2+ 2241
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Es gilt also fiir dieses Beispiel:

GGT(a(z),b(z)) =1 = (2°) (@' + 2’ + D+ (@* +a+1) (0" +a* +a +1).
v Vo ~ Vo ~ vV
s2(x) a(x) ta(x) b(z)
]

A.8 Polynom-Restklassenringe

Es sei R = K|z] der Integritdtsbereich aller Polynome mit Koeffizienten aus
dem allgemeinen Korper K und durch ein normiertes Polynom p(z) € K[z] vom
Grad m > 1 werde das Hauptideal

T = (p(a)) = {p@)b(z) | b(x) € R} (A8.1)

erzeugt. Die Restklassen sind von der Form

()] = r(x) + (p(x))
= {r(@) + p(x)b(z) [ b(x) € R} (A.8.2)
{a(z) | a(z) € R A Byla()] = Ry [r(2)]}-

Insbesondere gilt [r(z)] = [Rp@)[r(z)]], d.h. der Restklassen-Représentant kann
modulo p(x) betrachtet werden. Fiir den Restklassenring gilt

3
N
|
~
0
5T
=
0

= {lr@)] | r(z) e R}
={[r(z)] | r(x) e R A Grad r(z) < m} (A.8.3)
={r(z) |r(x) e R A Grad r(x) < m}, (A.8.4)

=)

denn wenn [ri(x)] = [ro(z)] fiir zwei Polynome vom Grad < m gilt, so folgt
ri(x) — ro(z) = p(x)b(z) mit passendem b(x) € R. Aus der Gradformel folgt
jedoch ry(z) — ro(x) = 0. Zwei verschiedene Polynome vom Grad < m erzeugen
also auch zwei verschiedene Restklassen. Die Restklassen-Zerlegung lautet

R=Kq = [ @) (A.8.5)
r(z)eR
Grad r(z)<m
Speziell fiir p(x) = 0 gilt Z = {0} sowie [r(z)] = {r(z)} und fiir p(z) = 1 gilt
Z = Klz] sowie [r(z)] = [0] = K[z] und somit folgt:

K[af]/<0>gK[x] : K[x]/K[x]g{O}. (A.8.6)
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Abkiizungen

ACS Add-Compare-Select

AKF Autokorrelationsfunktion

ARQ Automatic Repeat Request

ASK Amplitude Shift Keying (Amplitudenumtastung)
AWGN Additive White Gaussian Noise

BC Blockcode

BCH Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (-Code)
BCM Blockcodierte Modulation

BDD Begrenzter-Distanz-Decoder

BEC Binary Erasure Channel (Ausléschungskanal)
BER Bit Error Rate (Fehlerrate)

BMA Berlekamp-Massey-Algorithmus

BMD Begrenzter-Minimaldistanz-Decoder

BSC Binary Symmetric Channel

BSEC Binary Symmetric Erasure Channel

BVD Big Viterbi Decoder

CCH Control Channel (GSM)

CCITT Comité Consultatif Int. de Télégraphique et Téléphonique
CCSDS Consultative Committee for Space Data Systems
CD Compact Disc

CDMA Code Division Multiple Access

CIRC Cross-Interleaved Reed-Solomon Code
CPFSK Continuous Phase Frequency Shift Keying
CPM Continuous Phase Modulation

CRC Cyclic Redundancy Check (-Code)

CSI Channel State Information

DAT Digital Audio Tape

DC Discrete Channel

DCC Digital Compact Cassette

DFE Decision Feedback Equalizer

DFT Diskrete Fouriertransformation

DMC Discrete Memoryless Channel

DRI Decoder Reliability Information

EA Euklidischer Algorithmus
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EFM
ETT
FC

FCS
FDMA
FE
FEC
FFT
FIR
FSK
GF
GGT
GMD
GMSK
GSM
IDFT
IEEE
[EEE-COM
[EEE-IT
IEEE-SAC
ISI

ITU
KGV
LFSR
MAP
MD
MDS
MLD
MLSE
MSK
MTCM
08I
PDP
PSK
PTCM
QAM
RACH
RCPC
RC-CPM
REC-CPM
RM

RS
SACCH
SAI

Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

Eight-to-Fourteen Modulation

European Transactions on Telecommunications
Faltungscode

Frame Checking Sequence

Frequency Division Multiple Access
Fehlerereignis

Forward Error Correction

Fast Fourier Transformation

Finite Impulse Response (-Filter)

Frequency Shift Keying (Freqenzumtastung)
Galoisfeld

Grofiter Gemeinsamer Teiler

Generalized Minimum Distance Decoder
Gaussian Minimum Shift Keying

Global System for Mobile Communications
Inverse Diskrete Fouriertransformation
Institute of Electrical and Electronics Engineers
IEEE Transactions on Communications
IEEE Transactions on Information Theory
IEEE Transactions on Selected Areas in Communications
Intersymbol-Interferenzen (-Kanal)
International Telecommunication Union
Kleinstes Gemeinsames Vielfaches

Linear Feedback Shift Register

Maximum Aposteriori Decoder

Mini Disc

Maximum Distance Separable (-Code)
Maximum Likelihood Decoder

Maximum Likelihood Sequence Estimation
Minimum Shift Keying

Mehrdimensionale Trelliscodierte Modulation
Open Systems Interconnection

Power Delay Profile

Phase Shift Keying (Phasenumtastung)
Pragmatische Trelliscodierte Modulation
Quadraturamplitudenmodulation

Random Access Channel (GSM)

Rate Compatible Punctured Convolutional (Code)
Raised Cosine CPM

Rectangular CPM

Reed-Muller (-Code)

Reed-Solomon (-Code)

Slow Associated Control Channel (GSM)
Source Apriori / Aposteriori Information



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis 485

SCH
SDH
SG
SNR
SOVA
SPCC
SSI
TCH
TCH/FS
TCH/HS
TCM
TDMA
UEP
UMTS
VA

Synchronisation Channel (GSM)
Synchrone Digitale Hierarchie
Schliisselgleichung

Signal-to-Noise Ratio

Soft-Output Viterbi-Algorithmus

Single Parity Check Code

Source Significance Information

Traffic Channel (GSM)

Traffic Channel Full-Rate Speech (GSM)
Traffic Channel Half-Rate Speech (GSM)
Trelliscodierte Modulation

Time Division Multiple Access

Unequal Error Protection

Universal Mobile Telecommunication System
Viterbi-Algorithmus

Codes und Decodierung

c,ct
n

k
q

b
m

M

R, Ry
Ty, Te
/rS

t

Code, dualer Code

Blocklidnge (BC, FC)

Léange Infowort (BC, FC, TCM)

Stufenzahl der Info- und Codesymbole mit ¢ = p™ (BC) und
q =2 (FC) bzw. ¢ = 2M*1 (TCM)

Primzahl fiir ¢

natiirliche Zahl fiir ¢ bzw. Gedéchtnislinge (FC, TCM)

Anz. Infobits pro Signalpunkt bzw. spektrale Bitrate (TCM)
Coderate (R = k/n, Ry, = R -log, q)

Infobitrate, Codebitrate (Einheit: Bit/s)

Symbolrate (Einheit: Symbol/s)

Anzahl korrigierbarer Fehler bzw. Biindelfehlerlinge (BC)
Anzahl erkennbarer Fehler bzw. Biindelfehlerliange (BC)
Anzahl tatséchlicher Fehler, Ausfille (BC)

Minimaldistanz (min. Hammingabst. zw. Codewortern, BC)
freie Distanz (min. Hammingabst. zw. Codefolgen, FC)

min. euklid.Abst. zw. Codefolgen bei Norm. E.; =1 (TCM)
min. euklid. Abst. zw. Codefolgen ohne parallele Ubergéinge bei
Norm. E.s =1 (TCM)

Produktdistanz zur effektiven Lange L bei Norm. E. = 1
(TCM)

min. euklid.Abst. in B bei Norm. E,, = 1 (TCM)
minimaler euklidischer Abstand bei BCM
TCM-Partitionierung: [BY| = 2M+1-1 (; =0,..., 2 — 1)
Parameter fiir 2D-dimensionale MTCM

asymptotischer Codierungsgewinn
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Infowort, Infopolynom
geschétztes Infowort, Polynom des geschéatzten Infowortes
Codewort, Codepolynom

geschitztes Codewort, Polynom des geschiatzten Codewortes

Input des TCM-Mappers zur Zeit r
Empfangswort, Empfangspolynom

Codefolge, Empfangsfolge (FC)

Fehlerwort (Fehlermuster), Fehlerpolynom
Syndrom, Syndrompolynom

Einheitsmatrix der Dimension k

Generatormatrix, Generatorpolynom (BC)
Generatormatrix, Generatorpolynom (FC)
Priifmatrix, Priifpolynom (BC)

Codewort, Codepolynom im Frequenzbereich (BC)
Empfangswort, Empfangspolynom im Frequenzbereich (BC)
Fehlerwort, Fehlerpolynom im Frequenzbereich (BC)
Ausfallwort, Ausfallpolynom im Frequenzbereich (BC)
Syndrom, Syndrompolynom im Frequenzbereich (BC)
Fehlerstellenpolynom, Fehlerstellenmenge (BC)
Ausfallstellenpolynom, Ausfallstellenmenge (BC)
Fehlerwertpolynom (BC)

Gewichtsfunktion (BC)

Anzahl der Codewdrter vom Gewicht r (BC)
Gewichtsfunktion (FC)

Fundamentalwegekoeffizienten (FC)

Distanzspektren (FC)

Zustand zur Zeit r (FC, TCM)

angenommener Zustand zur Zeit r (FC, TCM)
Viterbi-Metrik (FC)

Survivor-Metrik (FC)

Kanile und Stochastik

Ain ) Aout
z,§

ysn
14

E(.),D*(.)
H(.)
Hy(.)
I(z;y)
C,Cc*

Ry

¥

Eingangsalphabet mit Machtigkeit ¢, Ausgangsalphabet
DC-Input, angenommener Wert in A;,

DC-Output, angenommener Wert in Agy

Rauschwert beim AWGN (v = vy + jirg im 2-dim. Fall)
Fadingamplitude bei Fadingkanilen, angenommener Wert
Erwartungswert, Varianz einer Zufallsgrofie

Entropie einer Zufallsgrofie

binére Entropiefunktion

Transinformation zweier Zufallsgréfien

Kanalkapazitit (Einheit: Infobit/Kanalben., Infobit/s)
Ro-Wert

Bhattacharyya-Schranke



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis 487

No

S, N

%74

Eba Ec>Ecs
P(y|x)
P(x)
P(y)

pe

B, P,, P,
Pue

P@E

Prg

P(x — &)
Q)

einseitige Rauschleistungsdichte (Einheit: Watt/Hz)
Signalleistung, Rauschleistung (Einheit: Watt)

Bandbreite (Einheit: Hz)

Energie pro Infobit, Codebit, Codesymbol (Einheit: Watt-s)
Ubergangswahrscheinlichkeit = Kanalstatistik des DC
Apriori-Wahrscheinlichkeit = Quellenstatistik
Empféangerstatistik

Fehlerwahrscheinlichkeit des BSC

Bit-, Wort-, Symbol-Fehlerwahrschein. nach Decodierung
Wahrscheinlichkeit unerkannter Fehler nach Decodierung
Wabhrscheinlichkeit eines Kanal-Fehlermusters ungleich Null
Wahrscheinlichkeit eines Fehlerereignisses bei Decodierung
2-Codeworter-Fehlerwahrscheinlichkeit

komplementare Gauflsche Fehlerfunktion

Algebra und Sonstiges

N,Z
QR,C
K
F,Fn
Fqk, Fqk,n

Rg(w)[b(x)]
ao—e A

dH(:B’ y)a ’LUH(HZ)
K. (z)

dp(z, y), ||z

(AL TAT

Menge der natiirlichen (einschl. 0), der ganzen Zahlen
Korper der rationalen, der reellen, der komplexen Zahlen
allgemeiner Korper

Galoisfeld mit ¢ = p™ Elementen (p=Primzahl, m € N)
Menge der k-dim. (Zeilen-)Vektoren bzw. Menge der (k,n)-
dim. Matrizen mit Koeff. aus [,

Menge der Polynome beliebigen Grades bzw. Menge der Po-
lynome vom Grad < n — 1 mit Koeff. aus [,

primitives Polynom vom Grad m mit Koeff. aus F,
primitives Element

Minimalpolynom zu a

Aquivalenzklasse {apo, a a”ab’ 3

erzeugte multiplikative Gruppe {a°, a',da? a3, ...}

Eulersche ¢-Funktion

b(x) modulo g(z)

Fouriertransformation

Hammingabstand, Hamminggewicht

Kugel um z mit Hammingradius r

Euklidischer Abstand, eukl. Norm (dg(x,y) = ||z — y/||)
grofite ganze Zahl < A, kleinste ganze Zahl > A
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