1. Einfiihrung: Codes und Kanaile

In diesem Kapitel wird dargestellt, welche Bedeutung und welchen Platz
die Kanalcodierung in einem digitalen Kommunikationssystem einnimmt.
Daneben werden wichtige Grundbegriffe wie das Prinzip der Blockcodierung, die
Maximume-Likelihood-Decodierung und der asymptotische Codierungsgewinn
eingefiihrt.

1.1 Was ist Kanalcodierung ?

Als Begriinder der Informations- und Codierungstheorie gilt Claude E. Shannon
mit den beiden berithmten Arbeiten A Mathematical Theory of Communica-
tion und Communication Theory of Secrecy Systems, die 1948 und 1949 im Bell
Systems Technical Journal verdffentlicht wurden (Nachdruck in [65, 66]). Die
Shannon’sche Theorie bildet auch heute noch die Grundlage fiir das Verstand-
nis der digitalen Ubertragung mit dem Ziel einer sicheren, zuverlissigen und
effizienten Kommunikation.

Sowohl die Datenquellen wie die Ubertragungskanile werden mit stochastis-
chen Modellen beschrieben. Mit einem mathematischen Informationsmaf (En-
tropie) wird jeder Nachricht ein Informationsgehalt zugeordnet. Damit kann die
minimale Anzahl von Symbolen bestimmt werden, die zur fehlerfreien Darstel-
lung einer Nachricht unbedingt erforderlich sind. Eine langere Nachricht mit dem
gleichen Informationsgehalt weist dann eine Redundanz auf. Codierung bedeutet
im allgemeinen Fall die Zuordnung von Nachrichten zu einer Menge oder Folge
von Symbolen. In der Shannon’schen Theorie werden drei Arten von Codierung
unterschieden:

Quellencodierung (source coding): Die Nachrichten werden so komprimiert,
dafl zwar keine Informationen verloren gehen und somit eine perfekte
Wiedergewinnung der Nachrichten méglich ist, aber dafiir wird die Anzahl
der zu tibertragenden Symbole reduziert. Durch Quellencodierung wird also
iiberfliissige Redundanz eliminiert und das Ubertragungssystem entlastet.

Kanalcodierung (error control coding): Diese stellt Methoden und Verfahren
zur Verfligung, mit denen Informationen von einer Quelle zur Sinke mit
einem Minimum an Fehlern iibertragen werden koénnen. Den eigentlichen
Informationen wird sendeseitig kontrolliert Redundanz hinzugefiigt, so daf3
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bei der Ubertragung entstandene Fehler empfangsseitig erkannt und kor-
rigiert werden koénnen. Damit 148t sich eine extrem hohe Zuverlassigkeit
der {ibertragenen Daten erreichen. Ferner sind Stérungen kompensierbar,
die durch andere Mafinahmen, wie beispielsweise durch eine Erhéhung der
Sendeleistung, prinzipiell nicht zu verhindern wéren.

Kryptographie: Darunter wird die Codierung zur Verschliisselung verstanden,
um Nachrichten fiir Unberechtigte unlesbar zu machen bzw. um zu verhin-
dern, da} Nachrichten gefilscht oder vorgetdauscht werden kénnen. Wéhrend
durch Kanalcodierung Nachrichten auch im Fall von Stérungen lesbar
bleiben, sollen die verschliisselten Nachrichten auch bei ungestorter Ubertra-
gung ohne Kenntnis des Schliissels unlesbar sein.

In diesem Buch wird nur die Kanalcodierung behandelt, und zwar in en-
ger Verbindung mit der digitalen Ubertragungstechnik und modernen Modu-
lationsverfahren, sowie unter Beriicksichtigung der durch die Shannon’sche In-
formationstheorie aufgezeigten prinzipiellen Grenzen und Moglichkeiten einer
zuverlassigen Informationsiibertragung.

Seit 1948 hat sich die Kanalcodierung zu einer ausgedehnten anwendung-
sorientierten Wissenschaft entwickelt, die ihre wesentlichen Impulse der wech-
selseitigen Beeinflussung theoretisch und praktisch orientierter Arbeiten ver-
dankt. Viele moderne digitale Systeme zur Nachrichteniibertragung erreichen
ihre enorme Leistungsfdhigkeit tiberhaupt nur durch den FEinsatz von Kanal-
codierung, dies gilt insbesondere bei stark gestérten Kanédlen oder bei hohen
Anforderungen an die Zuverlassigkeit. Eine spezielle Form der Ubertragung (von
hier nach dort) ist die Nachrichtenspeicherung (von jetzt nach spdter), da beim
Ein- und Auslesen ebenso wie bei der Ubertragung mit Stérungen gerechnet
werden muf}, die den Einsatz von Fehlerschutzverfahren erfordern.

Neben der praktischen Bedeutung stellt die Kanalcodierung auch ein
nachrichtentechnisch wie mathematisch hochinteressantes Gebiet dar, weil die
Codes, die Algorithmen und die informationstheoretischen Grenzen auf einer
anspruchsvollen, vielschichtigen und eleganten Theorie basieren. Uber die
Grundlagen der Ubertragungstechnik und der Modulationsverfahren hinaus sind
als Stichworte zu nennen: Wahrscheinlichkeitstheorie und Stochastik; Matrizen
und lineare Algebra; endliche Kérper und Polynomringe; Fouriertransformatio-
nen; spezielle Metriken; die Analyse, Synthese und Umformung von Schiebereg-
istern; Zustandsautomaten; Trellisdiagramme; sowie effiziente Algorithmen und
Strukturen.

Shannon konnte in der genannten Arbeit aus dem Jahr 1948 zeigen, daf}
jeder Ubertragungskanal durch eine quantitative GroBe namens Kanalkapazitit
beschrieben wird, so dafl durch die Kanalcodierung eine beliebig kleine Fehler-
rate erreicht werden kann, sofern die zu iibertragende Datenrate kleiner als die
Kanalkapazitdt ist und eine hinreichend aufwendige Verarbeitung in Sender und
Empfanger moglich ist. Die Kanaleigenschaften begrenzen also nicht die Qualitét
der Ubertragung, sondern nur den Durchsatz.

In der Shannon’schen Theorie wird die Existenz entsprechend leis-



1.1 Was ist Kanalcodierung? 3

tungsfahiger Codes jedoch nur theoretisch nachgewiesen, eine praktische Kon-
struktionsvorschrift fallt dabei nicht ab. In den Jahren nach 1948 gelang es
nicht, die theoretisch vorhergesagten Codes auch tatséchlich praktisch zu finden
— allerdings waren zur damaligen Zeit die entsprechenden Verfahren tech-
nisch ohnehin noch nicht realisierbar. Nach einer Phase der Erniichterung iiber
den Wert der theoretischen Erkenntnisse konzentrierte sich die weitere Fn-
twicklung deshalb zunédchst darauf, Codes zu finden, mit denen zwar nicht
die informationstheoretischen Grenzen erreicht werden kénnen, die aber dafiir
tatsachlich eine verniinftige Realisierung erlauben. Im Vordergrund stehen dabei
die Verbesserungen durch die Codierung gegeniiber der uncodierten Ubertra-
gung, wobei sich der Vergleich iiblicherweise auf die Reduktion in der Fehlerrate
oder auf die Einsparung an Sendeleistung bezieht.

Inzwischen wurde eine kaum noch iiberschaubare Menge von speziellen
Codes gefunden und analysiert. Von tiberragender praktischer Bedeutung sind
aber dennoch nur einige wenige Codeklassen, ndmlich die RS- und BCH-
Blockcodes sowie einige relativ einfache Faltungscodes, die deshalb hier auch
vorrangig beriicksichtigt werden. Mit dem Prinzip der Codeverkettung und leis-
tungstdhigen Algorithmen zur Decodierung ist der Abstand praktisch realisier-
barer Verfahren zu den informationstheoretischen Grenzen inzwischen aber ziem-
lich klein geworden.

Es gibt zwei prinzipiell unterschiedliche Codeklassen, namlich Blockcodes
(BC, Kapitel 3 bis 7) und Faltungscodes (FC, Kapitel 8 und 9), deren theoretis-
che wie praktische Behandlung sich als ziemlich unterschiedlich herausstellen
wird. Wie in fast allen anderen Biichern stehen auch hier die Blockcodes am
Anfang, da sich einige grundséatzliche Fragen sowie die Shannon’sche Informa-
tionstheorie (Kapitel 2) damit einfacher erlautern lassen. Dazu reichen schon
geringe Kenntnisse iiber Blockcodes (entsprechend Kapitel 1) aus, wihrend die
hochentwickelten RS- und BCH-Blockcodes eine sehr komplexe mathematische
Struktur aufweisen. Die Einbettung der Kanalcodierung in ein Ubertragungssys-
tem wird mit den anschlielend behandelten Faltungscodes deutlich.

Fir Block- und Faltungscodes in Verbindung mit einfachen Modulationsver-
fahren wird hier der Begriff klassische Kanalcodierung verwendet. Die bei
der Codierung hinzugefiigte Redundanz erhdht die Datenrate, so dafl der
Ubertragungkanal hiufiger benutzt werden muB bzw. mehr Bandbreite bendtigt
wird. Auf diese Weise lassen sich nur leistungs- aber nicht bandbreitenef-
fiziente Ubertragungsverfahren erzielen. Mit den bahnbrechenden Arbeiten von
G.Ungerbock, die seit 1982 unter dem Begriff der trelliscodierten Modulation
(TCM, Kapitel 10) bekannt sind, kann eine leistungseffiziente Ubertragung auch
ohne Expansion der Bandbreite erreicht werden. Durch TCM kann gleichzeitig
die Fehlerrate und die notwendige Sendeleistung sowie im Extremfall sogar die
notwendige Bandbreite reduziert werden. Die TCM-Verfahren basieren primér
auf Faltungscodes, teilweise aber auch auf Blockcodes.

Ferner ist zwischen zwei grundséatzlichen Prinzipien bei der Kanalcodierung
zu unterscheiden, die davon abhédngen, ob eine Information sehr schnell iibertra-
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gen werden mufl und ob ein Riickkanal verfiigbar ist:

FEC-Verfahren (Forward Error Correction): Die bei der Kanalcodierung
sendeseitig hinzugefiigte Redundanz dient empfangsseitig zur Korrektur der
Ubertragungsfehler. Als Fehlerkorrekturcodes (error correction code) wer-
den Blockcodes und Faltungscodes sowie die trelliscodierte Modulation ver-
wendet. Allerdings wird sich spdter noch zeigen, dal man Faltungscodes
und TCM-Verfahren eigentlich so nicht bezeichnen sollte, sondern besser als
Ubertragungscodes.

ARQ-Verfahren (Automatic Repeat Request): Hierbei werden die Uber-
tragungsfehler nicht korrigiert, sondern es erfolgt empfangsseitig eine
Beschrankung auf die Erkennung von Fehlern (error detection code). Dabei
muB allerdings vorausgesetzt werden, daB die Ubertragungszeit nicht extrem
knapp vorgegeben wird und dafl ein Riickkanal verfiigbar ist. Bei erkannten
Fehlern wird ndmlich eine Wiederholung tiber diesen Riickkanal angefordert,
um die Nachricht erneut zu senden oder um sie mit zusitzlicher Redundanz
zu versehen. Zur Fehlererkennung werden fast ausschliellich Blockcodes ver-
wendet.

Der Vorteil von ARQ liegt darin, daBl zur Fehlererkennung weit weniger Re-
dundanz als zur Fehlerkorrektur tibertragen werden mufl. Wenn allerdings
Nachrichten wiederholt zu tibertragen sind, kann es zu erheblichen Verzégerun-
gen kommen. Der Durchsatz bei ARQ ist abhdngig von der Kanalqualitat,
wahrend die Fehlerrate davon unabhéngig ist. Umgekehrt sind die Verhéltnisse
bei FEC: Die Kanalqualitdt bestimmt die Fehlerrate, aber nicht den Durchsatz.
FEC- und ARQ-Verfahren kénnen auch kombiniert werden, indem beispielsweise
die Redundanz so dimensioniert wird, daf eine kleine Anzahl von Fehlern noch
korrigierbar ist, aber bei vielen Fehlern eine Wiederholung angefordert wird.
Aus Platzgriinden werden in diesem Buch aber ausschlieBlich FEC-Verfahren
behandelt.

Der Entwurf von leistungsfahigen Codierungsverfahren muf} sich immer an
den speziellen Randbedingungen des Ubertragungssystems und inbesondere an
den Eigenschaften des Ubertragungskanals orientieren. Spezielle Anwendungen
erfordern also spezielle Codes. Zu den wichtigsten Randbedingungen, die bei der
Auswahl und Optimierung eines Ubertragungssystems mit Kanalcodierung zu
beachten sind, zihlen die Eigenschaften des Ubertragungskanals, insbesondere
die verfiighare Bandbreite; die verfiigbare Sendeleistung; das vorgegebene Modu-
lationsverfahren, sofern nicht die Kanalcodierung und das Modulationsverfahren
gemeinsam optimiert werden kénnen; die Begrenzungen in der Verzogerungzeit
bei der Ubertragung; die Begrenzungen in der Komplexitit der Signalverar-
beitung in Sender und Empfénger; die Anforderungen an die Fehlerwahrschein-
lichkeit und an die zuldssigen Fehlerstrukturen nach der Decodierung; die An-
forderungen an die Synchronisation; sowie Anforderungen sonstiger Art, wenn
beispielsweise bei nichtlinearen Sendeverstarkern Modulationsverfahren mit kon-
stanter Enveloppe erforderlich sind.
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Daraus resultiert eine ziemlich komplexe Aufgabenstellung mit vielfaltigen

Losungen je nach Gewichtung der einzelnen Randbedingungen. Die folgende Au-
flistung vermittelt einen Uberblick zu den vielfédltigen Anwendungen und Auf-
gaben der Kanalcodierung:

Zur Leistungsersparnis, beispielsweise bei geostationdren Kommunika-
tionssatelliten (,himmlischer* Kanal) und insbesondere bei erdfernen
Forschungssatelliten (siehe Abschnitt 12.1). Hierbei liegt der Idealfall eines
AWGN-Kanals vor (siehe Abschnitt 1.3), der zu statistisch unabhéngigen
Einzelfehlern fiihrt.

Zur Bandbreitenersparnis, indem die durch die Codierung erzeugte Re-
dundanz nicht in zusétzlich zu tibertragende Symbole miindet, sondern in
héherstufige Codesymbole mit gleicher oder sogar reduzierter Datenrate. Als
wichtige Anwendung sind beispielsweise die Telefonkanal-Modems zu nen-
nen (siehe Abschnitt 12.2). Der digitale Mobilfunk (siehe Abschnitte 12.3,
12.4) ist ein typisches Beispiel fiir eine gleichermaflen leistungs- wie band-
breiteneffiziente Anwendung.

Bei hohen Anforderungen an die Zuverldssigkeit wie beispielsweise im Rech-
nerverbund, bei der Kommunikation im Bankenbereich, bei sicherheitsrele-
vanten Diensten (z.B. Fernsteuerung im Bahnverkehr) sowie bei hochkom-
primierten Daten. Hierbei sind oft Kombinationen mit kryptographischen

Codes erforderlich.

Bei zeitvariablen Stérungen, wenn ein Codewort gute und schlechte Ubertra-
gungsabschnitte aufweist und der Empfanger die momentane Signalqualitét
gut schéatzen kann. Insbesondere bei Mobilfunkkanélen treten Fadingein-
briiche auf, die kurz gegeniiber der Codewortlange und lang gegeniiber der
Symboldauer sind.

Bei Kanalen mit Biindelfehlern, die typischerweise bei der Nachrichtenspe-
icherung auftreten, wie beispielsweise bei der Compact Disc (siehe Abschnitt

12.6).

In Kombination mit der Quellencodierung, wenn die einzelnen Quellensym-
bole unterschiedlich wichtig sind und auch unterschiedlich gut geschiitzt wer-
den sollen — aktuelle Beispiele sind die Sprachcodierung im GSM-Mobiltunk
(siehe Abschnitte 8.3, 12.3, 12.4) und die Quellencodierung fiir den digitalen
Hoérrundtunk.

Zur FErkennung von Fehlern anstelle der Korrektur. Im Zusammenhang mit
der Quellencodierung von Sprache und Musik zdhlen hierzu auch Mafinah-

men zur Fehlerverschleierung, so dafl erkannte Fehler nicht zu subjektiven
Auswirkungen fiithren (siehe Abschnitte 12.3, 12.4, 12.6).

In Kombination mit ARQ-Verfahren wie vorangehend erlautert.

Bei Stoérungen, die durch erhdhte Sendeleistung nicht zu unterdriicken
sind wie beispielsweise Ubersprechen, Knackgerdusche, Fading, Reflexionen,
Mehrwegeausbreitung und Verzerrungen.
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e Zur Verringerung der sogenannten Hintergrund-Fehlerrate, die bei nicht per-
fekten Sendern und Emptéangern auftritt, beispielsweise aufgrund von Nicht-
linearitéten (siehe Abschnitt 12.5).

1.2 Codierung in der Nachrichteniibertragung

Das Grundprinzip einer digitalen Nachrichteniibertragung mit Quellencodierung
und Kanalcodierung zeigt Bild 1.1. Wie vorangehend dargestellt wird durch die
Quellencodierung erst Redundanz eliminiert und durch die Kanalcodierung wird
dann kontrolliert Redundanz hinzugefiigt. Die in den Quellendaten eventuell
vorhandene Redundanz ist fiir die Kanalcodierung unbrauchbar, da die Eigen-
schaften dieser Redundanz nicht genau kontrollierbar und steuerbar sind.
Eventuell weisen die Quellendaten auch gar keine Redundanz auf.

Sender
Quellen- u Kanal- a
uelle > > »| Modulator
Q Encoder Encoder
\
.. Physikali-
Stérungen schgr Kanal
\
Sinke | Quellen- | @ Kanal- | vy De-
Decoder Decoder modulator
Empfanger

Bild 1.1. Digitale Nachrichteniibertragung mit Kanal- und Quellencodierung

Nach der Shannon’schen Theorie [39, 66] konnen wie in Bild 1.1 dargestellt
die Quellencodierung und die Kanalcodierung getrennt ausgefithrt und optimiert
werden, was als Separationsprinzip bezeichnet wird. Allerdings kann es praktis-
che Erfordernisse wie beispielsweise Beschrankungen in der Ubertragungsver-
zogerung oder in der Komplexitdt geben, so dafl ganz im Gegenteil Quellen-
codierung und Kanalcodierung aufeinander abgestimmt werden miissen (siehe
dazu Abschnitt 12.3 und 12.4).

Jeder Encoder-Operation entspricht eine Decoder-Operation. Die Bezeich-
nung Coder wird nicht verwendet. Der in Bild 1.1 nicht dargestellte kryp-
tographische Code ist normalerweise zwischen Quellencodierung und Kanal-
codierung angeordnet. Nachfolgend wird die Quellencodierung und die Kryp-
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tographie nicht mehr betrachtet, so dal die Kanalcodierung auch kurz als
Codierung bezeichnet werden kann.

Die Daten u werden direkt als Quellendaten angesprochen mit der Bezeich-
nung Infobits im Binarfall bzw. Infosymbole im mehrstufigen Fall. Der Encoder
iiberfithrt die Infosymbole bzw. Infobits u in die Codesymbole bzw. Codebits a.
Dabei wird Redundanz hinzugefiigt, so dafl die Datenrate durch den Encoder
erh6ht wird.

Mit dem Modulator wird der Encoder an den physikalischen Kanal (wave-
form channel, continuous channel, transmission channel) angeschlossen. Der
physikalische Kanal kann keine diskreten Symbole {ibertragen, sondern nur
zeitkontinuierliche Signale. Somit ist es die Aufgabe des Modulators, den
diskreten Werten « derartige Signale zuzuordnen, die iiber den physikalischen
Kanal iibertragbar sind. Darin enthalten ist die Anpassung des modulierten
Signals an den Ubertragungsbereich bzw. an das Spektrum des physikalischen
Kanals, insbesondere also die Verschiebung des Basisbandsignals in die Band-
paBlage. Bei den in Kapitel 10 behandelten Verfahren der trelliscodierten Mod-
ulation ist die Aufteilung des Senders in einen Encoder und einen Modulator
allerdings nicht mehr eindeutig und in der Form aus Bild 1.1 auch nicht sin-
nvoll.

Der physikalische Kanal ist prinzipiell nicht ideal, d.h. er verdndert die
Signale bei der Ubertragung. Das gilt sowohl bei drahtgebundener Ubertra-
gung (z.B. TeilnehmeranschluBleitung, Koaxialkabel, Glasfaserkabel), bei ter-
restrischen Funkkanilen (z.B. Mobilfunk, Richtfunk, Rundfunk, Kurzwellen-
funk), bei Satellitenstrecken, bei Speicherung (z.B. Magnetmedien, elektro-
nische und optische Speicher) wie natiirlich auch bei Kombinationen dieser
Kanéle. Der physikalische Kanal ist beispielsweise charakterisiert durch nicht-
ideale Amplituden- und Phasengéange, durch Verzerrungen, durch Stérungen auf-
grund von Rauschen oder Ubersprechen oder aufgrund atmosphérischer Effekte
oder verschiedener Ausbreitungswege sowie durch absichtliche Stérungen.

Am Demodulator liegen also nicht exakt die zeitkontinuierlichen Sendesig-
nale an, sondern nur eine gestorte und verfilschte Version davon. Dennoch sollte
der Empfénger die zeitdiskreten Sendewerte bzw. die Infosymbole moglichst
genau rekonstruieren. Dazu wird zunichst im Demodulator aus dem Bandpafsig-
nal das Basishbandsignal zuriickgewonnen, was bei kohdrenten Empféngern eine
ideale Tréger- und Phasensynchronisation einschliefft. Daraus wird eine zeit-
diskrete Wertefolge hergestellt, so dafl jedem Codesymbol a ein Empfangswert y
entspricht. Bei der sogenannten Soft-Decision Demodulation soll der Demodula-
tor derartige Werte y herstellen, die fiir den Decoder méoglichst viel Information
enthalten — es mufl dann nicht zwangslaufig das Ziel sein, dafl y moglichst genau
a entspricht.

Der Decoder arbeitet zeitdiskret: Aus der im Takt der Codesymbole an-
liegenden Folge der Empfangswerte y wird eine Schiatzung @ fiir die Infosymbole
u abgeleitet, wobei diese Schatzung i.a. eine zeitliche Verzégerung aufweist. Im
idealen Fall arbeitet der Decoder sogar sequenzweise: Erst nach dem Empfang
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einer ganzen Sequenz von Empfangswerten wird auf einen Schlag die ganze Se-
quenz der Infosymbole geschétzt.

Fiir den Modulator sind die Codesymbole a nur Sendewerte ohne Kenntnis
der Codierung. Um dies in besonderen Féllen hervorzuheben, werden in Analogie
zu den Ausgangswerten y des Demodulators die Fingangswerte des Modulators
auch mit = statt ¢ bezeichnet.

1.3 Der Begriff des diskreten Kanals

GeméaB Bild 1.2 ist der diskrete Kanal (DC, discrete channel; auch digital chan-
nel, coding channel) die Zusammenfassung von Modulator, physikalischem Kanal
und Demodulator. Der vom Modulationssystem erzeugte (zeit-)diskrete Kanal
ist also in einem sehr allgemeinen Sinn zu verstehen, enthalten darin sind u.a.
eventuell sehr komplexe Modulations- und Synchronisationsverfahren. In diesem
Abschnitt werden idealisierte diskrete Kanéle formal beschrieben, wéhrend in
Kapitel 12 einige sehr komplizierte Kanéle betrachtet werden, die bei verschiede-
nen Anwendungen entstehen.

Quelle v, Encoder a.x »| Modulator
OAin
A
Physikali-
scher Kanal
\
. 0 :
Sinke Decoder |= y De
O Aout modulator

Diskreter Kanal (DC)
Bild 1.2. Erzeugung des diskreten Kanals durch das Modulationssystem

In der formalen Beschreibung wird ein diskreter Kanal charakterisiert durch

das Tripel (Ain, Aouts Py))- Dabei bedeuten:

Ain =  FEingangsalphabet mit ¢ Werten. Dies ist der Wertebereich fiir die Infos-
ymbole u sowie fiir die Codesymbole @ sowie fiir die geschatzten Infos-
ymbole 4, d.h. u,a, @ sind jeweils g-stufig. Fallunterscheidungen:

Der einfachste Fall ist ¢ = 2 fiir Binarcodes, wobei die Symbole lediglich
Bits sind. Der allgemeine Fall ist ¢ = p™ mit p als Primzahl und m als
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natiirlicher Zahl. Der Normalfall fiir die meisten Codes ist ¢ = 2™, wobei
den Symbole jetzt Bitgruppen (z.B. Bytes bei m = 8) entsprechen.

Aouwe = Ausgangsalphabet: Dies ist der Wertebereich fiir die Empfangswerte .
Fallunterscheidungen fiir den Demodulator:

Bei Hard-Decision gilt Ay = A, d.h. der Demodulator schitzt di-
rekt die gesendeten Werte ¢ bzw. x. Diese Situation liegt bei einfachen

Blockcodes vor. Im bindren Fall gilt dann A;, = A = {0, 1}.

Bei Soft-Decision umfait A,,, mehr Werte als A;, — im Extremfall gilt
sogar A,y = IR fiir einen wertkontinuierlichen Demodulatorausgang. In
diesem Fall kann der Demodulator besonders viel Information iiber den
Kanal (Zustand, Qualitit) vermitteln. Beispielsweise teilt der Demodu-
lator dem Decoder mit, mit welcher Sicherheit er seine Entscheidungen
getroffen hat (sehr sicher oder gerade an der Grenze). Zwar kann prinzip-
iell jedes Codierungsverfahren diese Information ausnutzen, praktikabel
ist das jedoch meistens nur bei Faltungscodes. Ein typischer Fall bei
A, = {0,1} ist ein 8-stufiges Ay, d.h. der Empfangswert wird mit
3-Bit quantisiert (siehe dazu auch Bild 1.4 und 1.5).

Py = Ubergangswahrscheinlichkeit (Kanalstatistik; conditional, transition
probability): Dabei ist Py.(n|¢) die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir,
dal y = n empfangen wurde unter der Voraussetzung, dafl = = ¢
gesendet wurde.

Input x und Output y des Kanals werden hier also als Zufallsgréfien angenom-
men, deren Werte mit & € A;, und n € A,y bezeichnet werden. Vereinfachend
wird auch P(y|x) geschrieben, wenn es auf die Unterscheidung zwischen den
ZufallsgroBen und ihren Werten nicht ankommt. Fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeit gilt generell:

> Pynl) =1 firalle £ € Ay, (1.3.1)

77€-Aout

Fiir den diskreten Kanal sind einige wichtige Fallunterscheidungen zu vermerken:
Neben einer Hard-Decision oder Soft-Decision Demodulation kénnen die Uber-
tragungseigenschaften zeitinvariant oder auch zeitvariant sein. Ferner kann der
diskrete Kanal ein Geddchtnis haben (d.h. der Empfangswert ist nicht nur vom
zuletzt gesendeten Wert abhédngig, sondern auch von den vorangehend gesende-
ten Werten) oder er ist geddchtnislos (d.h. der Empfangswert ist nur vom aktuell
gesendeten Wert abhangig).

Definition 1.1 (DMC). Als diskreter gedachtnisloser Kanal (DMC, Discrete
Memoryless Channel) wird ein diskreter Kanal mit endlichen Alphabeten A;,
und Aoue bezeichnet, der zudem geddchinislos und zeitinvariant sein soll. Die
Gedichtnislosigkeit ist dadurch gekennzeichnet, daff die Ubergangswahrschein-
lichkeit fiir Sequenzen in ein Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten fir
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FEinzelsymbole tibergeht:

n—1

Pyo, - yuilto, - wam) = [ Pluil). (1.3.2)

=0

Wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Hard-Decision gewisse Sym-
metrien erfiillen, reicht zur Charakterisierung des DMC ein einziger Parameter
aus:

Definition 1.2 (Symmetrischer Hard-Decision DMC). Als ein g¢-nérer
symr{letrischer Kanal mit Hard-Decision wird ein DMC mit Ay, = Aoy und
der Ubergangswahrscheinlichkeit

_ 1 —pe y=2
P(ylx) —{ pfla—1) yta } (1.3.3)

bezeichnet. Dieser Kanal ist eindeutig durch die Angabe der Symbol-Fehlerwahr-
scheinlichkeit p. bestimmt. Der bindre Fall mit Ay, = Ao = {0,1} wird als
bindrer symmetrischer Kanal (BSC, Binary Symmetric Channel) bezeichnet.

Fiir p. = 0 ist der Kanal fehlerfrei und fiir p. = 1/2 bei ¢ = 2 wird in
Kapitel 2 noch gezeigt, daB eine zuverlissige Ubertragung prinzipiell unmaglich
ist. Bei einem verdnderlichen p. wiirde ein zeitvarianter Kanal vorliegen. Diese
Situation wird noch in Abschnitt 9.7 behandelt. Ausgeschrieben lautet (1.3.3)
fiir den BSC:

Pye(010) = Py(11) = 1—pe

Py(110) = P, (0[1) = p. (1.3.4)

Mit der Wahrscheinlichkeit p. wird das Bit bei der Ubertragung verfalscht und
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p. ist die Ubertragung korrekt:

Ply=2) = 1—p,
Ply#z) = pe

Beispiel: Unter der Voraussetzung, dafl 110 gesendet wurde, wird 101 mit der
Wahrscheinlichkeit P, (101]110) = Py, (1]|1) Py (0]1) Pyj2(1]0) = (1 — pe) - pe - pe
empfangen.

Das Prinzip des BSC zeigt Bild 1.3, wobei die Kanten von x € Aj;, nach
y € Ague mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten P(y|x) beschriftet sind.

Fiir den g-néren symmetrischen Hard-Decision DMC gelten einige wichtige

(1.3.5)

allgemeine Formeln:

(1) Mit P.. (ee = error event) wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dafl bei
der Ubertragung einer Sequenz & = (g, y,...,%,_1) der Liange n min-
destens ein Fehler auftritt:

Pe = Ply#e)
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Ain Aout
Ain Aout 0 1_pe_qe 0
0 1-pe 0 De
Pe Qe
?
Pe Oe
1 1
1-pg Pe
1 1
1-pe—Qe
BSC
BSEC

Bild 1.3. Modelle diskreter geddchtnisloser Kanile (BSC, BSEC)

= 1-Ply=m=)
= 1= Pyo =205+ ¥n-1 = Tp_1)
= 1= Pyo==0)  P(Yn-1 = Tp-1)
= 1—(1—p)" (1.3.6)
~ np. belnp. < 1. (1.3.7)
(1.3.7) folgt aus der Binomialentwicklung (1 — p.)" = " (") (—pe)".
(2) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl eine Sequenz von n Bits in eine andere
bestimmte Sequenz verfalscht wird, wobei r Fehler auftreten, betragt:

P(von n Bits sind r bestimmte Bits falsch) = pL(1 — p.)"™". (1.3.8)

(3) Die Wahrscheinlichkeit fiir r Fehler in einer Sequenz von n Bits betragt nach
der Binomialverteilung (siche Anhang A.3):

P(von n Bits sind r Bits falsch) = <n>p£(1 —p). (1.3.9)
r

Eine Verallgemeinerung des BSC ist der in Bild 1.3 ebenfalls dargestellte bindre
symmetrische Kanal mit Ausfillen (BSEC, Binary Symmetric Erasure Channel),
bei dem der Output ternar ist: Ay = {0,7,1}. Hierbei entscheidet der Demodu-
lator auf den ,,Wert“ 7, wenn die Entscheidung auf 0 oder 1 sehr unsicher wére.
Fiir den Decoder ist es besser, tiber den Sendewert gar keine Information zu
haben als eine Information, die in der Hélfte aller Falle falsch ist. Der BSEC ist
der einfachste Fall eines diskreten Kanals mit Soft-Decision mit

1_p6_q6 fury::l:
Plylz) =< ¢. firy=7 3. (1.3.10)

Pe sonst
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Natiirlich gilt hierbei Py, (0|x) + Py (?|z) + Py(1]z) =1 fiir z € A, = {0, 1}.
Fiir ¢ = 0 wird der BSEC zum BSC und fiir p. = 0 wird der BSEC zum reinen

Ausloschungskanal (BEC, Binary Erasure Channel). Ein weiteres sehr wichtiges
DMC-Modell ist:

Definition 1.3. Als AWGN-Kanal (Additive White Gaussian Noise) wird
ein Kanal mit bindrem Input bezeichnet, bei dem weifies normalverteiltes
(Gaufsches) Rauschen v additiv iberlagert wird:

y=x+ .

Dabei sind x und v statistisch unabhdngig. Mit E, wird die Energie pro Codebit
und mit Ny wird die einseitige Rauschleistungsdichte bezeichnet. Fiir die Alpha-
bete gilt Ay = {—VEe, +VE.} und Aowy = IR und die Ubergangswahrschein-

lichkeiten haben die Form von Verteilungsdichten:

exp (-W) . (1.3.11)

1
fy|x(n|€) - \/m

Also ist y bei gegebenem x normalverteilt mit dem Erwartungswert « = ¢
und der Varianz 0? = Ny/2, die der Varianz des Rauschens entspricht. Wenn
der AWGN mit binarer Modulation (ASK, Amplitude Shift Keying) betrieben

wird und im Demodulator bindr quantisiert wird, so ergibt sich wieder ein BSC
mit der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit

pe = Puy<0|lz=4+VE.) = Po(y>0]2=—-FE,)
+oo
— / 1 exp <_(77+ VEC)2> dn
7TNO NO
0
2L,
= . 1.3.12
0 ( NO) (1:3.12)
Dabei ist

Qla) = \/12?/6_772/2 dn = ;erfc (\%) (1.3.13)
= P(v>ay/Ny/2) (1.3.14)

die komplementire Gaufische Fehlerfunktion (siehe Anhang A.3). Den nu-
merischen Zusammenhang zwischen p. und FE./Ng zeigt Tabelle 1.1 und der
graphische Verlauf ist in den Bildern mit Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven
dargestellt (siehe z.B. Bild 1.10, Kurve ,uncodiert®, E. = F).

Wenn beim AWGN im Demodulator nicht binar mit 1 Bit sondern oktal mit
3 Bit quantisiert wird, so ergibt sich ein DMC mit Ay, = {—V/E., +vE.} und
oktalem A = {—1,—1", 1", —1" 41" 41", +1’,+1}. Von einiger Bedeutung
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Tabelle 1.1. BSC-Fehlerwahrscheinlichkeit

Pe EC/NO [dB] Pe EC/NO [dB]
10-1 —0,86 1011 13,52
1072 4,33 1012 13,93
1073 6,79 10713 14,31
10~4 8,40 10-14 14,66
10-° 9,59 10-15 14,99
1076 10,53 10716 15,29
1077 11,31 1017 15,57
10-8 11,97 10718 15,84
1079 12,55 10~ 16,09
10-10 13,06 10-20 16,32

Afy(n)

..

Bild 1.4. Oktale Quantisierung der AWGN-Empfangswerte

ist dabei die Wahl der 7 Sprungstellen in der Quantisierungskennlinie, was in
[49] genauer analysiert wird.

In Bild 1.4 wird eine Kennlinie mit dquidistanten Sprungstellen angenom-
men, die genau auf die Sendewerte —/E., ++/E. ausgerichtet ist, was im Demod-
ulator natiirlich eine Pegelregelung erfordert. Die Verteilungsdichtefunktion der
]?mpfangswerte fy(n) =3 (fy|x(77| —VE) + fyu(n] + \/FCD ergibt sich durch
Uberlagerung von zwei Normalverteilungen, wobei fiir die Darstellung in Bild
1.4 E./Ny = 3 dB angenommen wurde. Dabei sind die Ubergangswahrschein-
lichkeiten von —y/E, nach +1 oder +1’ nahezu Null. In Bild 1.5 sind die
Ubergangswahrscheinlichkeiten des oktalen Kanals dagegen fiir E./N, = —3
dB angegeben. Die Werte in Bild 1.5 werden beispielsweise wie folgt berechnet:

P(—1"|=\/E)) = P(—05VE, <y <0z =—E.)
= P(05VE. <v < E.)
= Q(0,5v/2E,/No) — Q(+/2E./No)
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Aout
-1

+1

1"

+1’

+1

Bild 1.5. Ubergangswahrscheinlichkeiten beim oktal quantisierten AWGN

= Q(0,5) — Q(1) = 0,3085 — 0,1587 = 0,1498.

Fiir 2-dimensionale Modulationsverfahren bzw. Signalkonstellationen wird
Definition 1.3 zum 2-dimensionalen AWGN erweitert. Bei jeder Kanalbenutzung
werden zwei Werte gesendet und zwei Werte empfangen, die in komplexer
Schreibweise zu = 27 + jrg zusammengefait werden, wobei [ fiir Inphase und
Q) fir Quadraturphase steht. Fiir das iiberlagerte Rauschen gilt entsprechend
v = vy + jrg. Die Rauschenergie in jeder Komponente ist weiterhin Ny/2
und beide Komponenten sind statistisch unabhédngig. Die Rauschenergie des
2-dimensionalen Rauschens ergibt sich iiber den Betrag einer komplexen Zahl:

E(v|*) = E(vi+v)) = ]ZOJFZZO = No. (1.3.15)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit entspricht der in Bild 1.6 dargestellten 2-
dimensionalen Normalverteilung:

exp (_ (1 — &) + (ng — 5@)2> ' (13.16)

fylx(mf) N,

- 7TNO

Bisher wurden nur zeitinvariante und gedéchtnislose Kanéle betrachtet,
bei denen statistisch unabhingige Finzelfehler auftreten. Die weiteren Kapitel
fiihren noch verschiedene andere Kanaltypen ein: In den Abschnitten 5.6 bis 5.8,
in Kapitel 7 und in Abschnitt 9.6 werden Kanéle betrachtet, bei denen Fehler in
Biindeln auftreten. In Abschnitt 9.7 werden spezielle zeitvariante Kanéle disku-
tiert, die bei der Decodierung von Faltungscodes entstehen sowie Super-Kanéle
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Bild 1.6. Verteilungsdichtefunktion der 2-dim. Normalverteilung (¢ = 1/ No/2)

bei verketteten Codes. Die fiir moderne Anwendungen sehr wichtigen Kanéle
mit Fading sowie mit Verzerrungen werden in Kapitel 11 diskutiert. Weitere
Kanaltypen werden in Kapitel 12 eingefiihrt.

1.4 Grundprinzip der Blockcodierung

Das Grundprinzip der Blockcodierung zeigt Bild 1.7: Der Datenstrom der In-
fosymbole bzw. Codesymbole wird unterteilt in Blécke der Lange & bzw. n, die
als Infowdrter uw = (ug,...,ux—1) bzw. Codewdrter a = (aq,...,a,-1) beze-
ichnet werden. Dabei gilt £ < n. Der Encoder ordnet jedem Infowort ein
Codewort zu. Am Ausgang des diskreten Kanals entsteht das Empfangswort
Y = (Yo,---,Yn_1), aus dem der Decoder die Schitzung 4 = (o, ..., u;_) fir
das Infowort gewinnt.

Die Zuordnung der Codeworter zu den Infowortern im Encoder ist (1) ein-
deutig und umkehrbar, indem zwei verschiedenen Infowoértern zwei verschiedene
Codeworter zugeordnet werden, so dafl zu jedem Codewort genau ein Infowort
gehort; (2) zeitinvariant, indem die Zuordnungsvorschrift immer gleich bleibt;
(3) geddichtnislos, indem jedes Infowort nur auf ein Codewort wirkt und jedes
Codewort nur durch ein Infowort bestimmt wird.

Ohne die Forderung der Gedéchtnislosigkeit wiirde sich ein Faltungscode
ergeben (siehe Definition 8.1), bei dem neben dem aktuellen Infowort auch die
vorangehenden Infowodrter auf das Codewort einwirken. So gesehen sind Block-
codes also spezielle Faltungscodes.
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u=(ug,...,Ug_1) a=(ag,...,an-1)
> Encoder
|
Diskreter
Kanal
0 =(0o,...,0k1) y = (Yo.---,¥n-1)
- Decoder n

Bild 1.7. Prinzip des (n, k)-Blockcodes

Wegen der Gedéachtnislosigkeit und Zeitinvarianz braucht die Folge der In-
foworter bzw. Codewdrter nicht durchnumeriert zu werden, da immer nur die
Ubertragung eines Wortes betrachtet wird.

Definition 1.4. Durch die vorangehend beschriebene Methode wird ein (n,k)-
Blockcode definiert, der in ausfihrlicherer Schreibweise auch als (n, k, dyin),-
Blockcode bezeichnet wird, wobei ¢ die Stufenzahl der Symbole u;, a;,t; und dy;y,
die Minimaldistanz (siehe Definition 1.8) bezeichnet. Als Blocklange wird n beze-
ichnet und als Coderate wird das Verhdltnis von k zu n bezeichnet:

k
R=-<1 Finheit: Infosymbol/Kanalbenutzung. (1.4.1)
n

Als Code I' wird die Menge aller Codewdrter bezeichnet.

Die Coderate R <1 ist mit der eigentlich dimensionslosen Finheit Infosym-
bol/Codesymbol versehen. Da pro Codesymbol der diskrete Kanal genau einmal
benutzt wird, ergibt sich die in (1.4.1) angegebene Einheit.

Die Datenraten werden immer auf Bit statt Symbol bezogen, d.h. die In-
fobitrate r, hat die Einheit Infobit/s und die Codebitrate r. hat die Einheit
Codebit/s. Bei g-stufigen Symbolen entspricht ein Symbol genau log, ¢ Bits,
so daf} r/log, ¢ die Infosymbolrate und r./log, ¢ die Codesymbolrate bzw. die
Kanalbenutzungsrate ist. Pro Sekunde werden also r./(n - log, ¢) Codeblocke
tibertragen. Die Codierung bewirkt wegen

L (1.4.2)

T'e = Ty R =Ty k ST
eine Erhohung der Datenrate um den Faktor 1/R = n/k, der deshalb zuweilen
auch als Bandbreitenexpansionsfaktor bezeichnet wird. R = 1 bedeutet un-

codierte Ubertragung. Manchmal ist es erforderlich, die Coderate auf Bits statt
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auf Symbole zu beziehen:
R, = R-logyq = — -logyq Einheit: Infobit/Kanalben. (1.4.3)
n

Im bindren Fall gilt natiirlich R, = R.

Die Anzahl der Infowérter der Lange & mit ¢-stufigen Symbolen betragt
offensichtlich ¢* und somit gibt es auch ¢* = |I'| = ¢"F = 2"% Codewdrter. Die
Anzahl der moglichen Sendewoérter der Lange n betrdgt jedoch ¢". Der Code I'
ist also eine Untermenge der Machtigkeit ¢* in der Menge aller ¢ Worter.

Der Begriff des Blockcodes wurde in Definition 1.4 etwas eingeschrankt fest-
gelegt. In der allgemeinsten Form darf die Méachtigkeit |I'| eine beliebige ganze
Zahl sein, d.h. nicht unbedingt eine ¢-Potenz. In diesem Fall resultiert dann
Ry, = ilogQ |I'| und k=nR = log, || ist nicht mehr notwendigerweise ganz-

08, 4
zahlig. Durch diese Verallgemeinerung ergeben sich aber keine theoretischen

Vorteile und in der Praxis wird immer |I'| = ¢® mit ganzzahligem k gewihlt.

Die Giite eines Codes wird ausschlieflich dadurch gepréagt, wie geschickt
aus den ¢" Wortern die ¢* Codewdrter ausgewahlt werden. Es wird darauf hin-
auslaufen, dafl sich die Codewdrter moglichst stark voneinander unterscheiden
milssen.

Der Encoder trifft nur eine Zuordnung zwischen den ¢* Infowértern und
den ¢* Codewértern. Wie diese Zuordnung iiber die Forderungen der Ein-
deutigkeit, Zeitinvarianz und Gedéchtnislosigkeit hinaus organisiert ist, bleibt
im Prinzip weitgehend belanglos. Insofern ist der Begriff Giite eines Encoders
sinnlos. Allerdings werden in der Praxis fast ausschlielich systematische En-
coder verwendet (siehe Definition 1.5) und zur Vereinfachung der Realisierung
fast ausschliefilich lineare Codes (siehe Kapitel 3) bzw. zyklische Codes (siehe
Kapitel 5).

Definition 1.5. Bei einem systematischen Encoder (auch: systematischer
Code) erfolgt die Zuordnung zwischen Infowdrtern und Codewértern derart, daf
das Infowort explizit Teil des Codewortes ist. Die restlichen n — k Stellen heiffen
dann Prifstellen (Prifbits, parity bits).

Beispiel 1.1. Die beiden Zuordnungen (Priifstellen hinten bzw. vorn)

00 — 000 00 — 000
01 — 011 01 — 101
10 — 101 10 — 110
11 — 110 11 — 011

erzeugen den gleichen (3,2), Code I' = {000,011,101,110}. Der Codemenge
kann nicht angesehen werden, in welcher Weise encodiert wurde. Beide Encoder
sind als gleichwertig anzusehen. |
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Definition 1.6. Zwei Blockcodes heifsen identisch, wenn thre Codemengen iden-
tisch sind. Zwei Blockcodes heiffen aquivalent, wenn nach einer gecigneten
Vertauschungsvorschrift fir die Komponenten der Codewédrter die Codemengen
identisch sind.

1.5 Hammingdistanz und Minimaldistanz

Es seien @, y, z jeweils Worter der Lange n mit g-stufigen Werten (beispielsweise
Codeworter oder Empfangsworter).

Definition 1.7. Die Hammingdistanz dg (@, y) ist definiert als die Anzahl der
Abweichungen zwischen den Komponenten wvon x und y. Sofern eine Null
definiert ist, wird als Hamminggewicht wy () die Anzahl der Komponenten von
x bezeichnet, die ungleich Null sind.

Fir den Zusammenhang zwischen Abstand und Gewicht gilt:
wg(z) =dg(e,0) mit 0 =(0,...,0). (1.5.1)
Falls im Wertebereich der Symbole eine ,,Subtraktion® definiert ist, gilt weiter:

dp(z,y) = wy(z —y). (1.5.2)

Satz 1.1. Die Hammingdistanz ist eine Metrik im mathematischen Sinn, d.h.
es gelten folgende Eigenschaften:

du(@,y) = du(y, z)
dy(e,y) =0 <— x=y
du(®,y) < du(z,z) + du(z, y).
Die Beziehung (1.5.6) wird als Dreiecksungleichung bezeichnet und ist in Bild

1.8 veranschaulicht. Falls Addition und Subtraktion im Wertebereich der Symbole
definiert sind, so gelten fir das Hamminggewicht folgende Figenschaften:

wr(x) = wp(—) (1.5.7)

0 <wg(z)<n (1.5.8)

wp(e) =0 <— x=20 (1.5.9)
wr(e +y) <wg(e) +wnly). (1.5.10)

Definition 1.8. Die Minimaldistanz d,;, eines (n,k,dy,)-Blockcodes ' ist
definiert als die minimale Hammingdistanz zwischen allen Codewdrtern:

dmin = min{dy(a,b) | a,be ', a # b}. (1.5.11)
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du(z.y)

du(x.y)

Bild 1.8. Veranschaulichung der Dreiecksungleichung fiir die Hammingdistanz

Die Minimaldistanz ist der wichtigste Parameter, der die Giite eines Codes
bestimmt. Die vollstdndige Charakterisierung eines Codes wird spater durch die
Gewichtsverteilung gegeben (siehe Definition 3.7). Zur Bestimmung der Min-
imaldistanz miissen die Abstande aller Codeworterpaare betrachtet werden. Je
grofer die Minimaldistanz ist, je stérker sich also die Codewérter voneinander
unterscheiden, desto besser ist der Code. Bei gegebener Coderate R = k/n und
gegebener Blocklange n sollte derjenige Code gewéhlt werden, der zu groflem dpyin
fithrt. Normalerweise wird dy;, groBer (d.h. besserer Code), wenn die Coderate
kleiner wird (d.h. mehr Bandbreite erforderlich) oder wenn die Blocklange grofier
wird (d.h. komplexere Verarbeitung erforderlich).

Beispiel 1.2. Der (7,4);-Hamming-Code besteht aus 16 Codewortern der
Lénge T:

' = {0000000, 1000011,
0001111, 1001100,
0010110, 1010101,
0011001, 1011010,
0100101, 1100110,
0101010, 1101001,
0110011, 1110000,
0111100, 1111111 }.

Der Code ist hier durch eine Aufzdhlung der Codewdrter gegeben und nicht
durch die (unwesentliche) Art der Encodiervorschrift (systematisch, Infobits
vorn). Der Vergleich der ersten beiden Codeworter ergibt dy, < 3. Bei der
Betrachtung aller Paare findet sich kein Paar mit der Hammingdistanz 2, so daf}
dmin = 3 folgt. a

Klar ist schon jetzt, daf} es besserer Methoden zur Beschreibung der Code-
menge und zur Berechnung der Minimaldistanz bedarf — dazu wird spater eine
algebraische Struktur auf der Codemenge eingefiihrt.
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1.6 Maximum-Likelihood-Decodierung

Die optimale Decodiervorschrift ist dadurch definiert, dafl die Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeit P, = P(4 # w) nach dem Decoder minimal wird:

Unterstellt wird also ein stochastischer Kanal (beispielsweise ein DMC), der
zu Fehlern im Empfangswort fiihrt, die méglicherweise durch den Decoder nicht
korrigiert werden kénnen und damit zu Fehlern im geschétzten Infowort fithren.
Derartige Fehler sollen wihrend einer Ubertragung von vielen Worten méglichst
selten auftreten. Nicht beriicksichtigt wird dabei, ob in einem falsch geschatzten
Infowort nur ein Fehler oder mehrere Fehler enthalten sind. Eine solche Min-
imierung der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit P, = P(u; # wu;) ist wesentlich
schwieriger.

Ziel ist also, daf} das geschétzte Infowort moglichst oft exakt mit dem In-
fowort auf der Sendeseite iibereinstimmt. Diese Forderung ist das Kriterium,
nach dem der Decoder konstruiert werden soll. Es wird sich gleich zeigen, daf}
man diese Konstruktionsvorschrift fiir den Decoder ableiten kann, auch wenn
das Kriterium P, gar nicht explizit berechnet werden kann:

P, = P(4#w) — Minimum
= P(d # a).

Wegen der eindeutigen Zuordnung zwischen Infowortern und Codewértern kann
anstelle des Infowortes auch das Codewort geschétzt werden. Die Schétzung fiir
das Infowort ist genau dann korrekt, wenn die Schatzung fiir das Codewort kor-
rekt ist. Deshalb kann die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit anstelle der Infoworter
auch tiber die Codewérter definiert werden.

Bild 1.9 zeigt das Prinzip zur Herleitung der Decodiervorschrift. Der Decoder

(1.6.1)

wird wie angegeben zerlegt in einen Codewortschétzer (hier mit 6 bezeichnet)
und ein Encoder-Inverses. Dieses Encoder-Inverse ist eine direkte Umkehrung des

u adr
Quelle »| Encoder
Y
DC
) @ Encoder- AéDr Codewort-| | 'y
Sinke = Inverses | Schatzer 8|
Decoder

Bild 1.9. Zur Herleitung der Decodiervorschrift
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Encoders und hat zu den geschédtzten Codewdrtern @ lediglich das zugehorige
Infowort @ zu bestimmen. Das ist eine triviale Operation, beispielsweise sind bei
systematischen Encodern lediglich die Priifstellen auszublenden.

Die gesamte Intelligenz des Decoders steckt im Codewortschétzer, der im
Gegensatz zum Encoder-Inversen nicht die Encodiervorschrift, sondern nur die
Codemenge kennen muf. Zum Empfangswort y wird also im Codewortschatzer
das geschétzte Codewort bestimmt — formal ist das eine Abbildung wie folgt:

6 ym—oy)=acl. (1.6.2)

Die Funktion ¢ ist so zu konstruieren, dafl die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit

minimal wird:
P, =P((y) # a) (1.6.3)

Bei der Ubertragung iiber einen diskreten Kanal mit Hard-Decision (also mit
A;n = Aoyi) sind folgende Fille zu unterscheiden:

y=a Fehlerfreie Ubertragung.

y € I'\{a} Verfalschung in ein anderes Codewort — dieser Fall kann niemals
erkannt oder korrigiert werden.

y&rl Die Verfélschung ist generell erkennbar und eventuell korrigierbar
durch den Decoder. Bei 6(y) = a wird korrekt decodiert und bei
6(y) # a wird falsch decodiert. Der Fall 6(y) = undefiniert tritt
zwar beim idealen Decoder nicht auf, aber bei praktisch realisierten
Decodern ist dieser Fall jedoch durchaus sinnvoll (siehe nachfol-

gende Erklarung).

In der formalen Beschreibung ordnet ¢ jedem der ¢" méglichen Empfangsworte
eines der ¢* Codewdrter zu. Spater wird sich noch zeigen, daB man bei der
Realisierung des Decoders teilweise darauf verzichtet, jedem moglichen Emp-
fangswort die optimale Schatzung zuzuordnen — stattdessen wird die optimale
Decodiervorschrift nur fiir die hdufiger vorkommenden Empfangsworter real-
isiert. Mit dieser Methode kénnen sich fiir den Decoder ganz erhebliche Verein-
fachungen bei der Realisierung ergeben.

Wenn ein Empfangswort vollstandig vorliegt, so kann (abgesehen von verar-
beitungstechnischen Verzogerungen) sofort blockweise eine Schitzung des Code-
wortes bzw. Infowortes erfolgen. Im Normalfall kann also eine Schéatzung fiir
das erste Infosymbol empfangsseitig frithestens dann erfolgen, wenn das zuletzt
gesendete Codesymbol empfangen wurde. Somit bestimmt die Blocklange n eine
untere Grenze fiir die prinzipiell mindestens auftretende Verzégerungszeit bei der
codierten Ubertragung.

Voraussetzung (gleiche Apriori-Wahrscheinlichkeiten) zur Herleitung
der Decodiervorschrift: Alle ¢* Infowérter sollen mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit ¢=% von der Quelle abgegeben werden.
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Mit dieser Voraussetzung treten auch alle Codewdrter mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit ¢=* auf. Die Wahrscheinlichkeit, daf ein Fehler bei der De-
codierung auftritt unter der Voraussetzung, dafl das Codewort a gesendet wurde,
ergibt sich aus der Summation {iber diejenigen Empfangsworter, die zu einer
Schatzung ungleich a fiithren:

P(6(y) # a | a gesendet) = Z P(y empfangen | a gesendet)
Yy
s(y)#a
Yy
s(y)#a

Ferner gilt bei der Summation iiber alle Codeworter und alle Empfangsworter:

Z P.(yla) = Z P, (irgend ein y empfangen |a)
acl,y acl’

= > 1 =4" (1.6.5)

acl’

Aus dem Satz von der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit (A.3.1) folgt nun:
Py = P((y) # a)

= Z P(6(y) # a | a gesendet) - P(a gesendet)

acl’
= > Z Py.(yla)-¢7*  mit (1.6.4)
acl’
s(y)ta

= q_k Z y|z y|(1, Z y|z y|(1,

acl,y aclyy
§(y)=a
= Z (Y] @) mit (1.6.5)
acl,y
5(y)=a
Zur Minimierung von P, sollte fiir jedes Empfangswort y also 6(y) = @ so

gewihlt werden, daf die Ubergangswahrscheinlichkeit P, e (y|d) maximal wird.
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Satz 1.2 (Maximum-Likelihood-Decoder MLD). Die Wort-Fehlerwahr-
scheinlichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert
wird: Zum FEmpfangswort y wird als Schitzung ¢ € ' dasjenige Codewort
gewdhlt, bei dem die Ubergangswahrscheinlichkeit maximal wird:

Pyo(yld) > Pyu(y|b) fir alle be I, (1.6.6)

Die ML-Decodierung kann auch mehrdeutig sein — in diesem Fall wird dann
irgendein Codewort mit mazimaler Ubergangswahrscheinlichkeit gewdhlt.

Dieses Ergebnis ist auch anschaulich einfach zu verstehen: Bei gegebenem
Empfangswort wird dasjenige Sendewort bzw. Codewort gesucht, das am
wahrscheinlichsten gesendet wurde. Die Berechnung der Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit selbst erfolgt spater in Kapitel 3.

Ohne die Voraussetzung gleicher Apriori-Wahrscheinlichkeiten ergibt sich
allerdings ein anderer Decoder, ndmlich der Maximum Aposteriort Decoder
(MAP), der genau auf die Quellenstatistik angepaft ist und bei nicht gleich-
wahrscheinlichen Sendeworten zu einer kleineren Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
P, fiihrt (siehe Aufgabe 1.11). Wegen der Abhangigkeit von der Quellenstatistik
wird der MAP-Decoder jedoch nur in Sonderfillen angewendet.

Noch anschaulicher werden diese Ergebnisse, wenn der ¢-nédre symmetrische

DMC betrachtet wird. Aus (1.3.2) und (1.3.3) folgt dann fiir y = (yo,. -, ¥n_1)

und & = (ag,...,a,_y) mit d = dg(y, d):
n—1
Py.(yla) = HPylx(yi|&i)
=0

e pe !
= (1=pe) <(1_p6)(q_1)>. (1.6.7)

Der linke Faktor ist unabhingig von & und somit mufl nur der rechte Faktor
durch geeignete Wahl von @ maximiert werden. Fiir p. < 0,5 ist der Quotient
kleiner als 1 und somit ergibt sich das Maximum, wenn d = dy(y, d) minimal
wird:

Satz 1.3 (MLD fiir Hard-Decision-DMC). Die Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert wird:
Zum Empfangswort y wird als Schéitzung @ € I' dasjenige Codewort gewdhlt,
das vom Empfangswort den minimalen Hammingabstand hat:

dy(y, é) < dy(y,b) fir alle b T, (1.6.8)
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Beispiel 1.3. Es wird der (5,2),-Code I' = {00000,11100,00111,11011} be-

a, as as as
trachtet, fiir den offensichtlich dy;,, = 3 gilt. In der nachfolgenden Tabelle
sind fiir drei als beispielhaft gewahlte Empfangsworter die Abstdnde zu allen
Codewortern angegeben und die daraus resultierende Entscheidung des Code-
wortschatzers:

‘ ) dH(yva’l) dH(y,(lg) dH(y,(lg) dH(y,(l4) 5(y) ‘
10000 1 2 4 3 a,
11000 2 1 ) 2 as
10001 2 3 3 2 a; oder ay 0O

Schon beim (7,4)-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 wird diese Methode ziem-
lich umsténdlich, so dafl praktisch anwendbare Codes zwei Forderungen geniigen
sollten: (1) Die Minimaldistanz dim soll moglichst grofl sein. (2) Die Struktur
der Codemenge I' muf} so sein, dafl sich im Decoder die Suche nach dem mini-
malen Hammingabstand moglichst einfach organisieren 1483t. Beide Forderungen
setzen eine algebraische Struktur voraus, denn fiir (1) ist die Struktur notwendig,
um {iberhaupt gute Codes konstruieren zu kénnen und fiir (2), um realisierbare
Decoder zu erméglichen.

Satz 1.3 soll nun in entsprechender Form auch fiir den AWGN abgeleitet
werden. Nach (1.3.11) gilt fiir die Verteilungsdichten:

n—1
1=0
ot 1 (yz_&z)2
=0 7TNO P NO
1 n—1
= (Vo) exp (o 3 (s — )
NO =0
ly — a? (169
- c- ——ly—a ) .0.
c-exp No Y

Dabeti ist ¢ eine Konstante und ||y — &||* die euklidische Norm von y—d bzw. der
euklidische Abstand zwischen y und @. Der rechte Faktor mufl durch geeignete
Wahl von @ maximiert werden. Dies wird erreicht durch Minimierung der Norm
und somit folgt:

Satz 1.4 (MLD fiir Soft-Decision-AWGN). Die Wort-Fehlerwahrschein-
lichkeit P, nach der Decodierung wird minimal, wenn wie folgt decodiert wird:
Zum Empfangswort y wird als Schéitzung @ € I' dasjenige Codewort gewdhlt,
das vom Empfangswort den minimalen euklidischen Abstand hat:

ly —d| < |ly—b| firalebel. (1.6.10)
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Ausgeschrieben bedeutet das Y .(y; — a;)* < > .(y; — b;)*. Die y? konnen

entfallen und somit vereinfacht sich das zu

n—1 n—1
Z(&? — 2y:0;) < (b — 2y;b;) fiir alle b€ I’
1=0 =0

und das ist dquivalent zu

n—1 1 n—1 n—1 1 n—1

~ ~92 .
E B a; > b — — E b fir alle b € I
=0 ! 2 =0 =0 ! 2 =0

Speziell fir binare Codes gilt a;,b; € {+v/FE., —FE.} und somit entfallen die

quadratischen Terme:

n—1 n—1
D wia =Y yib; fiiralle b e I (1.6.11)
=0 =0

Als Sendewort wird dasjenige Codewort geschétzt, bei dem die Korrelation
mit dem Empfangswort maximal wird. Dennoch sind hier 2*¥ Skalarprodukte
auszufithren und dies ist so aufwendig, dal Blockcodes normalerweise nur mit
Hard-Decision decodiert werden koénnen (siehe dazu auch Abschnitt 11.7).

1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns

Die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit (BER, Bit Error Rate) bzw. Symbol-Fehler-
wahrscheinlichkeit P, = P(a; # a;) bezieht sich nur auf die Infosymbole und
berticksichtigt nicht die Priifsymbole. P, und die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
P, = P(d # a) hidngen in komplizierter Weise zusammen. Da die Anzahl
der Fehler in einem fehlerhaft decodierten Wort zwischen 1 und k betragt, gilt
folglich

1
T P, < F < P,. (1.7.1)
Normalerweise erweist sich die Ndherung
dnﬁn
P, =~ L P, (1.7.2)

als sinnvoll, die von dy;, Fehlern pro falsch decodiertem Wort ausgeht. Eine ziem-
lich genaue Abschétzung von P, und eine weitere Begriindung fiir (1.7.2) erfolgt
noch in Satz 3.15 — aber dieses Problem ist bei der praktischen Beurteilung von
Codes von untergeordneter Bedeutung.

Der Vergleich von Codes untereinander und mit der uncodierten Ubertra-
gung erfolgt oft anhand des AWGN-Kanalmodells mit ¢ = 2 gemé&f Definition
1.3. Dazu sei N, die einseitige Rauschleistungsdichte und £, die Energie pro
Infobit. Dann ist

E.=R-L (1.7.3)



26 1. Finfihrung: Codes und Kandle

die Energie pro Codebit, die also um den Faktor R (Coderate) kleiner ausfillt,
sofern man gleiche Sendeleistung unterstellt. Die Signalleistung mufl dann
aufgeteilt werden auf die Infobits und auf die Priifbits, so dal pro Codebit
weniger Energie verflighar ist. Damit wéachst die Wahrscheinlichkeit, daff die
Codebits im Demodulator falsch bestimmt werden. Ein Codierungsgewinn
ergibt sich nur, wenn die Korrekturféhigkeit des Codes diesen negativen Effekt
iiberwiegt.

In den Bildern 1.10 und 1.11 erfolgt nun anhand des AWGN-Modells ein
quantitativer Vergleich zwischen codierter und uncodierter Ubertragung, wobei
P, und P, iber E,/N, aufgetragen werden. Die Kurve fiir die uncodierte
Ubertragung entspricht direkt Tabelle 1.1. Fiir die codierte Ubertragung wer-
den zwei perfekte Codes verwendet, bei denen als wesentlicher Vorteil die Wort-
Fehlerwahrscheinlichkeit exakt berechnet werden kann (siehe dazu Satz 3.15).

1
101 ~_
o [T —I>
10 S
10-3 [ ~—
~ ~
~ ~
104 ~
~
~
5 \ \\
10— -
N N uncodiert
\\\ N (Pw=Pp)

1076
\ >

10—7 N, A <

/\ N
108

\ N
10—9 N
\ N

10—10

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Ey/No [dB]

o

o

=3

@

=3
/]
o

o =

Bild 1.10. Fehlerwahrscheinlichkeit des (23, 12),-Golay-Codes (bei Hard-Decision)

Bild 1.10 zeigt am Beispiel des (23,12),-Golay-Codes das prinzipielle Ver-
halten kanalcodierter Ubertragungssysteme. Bei schlechten Kanélen ist die un-
codierte Ubertragung zunichst besser. Es gibt dann eine Schwelle (die hier bei
etwa 5 dB liegt), von der an die codierte Ubertragung besser wird und zu
einem Codierungsgewinn (in dB) fiithrt, der immer auf eine bestimmte Fehler-
wahrscheinlichkeit P, oder P, bezogen wird. Bei P, = 107° betrigt dieser
Codierungsgewinn etwa 2,0 dB. Unterhalb der Schwelle ergibt sich bei gle-
ichem Signal/Rausch-Verhéltnis eine kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit bzw. bei
gleicher Fehlerwahrscheinlichkeit kann die Sendeleistung reduziert werden. Bei
einem sehr guten Kanal mit £,/Ny — oo verlaufen die Kurven nahezu parallel
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und werden gleichzeitig immer steiler. Der Unterschied zwischen P, und P, ist
dabei unbedeutend.

Der Abstand zwischen codierter und uncodierter Ubertragung wird nicht
beliebig grofl bei £, /Ny — oo, sondern konvergiert gegen einen Grenzwert, der
jetzt berechnet werden soll. Zur Unterscheidung wird deshalb die Energie pro
Infobit bei der uncodierten Ubertragung mit £} und bei der codierten Ubertra-
gung mit Fj bezeichnet.

Fiir die uncodierte Ubertragung ergibt sich P, direkt als BSC-Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit. Nach (1.3.12) und (A.3.18) gilt:

Prine = pe = Q /A~ const - e” /N0, (1.7.4)
? NO

Wie spéter in Satz 3.15 noch gezeigt wird, gilt fiir die codierte Ubertragung mit

Hard-Decision fiir grofies Fj /Ny ndherungsweise:

Py coa & const - plth. (1.7.5)

€

Dabei ist const eine vom Code abhéngige Konstante, p. ist die BSC-Bitfehler-

wahrscheinlichkeit der Codebits zu E. = RE, und t = |(dmin — 1)/2] entspricht
etwa der halben Minimaldistanz (mit |[A] wird die grofite ganze Zahl < A beze-
ichnet). Nach (1.7.2) und (A.3.18) gilt also:

Py coa =~ const- Py coa

~ const - pt!
ori ]
~ const- |Q) ( b)
No
~ const - ¢ FOF)Fe/No (1.7.6)

Der Codierungsgewinn wird auf gleiche Bitfehlerraten bezogen: Py yne = P cod-

Hieraus folgt:
const - e Fo/No = const - e FEH) E/No, (1.7.7)

Die Konstanten sind allenfalls linear von Fj/Ny bzw. ¢ abhingig und kénnen
somit beim Logarithmieren fiir groles Fj,/Ny vernachlissigt werden:

L

By
2~ Rt+1) — 1.7.8
s k) 173)

Ny
Daraus ergibt sich der asymptotische Codierungsgewinn (asymptotic coding
gain) fiir Hard-Decision als:

Ganara = 10 -logo(R(t+1)) dB. (1.7.9)
Fir Soft-Decision wird spater in Satz 3.17 gezeigt:

Pw,cod /A const - e_Rdmin.Eb/NO- (1710)
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Der Vergleich mit (1.7.4) ergibt den asymptotischen Codierungsgewinn fiir Soft-
Decision:

Ga7soft = 10- 10g10(Rdmjn) dB. (1711)

Fiir groBes Fj,/Ny ergibt sich die Fehlerwahrscheinlichkeit exponentiell aus
Eb/NO:
P, = const - ¢~ Fe/Nowconst, (1.7.12)

Dies gilt unabhéngig davon, ob codiert wird oder nicht. Fiir grofies Fj /Ny ver-
laufen die Kurven aus Bild 1.10 also parallel zueinander im Abstand G, hara-
Die Steigung der Kurven konvergiert gegen —oo fiir £y /Ny — oo. Deshalb spie-
len auch die Konstanten in (1.7.7) keine Rolle und auch der Zusammenhang
zwischen Bit- und Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit gemaf (1.7.1) bzw. (1.7.2) ist
unwesentlich, denn der vertikale Abstand zwischen der P,- und der P,-Kurve
bleibt zwar konstant, aber der horizontale Abstand konvergiert gegen Null.

Unmittelbar deutlich wird die enorme Bedeutung der Minimaldistanz: Je
grofer dpi, wird bei gleicher Coderate (z.B. durch grofiere Blocklange oder
besseren Code), desto mehr kann FEj, (codiert) gegeniiber Fj (uncodiert) ver-
mindert werden. Durch Soft-Decision ergibt sich prinzipiell ein asymptotischer
Gewinn von etwa 3 dB (mit ¢ + 1 & diin/2):

Ga,soft ~ Ga,hard + 3701 dB. (1713)

Bei ,realistischen Werten von F,/Ny bzw. ;mittleren® Werten von P, betrigt
der Gewinn durch Soft-Decision allerdings {iblicherweise nur rund 2 dB.

Fiir den (23,12)2-Golay-Code aus Bild 1.10 mit ¢ = 3 ergibt sich ein asymp-
totischer Codierungsgewinn von (i, hara = 10-log,((12/23-4) = 3,2 dB, der allerd-
ings aus dem Bild nicht direkt ablesbar ist, da hierfiir ein grofleres £, /Ny betra-
chtet werden miiite. Bei P, = 1071° bzw. E,/Ny; = 10,5 dB betrigt der Gewinn
erst rund 2,5 dB. Insofern ist G, eher ein Mafl zum Vergleich verschiedener Codes
als zur Berechnung des Codierungsgewinns bei moderaten Fehlerraten.

In Bild 1.11 ist die Fehlerwahrscheinlichkeit des (7, 4),-Hamming-Codes mit
t = 1 dargestellt. Hier gilt nur G, hara = 10-log,(4/7-2) = 0,6 dB und tatsichlich
ist die codierte Ubertragung nur geringfiigig besser und das auch nur bei einem
guten Kanal bzw. bei kleinen Fehlerwahrscheinlichkeiten. Hohe Codierungs-
gewinne kénnen nur bei komplexen Codes erwartet werden, insbesondere nur
bei groflen Blockldngen, und dies ist auch die Aussage des Kanalcodierungsthe-
orems (siehe Abschnitt 2.2).

Weitere Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven tiber Fj,/Ny sind in Abschnitt 3.8
(Vergleich von Hard- und Soft-Decision fiir den Hamming-Code) und insbeson-
dere in Abschnitt 7.3 (BCH-Codes) sowie in Abschnitt 9.5 (Faltungscodes)
angegeben. Die theoretische Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit erfolgt fiir
Blockcodes in den Abschnitten 3.7 und 3.8, fiir Faltungscodes in Abschnitt 9.5
und fiir die trelliscodierte Modulation in Abschnitt 10.7. Generell wird sich dabei
zeigen, daf} die Berechnung mit groflerem £, /Ny immer einfacher wird. Ander-
erseits konnen Fehlerwahrscheinlichkeiten bis herunter zur GréBenordnung 1076
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Bild 1.11. Fehlerwahrscheinlichkeit des (7,4),-Hamming-Codes (bei Hard-Decision)

noch mit verniinftigem Aufwand simuliert werden. Folglich ergdnzen sich Theo-
rie und Simulation bei den Fehlerwahrscheinlichkeits-Kurven nahezu perfekt.

Der bei einer konkreten Anwendung tatsachlich vorliegende Kanal ist oftmals
so kompliziert, daf} eine exakte Beschreibung nicht méglich ist. Deshalb werden
Codes meistens in Bezug auf die einfachen Modelle BSC oder AWGN entworfen,
womit gleichzeitig auch eine gewisse Robustheit gegen Kanaldnderungen gegeben
ist. Daneben werden allerdings auch noch Modelle fiir Kanéle mit Biindelfehlern
(siehe Abschnitt 5.6, 5.7) sowie fiir Fadingkanéle (siehe Abschnitt 11.2, 11.3)

verwendet.

Es ist also nicht tiberraschend, wenn der Codierungsgewinn in der Praxis
nicht préazise den theoretischen Vorhersagen entspricht. Hinzu kommen immer
sogenannte Implementierungsverluste sowie ein weiterer Effekt: Bei codierter
Ubertragung ist die Energie pro Codebit kleiner als bei der uncodierten Uber-
tragung. Damit wird die Synchronisation (Frequenz, Takt, Rahmen) eventuell
viel schwieriger, als die gesamten Operationen im Encoder und Decoder.

Ganz anders sind allerdings die Verhéltnisse, wenn beim Einsatz von
Codierung das Modulationssystem und die Bandbreite nicht gedndert werden
und stattdessen die Datenrate der Infobits vermindert wird. In diesem Fall

betragt der Gewinn Ginpara = 10 - logo(t + 1) dB.
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1.8 Grundgedanke der Kanalcodierung

Insbesondere mit Blockcodes wird unmittelbar der Grundgedanke deutlich, der
hinter der Kanalcodierung steht. Es ist die gleiche Idee wie bei der Digitalisierung
in der Nachrichtentechnik mit &hnlichen Vor- und Nachteilen:

Digitalisierung bedeutet Quantisierung der Symbole im Wertebereich: Wenn
A die Quantisierungsbreite ist, so ist A/2 der maximale Quantisierungsfehler.
Daraus folgt:

Vorteil: Kleine Ubertragungsfehler (kleiner als A/2) werden vollig elim-

iniert, wahrend bei der analogen Ubertragung in jeder Verstérkerstufe das
Signal/Rausch-Verhaltnis prinzipiell immer schlechter wird.

Nachteil: Auch ohne Ubertragungsfehler _tritt immer ein mittlerer Quan-
tisierungsfehler von 4/A2%/12 auf. Grofie Ubertragungsfehler (grofier als A/2)

werden durch Zuordnung zur falschen Quantisierungsstufe noch vergréflert.

Fazit: Quantisierung nur dort, wo der Hauptanteil der Storungen kleiner als

A2 ist.

Kanalcodierung bedeutet Quantisierung ganzer Symbolfolgen im Zeitbereich:
Die n — k Priifstellen werden so gewahlt, daf} sich die verschiedenen Codewdrter
der Lange n an mindestens d,;, Stellen unterscheiden. Das ist moglich, weil
von den ¢" méglichen Wértern nur ¢¥ Wérter auch tatsiachlich Codewdrter sind.
Daraus folgt (wie in Abschnitt 3.2 noch detailliert gezeigt wird):

Vorteil: Bei weniger als d;,/2 Ubertragungsfehlern liegt das Empfangswort
naher am gesendeten Wort als an allen anderen moglichen Codew6rtern und
kann somit richtig decodiert werden.

Nachteil: Bei mehr als d,y;, /2 Ubertragungsfehlern wird méglicherweise auf ein
falsches Codewort entschieden und die Anzahl der Fehler erhéht sich durch
die Codierung.

Fazit: Kanalcodierung nur dort, wo in der Mehrzahl weniger als dy;, /2 Fehler
pro Codewort auftreten, d.h.: Kanalcodierung ist nur sinnvoll bei relativ
guten Kanédlen und bei hohen Anforderungen an die Zuverlassigkeit, wahrend
bei schlechten Kanélen eine Kanalcodierung nicht sinnvoll ist.

Die zentrale Idee der Kanalcodierung ist es, lange Infoblécke in noch langere
Codeblocke zu transferieren. Das Ausmal} der hinzuzufiigenden Redundanz ist
abhéngig von der Kanalqualitit und der gewiinschten Ubertragungsqualitét.

1.9 Aufgaben

1.1.  Es wird ein BSC mit der Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit p, = 0,01 voraus-
gesetzt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Wort 0110100 bei der
Ubertragung zu 0010101 vertéalscht?
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1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

Es wird ein BSC mit p. = 0,1 vorausgesetzt. Berechne fiir Worter
der Lange 7 die Wahrscheinlicheit fiir Fehlermuster aller méoglichen
Gewichte. Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten hochstens 2 bzw. mehr
als 2 Fehler auf?

Es wird ein BSC mit p. = 0,001 vorausgesetzt. Berechne nédherungsweise
die Wahrscheinlicheit fiir mehr als 2 Fehler bei Wortern der Lénge 31.

Beschreibe den bei der Reihenschaltung zweier BSC’s mit den Bit-
Fehlerwahrscheinlichkeiten p. ; und p., entstehenden Kanal.

Zeige wy (e + y) > wy(e) — wn(y).

Beweise und veranschauliche
dp(z,y) > |dy(z, z) —du(z, y)|. (1.9.1)
Beweise die Vierecksungleichung
du(z,y) —du(z’, y')| < du(z,z') +du(y. y'). (1.9.2)

Wieviele verschiedene (3, 2, 2),-Blockcodes gibt es?

Zeige fur die Funktion f(p.) = pL(1 — p.)"~" das Resultat

max f(p.) = f <5> = g2 (r/n), (1.9.3)
Pe n

wobei Hj(.) die bindre Entropiefunktion gemafl (A.2.3) bezeichnet. In-
terpretation?

Es wird der (3,1,3)-Code I' = {(—1;—1;—=1),(+1;+1;4+1)} und
der AWGN vorausgesetzt. Berechne fiir das Empfangswort y =
(4+0,1; —1,0; 4+0,1) die ML-Schétzung bei Soft- und Hard-Decision.

Zeige, dal ohne die Voraussetzung gleicher Apriori-Wahrscheinlichkeiten
die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, durch den Maximum-Aposteriori-
Decoder minimiert wird, der wie folgt definiert ist: Zum Empfangswort
y wird als Schdtzung @ € I' dasjenige Codewort gewahlt, bei dem die
Aposteriori-Wahrscheinlichkeit P(z|y) = P(y|x) - P(x)/P(y) maximal

wird bzw. dquivalent

Pu(d) - Pyo(yld) > Pu(b)- Pyo(ylb) firallebe . (1.9.4)
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